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Uvod

Nevyhnutnou stucastou kapitalového trhu st finanéné derivaty. NajcastejSie byvaju
skimané dlhopisy, ktoré pontkaji stabilny prijem a st najmenej rizikové, takze riziko je
takmer nulové. V tejto praci sa zaoberame najmé bezkuponovymi dlhopismi, bez akych-
kolvek transakénych nékladov. V praxi to nie je mozné, pretoze kazdy investor sa na
kapitalovom trhu stretd s transakénymi nakladmi, najmé vo forme poplatkov za obcho-
dovanie.

V praxi sa casto skiima ocenovanie finan¢nych derivatov, hlavne ocenovanie opcii.
Ocetiovanie inych derivatov nie je velmi praktizované. Napriklad schémy na ocelovanie
dlhopisov nie st vSeobecne zndme, preto sme sa rozhodli tito oblast preskimat. Cie-
fom prace bude vymysliet schému na ocetiovanie dlhopisov, podla ktorej by bolo mozné
vytvorit program. Tento program by po zadani vstupnych parametrov pocital hodnoty
[ubovolnych finan¢énych derivatov.

V prvej kapitole si priblizime niektoré zékladné pojmy, ktoré budeme potrebovat pri
nasledovnom odvodzovani. V druhej kapitole sa pozrieme na zakladné vlastnosti modelov
finanénych derivatov tirokovej miery. V tretej kapitole si urc¢ime ciele a ich zdévodnenia.
V stvrtej navrhneme numerickti schému na riesenie modelov z druhej kapitoly. V pia-
tej kapitole uvedieme niektoré vysledky numerickej aproximécie hodnot derivatov a ich

porovnania navzajom.

Uprimne dakujem svojmu vedicemu diplomovej prace doc. RNDr. Danielovi Sevéovi-
¢ovi, CSc. za c¢as, ktory mi venoval pri priprave, taktiez za odborné a cenné rady, ktoré

mi velmi pomohli pri pisani tejto prace a pri vytvarani programu.



1 Financ¢né derivaty

Derivat (contingent claim) je cenny papier, ktorého hodnota zavisi od nejakych inych

obchodovanych cennych papierov, kurzoch cudzich mien, tirokov a inych faktorov.

Finanéné derivaty st nastroje, ktoré sa vyuzivaju na vsetkych trhoch (penazny, devi-
zovy, kapitalovy aj trh komodit). Vo svete sa s nimi obchoduje uz dlhsi ¢as, nieco vyse 20
rokov, na Slovensku bol takyto pokus v roku 1993 na Bratislavskej op¢énej burze, ktora
v8ak zanikla. Ich nazov pochédza zo slova derivovat, pretoze cena je odvodena (derivo-
vand) od ceny kontrahovaného aktiva. Hlavnou tlohou je ochrana hospodérskych subjek-
tov voci rizikdm, vyplyvajicim z budtceho vyvoja cien produktov a tovarov, tirokovych

sadzieb, vymennych kurzov a pod., ale mézu byt zneuzité aj na rozne Spekulacie.

1.1 Zakladné typy derivatov

Zékladnym pojmom na finan¢nom trhu je forward.

Forward je mimoburzovy kontrakt, kde sa jedna strana zaviaze kupit alebo predat
underlying instrument' druhej strane v presne stanovenom ¢ase za pevne stanovent cenu.
Kontrakt sa uzatvara medzi dvoma finanénymi institiciami alebo finan¢nou institticiou a
jej klientom. Forwardy sa nepreddvaju na burze. Strana, ktord sa zaviazala akciu kupit,
je v tzv. long pozicii, druha je v short pozicii. Stanovena cena sa nazyva delivery price.
Cena forwardu je vlastne delivery price, ktora zabezpeci, aby mal kontrakt na zaciatku
nulovt cenu pre obe strany. Finanény tok, ktory vznikne pri ukonceni kontraktu v ¢ase T’

sa nazyva payoff, jeho grafom je payoff diagram.

Future je vlastne forward obchodovatelny na burze. Vo future kontrakte sa dve strany
nepoznaju, preto za dany kontrakt ruc¢i burza. Burza si na ochranu pred neplnenim zaviz-
kov jednej alebo oboch stran vytvori margin, ¢o je vlastne marza(ucet), kde kazda strana

zlozi vopred dohodnutu ¢iastku.

1Je nejaké vieobecné aktivum.



Rozdiel medzi forwardom a future je, ze future nema presne stanoveny ¢as nakupu resp.
predaja, ale méa Specifikované ¢asové obdobie(¢asto je to dlhsi ¢asovy tsek), v ktorom musi

byt kontrakt uzatvoreny.

Futurity znamenaji pre obchodnikov prili§ velké riziko (alebo prili§ Tahké obohatenie

sa) a preto sa Coraz CastejSie obchoduje na burzach s opciami.

Opcie st podmienené terminované obchody, v ktorych sa nejednd o povinnost nieco
predaf, resp. kupit, ale o pravo na predaj, resp. kiipu aktiva, na ktoré je opcia vypisana.

Opcie sa delia na:

Eurépska call opcia je kontrakt, v ktorom kupujici ziskava pravo, nie vSak povi-
nnost, kiapif akciu v presne uréenom ¢ase ( expiracny ¢as, ozna¢me T') za vopred dohod-

7 . v /7 v . W . . . Y . X ./
nutt cenu ( expiracna cena, ozna¢me F£). Vypisovatel opcie je povinny vyhoviet kupuji-
cemu, pricom za tuto sluzbu dostane prémiu (cenu opcie) v ¢ase podpisania kontraktu.
Eurépska call opcia mé v expiracnom c¢ase hodnotu zavisla od ceny akcie S. Teda ak

hodnotu eurépskej call opcie v ¢ase expiracie oznac¢ime V,.(S,T), tak dostdvame
Vee(S,T) = max(S — E,0).

Eurépska put opcia je kontrakt, v ktorom kupujtci ziskava pravo, nie povinnost, pre-
dat akciu v presne uréenom c¢ase za vopred dohodnutt cenu. Vypisovatel opcie je povinny
vyhoviet druhej strane, pri¢om za ttto sluzbu dostane prémiu (cenu opcie) v ¢ase podpi-
sania kontraktu. Eurépska put opcia mé v expira¢nom case hodnotu zavisla od ceny akcie

S, ktort oznacime V,,(5,T),

Vep(S,T) = max(E — S,0).

Americka call(put) opcia sa od eurépskej lisi v tom, ze majitel opcie ma viicésie pravo
volby, pretoZe ju méze uplatnit v Tubovolnom ¢ase pred expiraciou, zatial ¢o eurépsku len

v Case expiracie.

Dolezitou tlohou je stanovenie ceny opcie tak, aby pri uzatvarani nebola ani poskodena
ani zvyhodnena ziadna zo stran. Ak by to tak nebolo, vznikala by tzv. arbitraz, pri ktorej

by sa obohacovala jedna strana na tkor druhe;j.



1.2 Financ¢éné derivaty urokovej miery

Derivaty odvodené od trokovej miery s v sicasnom svete asi najziadanejSou skupinou
finanénych derivatov. Medzi najznamejsie patria put a call opcie, dlhopisy kupénové (cou-
pon bonds) a bezkupénové (zero coupon bonds), Forward contract, Swaps, Caps, Floors,
Floating rate dlhopisy a mnohé iné.

V tejto diplomovej praci sa sustredime na dlhopisy, ktoré vyplacaja fixny prijem a st
najbeznejsim typom.

Dlhopis je cenny papier, v ktorom sa dlZznik zaviizuje majitelovi dlhopisu, Ze v
stanovenej lehote splati nominalnu hodnotu F'. Dlhopisy, ktoré okrem nominalnej hodnoty
vyplacaju aj pravidelny urok (kupdén (c)) sa nazyvaji kupénové dlhopisy. Kupén byva
stanoveny ako 1% z nominalnej hodnoty dlhopisu, vyplacany raz alebo dvakrat ro¢ne az
do danej lehoty.

Dlhopisy delime do troch kategorii:

Statne dlhopisy: st najv§znamnejsie a najlikvidnejsie dlhopisy. Sltzia na financo-
vanie $tatneho rozpoctu a refinancovanie statneho dlhu. Osobitnym typom st diskontné
dlhopisy s ro¢nou splatnostou, ktoré sa dostdvaji na primarny trh prostrednictvom auk-
cie a neskor sa s nimi obchoduje na sekundarnom trhu. St kryté vladou a st povazované
za bezrizikové. Urcuju vsak trendy na trhu a odvodzuji sa od nich vynosy nestatnych

dlhopisov.

Podnikové dlhopisy: st na trh umiestnené pomocou bank. St menej aktivnejsie ako
Statne dlhopisy a aj viac rizikové. Ich vynosy su rozne, ktoré st dané najmé rizikovostou

daného cenného papiera.

Komunalne dlhopisy: sltzia na financovanie dlhodobejsich projektov v ramci regio-

nu, ktoré vydavaju ich miestne spravne jednotky, u nas su to okresy.

Najmenej rizikové su Statne dlhopisy, a preto sa v dalsom budeme zaoberat iba tymito
dlhopismi.
Hodnotu bezkuponového dlhopisu dostaneme ako

p— F z s 7 .
P = 7, kde r, zdvisi od maturity n.



Hodnotu kupénového dlhopisu dostaneme ako

~ c F
P = , .
;(1+7“i)’ BCETAE

Cenu bezkupénového dlhopisu s hodnotou 1 v ¢ase ¢ s maturitou 7" ozna¢me ako P(t,T).
Budeme pracovat s bezkupénovym dlhopisom, pretoZe ten je ekvivalentny kupénovému s
vhodne dosadenymi parametrami.

Spojito troc¢end diskrétna aktualna trokova miera v ¢ase t s maturitou 7', R(t,T) je

definovand nasledovne:

P(t,T) = e REDT=Y (1.4)
a teda
In(P(t, T
R(LT) = —”(T(—_’t)). (1.5)

Spojito trocend diskrétna budtca miera v ¢ase t na obdobie (7,7 + At) oznacenda
f(t,T,T + At) je definovana nasledovne:

PUTHAD _ - perreanas
P(t,T)

a teda
In(P(t, T+ At)) —In(P(t,T))
At

Limity pre T' — t, resp. pre At — 0 definuji okamzita short rate r(t)

FET, T+ At) = —

a okamzita forward rate f(t,7T)) :

r(T) = lim R(t,T), (1.8)

Vytvaranim grafov trokovych mier s dobou splatnosti ziskame tzv. term structure

interest rates.



2 Urokova miera

2.1 Derivaty a modely vynosovej krivky

St rozne modely, ktoré mozno pouzit na ocenovanie opcii. Napriklad také, ktoré pred-
pokladaju, ze distribucné rozdelenie trokovej miery, ceny opcie a inych premennych je
lognormalne. Tieto sa vSak vyuZivaji na ocefiovanie derivatov ako tzv. caps?, Eurépske
opcie pre dlhopisy a Eurépske opcie pre swapy.® Avsak, tieto maji obmedzenia. Neza-
hfniaju predpoklad, ze by sa trokova miera mohla vyvijat v ¢ase. Preto sa nemozu pouzit
na ocenovanie takych derivatov ako Americké opcie, callable bonds* a index amortizing
swaps®.

My v8ak budeme vyuzivat model, ktori sa snazi prekonat tieto obmedzenia a je znamy
pod nazvom yield curve model alebo term structure model. Tento model opisuje prav-
depodobné spravanie vSetkych trokov, ktoré sa menia v case. Tvar vynosovej krivky sa
moze menif.

Dalej sa budeme zaoberat rovnovaznymi modelmi a bezarbitrdznymi modelmi. V rov-
novaznych modeloch je pociatoéna term structure ako vystup modelu a v bezarbitraznych

modeloch je pociato¢nd term structure ako vstup do modela.

2.2 Rovnovazne modely

V tychto modeloch sa zvyc¢ajne zac¢ina s predpokladmi o ekonomickych premennych a od-
vodzuje sa proces pre kratkodoby bezrizikovy trok r. Tieto skimaji ako proces vplyva na
cenu dlhopisu a cenu opcie. Kratkodoby trok r, v ¢ase t je irok aplikovany na infinitezi-

malnu kratku casovi periédu. Niekedy sa to nazyva ako okamzitd short-rate. Je dolezité

2Je to kontrakt, pri ktorom si pozi¢iame tzv. floating rate a chceme zabezpeéif narast urokovych
platieb. Cap kontrakt nam zaplati rozdiel medzi LIBOR a cap trokom v kazdom case.

3Je to kontrakt, pri ktorom dochadza k v§mene platieb medzi dvoma institiciami, kde sa plati fixny
arok k.

4Je nastrojom dlhu s uloZzenymi opciami vydanymi spolo¢nostou. Bond méze byt odktipeny spolo¢nos-
tou za urditl cenu a v uréitom ¢ase. Drzitel rozhoduje, ¢i si derivat neché, alebo ho poskytne spoloénosti.

5V tomto kontrakte sa zaklad pozicky redukuje na vopred dany. Je skonstrouvany stihlasne s amori-
zacnym supisom pozicky.



zdoraznit, Ze v redlnom svete nie je tento proces pre r mozny, pretoze cena dlhopisu a cena
opcie a iné ceny derivatov zavisia len na procese zohladiiovanom v rizikovo-neutralnom
svete. Aj tu platia vztahy, ktoré st uvedené v predchadzajucej kapitole ako (1.4) a (1.5).
Ukazuju, ze ak mame definovany cely proces pre r, mame aj zadefinovani pociatocnt

term structure a aj jej predpokladany vyvoj v buducnosti.
2.2.1 Jednofaktorové modely

V jednofaktorovych modeloch proces pre r, v sebe zahina len jeden zdroj pochybnosti.

Predpokladajme vSeobecny vyvoj aktualneho short-rate v rizikovo-neutralnom svete:
dr = p,(r,t)dt + o, (r, t)dw . (2.10)

Okamzity drift u,(r,t) a okamzitd Standardna odchylka o, (r, ) st funkciami r, ale neza-
vislé na c¢ase. Predpoklad jednoduchého faktora nie je obmedzujtci ako sa na prvy pohlad
mozno zda. Jednofaktorovy model predpoklada, ze vsetky troky sa pohybuji rovnakym
smerom v kratkodobom intervale, ale uz nie v rovnakom pocte.

Kedysi predpokladalo, ze term structure ma vzdy rovnaky tvar, ale dnes uz nie. Préave
naopak, v stcasnej dobe ma mnoho poddb.

Na odvodenie funkcie ceny bezkupoénového dlhopisu potrebujeme Itoovu lemu.

Lema 2.1. (Itéova lema)
Nech f(xz,t) je hladkd funkcia premennych x, t, pricom premennd x je rieSenim sto-
chastickej diferencidlnej rovnice dx = p(z,t)dt + o(z,t)dw, kde dw je diferencidl Wiene-

rovho procesu. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom:

2
df = o(z,1) %dw + (% + p(a, t)% - 50%,0%) dt.

Podla lemy (2.1) teda odvodime diferencial funkcie ceny bezkupénového dlhopisu s

dobou splatnosti 71"

OP oP 1 ,0°P OP
= pdt+vdw, (2.12)

kde o resp. v predstavuje vyrazy nasobiace dt resp. dw.
Vytvorime portfélio pozostavajiuce z jedného dlhopisu s dobou splatnosti 77 a 6 dlhopisov
s dobou splatnosti T5:
m(t) = P(t,Ty) + 0P(t,T5) . (2.13)

8



Zmena ceny tohto portfélia za ¢asovy usek dt je:

dr = [u(t,Th) + Ou(t, Ty)|dt + MUT + GMUT dw
or or
= pudt +ogdw. (2.14)
Ak polozime
. %_]:(t7 Tl)
By’

potom o, = 0 a vyvoj ceny portfélia je deterministicky. Vynasobenim ¢itatela a menova-

tela o, dostavame:

I/(t,Tl)
0= —
I/(t,Tg)
a
. I/(t,Tl)
dm = dP(t, Tl) I/(T,, T2)dp(t, TQ) .

KedZe portfdlio je teraz deterministické, tak plati:
dm = r(t)r(t)dt . (2.18)

Po dosadeni:

dP(t,T)) — ZEZ%;dP(t,B) _ {P(t,Tl) _ ZS:%;P(t,Tg)] r(t)dt |
e, T) = 200 13) = | Pee1i) = P ) ).

Upravami dostavame :

p(t,Ty) — P(t,Ty)r(t)  p(t,Tz) — P(t, To)r(t)
ST = S T) : (2.21)

Této rovnica plati pre Tubovolné doby splatnosti.To znamend, Ze hodnota zlomkov nezavisi

od doby splatnosti, ale je funkciou r a t:

p(t, T) = P(t, T)r(t)

= 2.22
)\(T7 t) V(t, T) ( )
Keby sme absoltatny drift a volatilitu vyjadrili percentuélne: = mP a v = /P, potom:
m(t,T) —r(t)
ANt,r) = ——F"F——F 2.2
( ) ,r) I//(t’ T) ( 3)

Teda percentalny vynos z dlhopisu sa od bezrizikovej short-rate 1isi o funkciu casu a
short-rate prenasobenej volatilitou. Tato funkcia sa nazyva market price of risk. Ak je
investorova funkcia konkavna, A je kladna a reprezentuje vynos navyse oproti bezriziko-

vému. Tento vynos aj spravne kompenzuje riziko z drzania dlhopisu.

9



2.2.2 VsSeobecné formy jednofaktorovych modelov.

Stochasticky proces modelujici v§voj short-rate by mal sipiiat ur¢ité kritéria dané histo-

rickym vyvojom short-rate na trhu. Medzi tie najdolezitejsie poziadavky patria:
e Uroky by nemali byt zaporné a ani ich hodnota neméze byt netinosne vysoka.

e Vysoké hodnoty troku boli nasledované poklesom a nie rastom, pre nizke troky to

plati naopak. Urok vykazuje tzv. mean-reverting.

e Volatilita irokov na rézne obdobia je rézna, pricom na kratsie obdobia je spravidla

vyssia ako na dlhsie.

e Hodnota volatility sa meni s hodnotou short-rate.Ukazalo sa, Ze pre volatilitu v tvare

or” je 3 najvhodnejsie okolo 1,5.

Samozrejme tieto poziadavky st obchadzané a dodrziavané st teda velmi benevolentne.
Ziaden zo znamych jednofaktorovych modelov nedokaze dodrzat tieto body vsetky naraz.
Preto je délezité pri aplikacii nejakého modelu davat pozor, ktoré body najviac ovplyviiuju
dany derivat. Obidva modely, ktoré st spomenuté nizsie, si v podstate rovnaké. Lisia sa

v8ak konkrétnou volbou parametrov.

2.2.3 Vasicek a Cox - Ingersoll - Ross modely

V roku 1977 navrhol Vasicek stochasticky proces pre short-rate r vychadzajac z tzv.

Orstein-Uhlenbeck procesu v tvare:
dr = k(0 — r)dt + orPdw =: p,dt + o.dw . (2.24)

Dalej cena bezkupénového dlhopisu zavisi od r,t, T a vo veobecnosti spliia:

dP
- = p(r,t, TYdt +v(r,t,T)dw .

Aplikovanim Lemy 2.1 dostaneme:

P = pPlattatPar | " o

P 1 {ap oP  10°P 2] 1 {8]3 ]
ar 1IF -

10P 1oP 1 0P
= |=—Z— _ - 4 - T By2 il
[Park(e 7“)+Pat+2P8T2(ar)]dt+[Parar}dw.

10



Porovnanim s predchédzajicim vztahom zistime, Ze:

10P
t,T) = —=—orP.
v(r,t,T) "
Z podmienok arbitraze plati:
. . LOP 4
p(r 6, T) =1+ X () (r,t,T) = p(rt, T) =7+ X (r,t) 55 —or”
T

Aplikovanim Lemy 2.1 na dP sme dostali jedno vyjadrenie pre drift, z trhovej ceny za
riziko pre druhé. Ked ich dame do rovnosti, dostaneme PDR, ktorti musi spliiat cena

dlhopisu :
or oP 10°P
arFO =)+ G+ 55

Tu uz rozlisujeme modely:

(07?2 =rP 4 X*(r, t)%—]:m“ﬁ. (2.28)

e Vasickov model: G =0, \*(r,t) = Ao

e CIR model: =1 X\(rt)= 2or

ez

pricom )\ je konstanta odlisna pre kazdy z modelov.

Vo Vasickovom modeli sa mohlo stat, Ze irokova miera bola normélne rozdelend a
negativna. V CIR modeli (1985) na odstréanenie tohto problému vymysleli alternativny
diftzny proces pre short-rate r s inou volbou 3 a tym zabezpedili, Ze irokova miera nebude
nikdy negativna. To znamena, Ze ak vzrastie kratkodoby urok, tak vzrastie aj Standardna
odchyTka.

Teda mozme zapisat PDR pre jednotlivé modely:

e Vasicek: rP = 88_]:[]{;(9 _ ,r.) o )\00,] + aa_]tD + %%0_2

192P 2
2 Or2

o CIR: rP = G2(k(0 — 1) — Aor) + §F +
Kazdé riesenie takychto PDR pri podmienke P(r,T,T) = 1 sa d& zapisat vo forme:
P(Tu tv T) = A(t, T)e_B(t’T)T , (229)

kde A(t,T) a B(t,T) st konStanty rozne pre vSetky modely.
Tu si ich konkrétne rozvedieme.

11



e Vasicek:
1— e—k(T—t)

B(t,T) = ——

o2 o) o?B(t,T)?
At,T) = Bt,T)=T+1) (6 — — — - :
(.7) = ap | (B(.1) - T +0) (0 5 - T ) - TEY]
e CIR:
2(e7T=D — 1)
(k+X+7)(erTH —1) + 2y
v =/ (k+ )2+ 202
9yelk A1) (T—1)/2 e

(k+X+79)(eTt) —1) + 2y

B(t,T) =

A(t,T) =

V oboch modeloch moze nastat stipajuci sklon, klesajuci sklon alebo aj nejakd drobné
nezrovnalost. Dlhodoby urok R(t,T) je linedrne zavisly na r(¢). To znamend, ze hodnota
r(t) urcuje hladinu term structure v ¢ase t. VSeobecny tvar term structure v Case t je
zavisly len na r(t), ale nie na ¢t. CIR model poskytuje formulky pre Eurépske bezkupénové

cally a puty. Eurépske kupénové opcie mozu byt ocenované pomocou Vasickovho modela.

2.3 Bezarbitrazny model

Nevyhoda rovnovaznych modelov je, Ze nedokdzu automaticky fitovat dne$nt term
structure. Vybranim vhodnych parametrov moézu poskytnat priblizny fit mnohym term
structure, s ktorymi sa mozno stretnif v praxi. Ale fit nie je presny a v mnohych pripadoch
robi zna¢né chyby. Mnohi investori toto povazuji za velmi neuspokojivé. Argumentuji
tym, Ze maji velmi malt doveru v cenu dlhopisu, ked model nem4 presnii cenu zakladnej
opcie. Aj 1% chyba v cene zédkladného bondu moze znamenat 25% chybu
v opc¢nej cene.

Bezarbitrazne modely st skonstruované tak, aby boli presne zhodné s dnesnou term
structure. Predpokladédme, ze term structure zévisi len od jedného faktora a naznacuje

ako mozu byt vysledky zlozené z viacerych faktorov.

2.3.1 Hoo and Lee Model

Je to prvy bezarbitrazny model z roku 1986, ktory bol prezentovany vo forme binomického
stromu. Bol skonstruovany ako cesta k ocenovaniu mnoziny dlhopisov bez poziadavky na

explicitné preferencie investorovho zisku.
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Zohladnujuci spojité trocenie
P(t,T) =exp(—R(t, T)(T —t)),
je charakteristicky nasledujicim procesom:
dr = 0(t)dt + odw . (2.36)

M4 teda dva parametre: Standardntt odchylku a drift 6(¢) , kde r sa hybe

s ¢asom. Term structure urcuje zavislost r od ¢asu t do splatnosti 7' — t:

Pouzitim Vasickovho a CIR modelov dostaneme aj vztah pre Hoo and Lee model:

oP 0P 1 ,0°P
SO+ 50 o P,

kde

a hrani¢na podmienka je

P(r,T,T) =1, (2.40)

¢o suhlasi s predpokladom, ze Cisty diskontovany dlhopis v ¢ase T" vyplati 1.
Ak ¢(t) = 0(t), tak tento zakladny predpoklad implikuje, Ze riskové preferencie investora
st zahrnuté v ocenovani na trhu éistych dlhopisov, ktoré urcuji term structure 6(t).

RieSenim modela dostaneme rovnicu
P(r,t,T) = A(t,T)e” B&Or

a konstanty su rovné:
B(t,T)=T—t,
P0,T,r) dln P(0,t,r) 1 , )
— B(t,T)—————= — =0c“tB(t,T
POt  PET T, 2 BT,

kde mnozina {P(0,t), t > 0} je pociatocne exogénne zadand Term structure.

InA(t,T) =1In

13



3 Ciele prace
3.1 Nutnost pouZitia numeriky

V predchédzajicej kapitole sme si odvodili explicitné vzorce pre niektoré modely. Vasickov
a Cox - Ingersoll - Ross model reprezentovali rovnovazne jednofaktorové modely a Ho and

Lee model predstavuje bezarbitrazny model.

Ked sa pozrieme na tieto explicitné vzorce, lahko vidief, Ze s konstruované tak, aby
pri rieseni spomenutych modelov nevznikali problémy. Tieto vzorce platia iba pre dané tri
modely (6 =0,5=1/2,5=1), pri inej volbe [ uz neplatia. Okrajové podmienky spolu
s rieSenim rovnice (2.29) s totiz umelo vytvorené.

Zamyslali sme sa ako najst okrajové podmienky tak, aby ich spliiali nielen doteraz
znédme modely (Vasickov, CIR, Ho and Lee ), ale aj dalsie, ktorym dané explicitné

rieSenie nevyhovuje.

RieSenim by mohlo byt pouzitie numeriky so spravnymi okrajovymi podmienkami.
Dané explicitné riesenia totiz nevyhovuju okrajovym podmienkam.

V pripade, ze 1 — oo, B > 0 pret < T, lim Ae 5" = 0, tak rovnica (2.29) vyhovuje

r—00

podmienke P(co,t,T) =0, V0 <t <T a jedna z okrajovych podmienok je splnena.

Ako vidime, rovnica (2.29) nemdze splitaf druhti podmienku, pretoze pre 7 — 0,
P(0,t,T) = A(t,T) # 1. A to je problém, ktory sa poktsime odstranit.

Z logického hladiska je na zaciatku obchodovania cena dlhopisu maximalna a svoje
maximum by nemal prekrocif az do vyprSania. A teda spravna okrajovd podmienka je

nasledovna: P(0,¢,7) =1, VO <t < T.

V nami navrhnutej schéme na vypocet hodnoty derivatu trokovej miery budeme vy-
chadzaf zo znamej okrajovej podmienky a ukdZzeme, Ze tato schéma nam dava vysledky

podobné realnym datam. Na rozdiel od explicitnych vzorcov, ktoré vykazuja rozne chyby.
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4 Numericka analyza ocenovania finanénych
derivatov

V tejto Casti sa budeme venovat numerickej analyze, ktor potom vyuzijeme pri oceno-
vani dlhopisov. Dalej navrhneme metédu na numericky vypoc¢et hodnoty derivatu. Pred-

pokladame, ze derivat, v nasom pripade dlhopis, vyhovuje ocetiovacej rovnici (2.28)

4.1 Taylorov polyném

Definicia 4.1. Mayme f : O(a) — R, a € R, ktord je v a n-krdt diferencovatelnd.

Taylorovym polynomom n-tého stupna z funkcie f v bode a rozumieme:

"(a (”L)g, n
T.(f,z,a) :f(a)+ffﬂ(x—a)%—...%—w(x—a) )

n:

Zvyskom Taylorovho polynomu rozumieme

R.(f,z,a)=: f(x) —T,(f, x,a).

Veta 4.1. Majme f,g: O(a) — R, a € R, pricom f je v O(a) (n+1)-krdt diferencova-
telnda, g je v O(a) diferencovatelnd, pricom ¢'(x) # 0, Vo € O(a)
= Va € O(a) 30 € (0,1)

Ro(f,w,a) = Coo (1 — ) D280 o (0 4 f(2 — a))

4.2 Numerické riesenie ocenovania finanénych derivatov

Na numerické rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice pouzijeme
tzv. metodu sieti. V oblasti, kde hladdme rieSenie, zvolime mnozinu bodov, ktort na-
zveme sietou a prislusné body jej uzlami a nahradime derivacie prislusnej funkcie, ktoré
sa vyskytuja v danej diferencidlnej rovnici a v okrajovych podmienkach, diferenciami v

uzloch. V tejto metdde st parcidlne derivacie aproximované kone¢nymi diferenciami.
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Metéda konecnych diferencii je najcastejSie pouzivand metéda na vypocet hodnoty
derivatu, ktory je zadany diferencidlnymi rovnicami.

Schému konec¢nych diferencii na oceriovanie opcii aplikovali vo svojich pracach Brennan
a Schwartz uz v roku 1978, neskdér Courtadon (1982), Geske a Shastri (1985).

Pouzijeme tzv. implicitni metodu na vypocet hodnoty derivatu P.

Najskor priestorovy interval (0, R,,,.) rozdelime na n delacich intervalov s krokom

Rmax_o
h= Zmer 2

n

pricom deliace body oznac¢ime ako r;, i =0,1,..nar;, = i% .
Vo vseobecnosti pre r — 0o sa uz hodnota derivatu vlastne nemeni, a preto pre nase
ucely zvolime R,,., ~ 12. V naSich podmienkach sa tato hranica nemoze zvysit a na

modelovanie situacie v tejto praci nam postaci.
V parcialnej diferencidlnej rovnici (2.28) urobime transforméciu
T=T-—-t, (4.2)

kde T je expira¢na doba hodnoty derivatu a t je ¢as. Teda (2.28) sa zmeni na

- il Ty QRYC) P el B8
k(O —r) " + 2(07“ ) 2 rP 4+ \or _ (4.3)

Casovy interval (0, T') rozdelime na m deliacich intervalov s krokom

k=—,
m

s oznacenim deliacich bodov 7;, j = 0,1, ..., m, ¢im ziskame sief s uzlami
v bodoch (r;, 7;), i=0,1,...,n—1, j=0,1,...,m.

Rozvinme funkciu P(r, 7) do Taylorovho polynému prvého radu v okoli bodu 7;,
Jj=1,2,...,m a vypocitame hodnotu P(r, 7;_1).

Teda
OP(r,T;)

P(r,7;) =~ P(r,7;) + 57

(7j = 7j-1) + O(7),
kde 7 = tj — tj_l.
Po tprave dostaneme aproximéaciu ¢asovej derivacie pomocou spétnej diferencie

OP(r, ;) N P(r,m;) — P(r, 1)

or K

(4.6)
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T ' PiJ_1 Pij F:'-J

i+1

Obr. 1: Ekvidistantna siet deliacich bodov

Pre aproximaciu derivacie podla troku rozvinieme funkciu P(r, 7;) do Taylorovho poly-

nému druhého radu v bode 7;, t.j.

OP(r;, 7) 10?P(r, 7)

P(Ti_l,T) = P(’f’i,T) — T(TZ — 7”2‘_1) -+ §T(’f’l — ’f’i_l)z + O(’f’) y (47)
oP x) 1 aZP I3

PO ) = Plri7) = 200D gy 4 P o),

kde r = |rip 1 — 74l
Po od¢itani rovnic (4.7), (4.8) dostaneme aproximéciu prvej derivacie podla hodnoty troku
v tvare centralnej diferencie

OP(ri,7) _ P(rig1,7) — P(riey, 7)
or 2h '

(4.9)

Ak rovnice (4.7), (4.8) s¢itame, tak dostaneme aproximéciu druhej derivicie podla hod-

noty uroku
PP(ri,7) _ P(ri1,7) = 2P(r;,7) + P(rig1,7)
or? - h? '

Pozndmka: Pre jednoduchost zapisu budeme oznacovat hodnotu derivatu P(r;, ;)

(4.10)

ako Pij , kde 7 je priestorovy index a j je Casovy index.

V rovnici (4.3) nahradime derivacie aproximaciami (4.6), (4.9), (4.10)

pl —pi~t - o

S
+ %Uzr?ﬁpij-i-l - 2}?'] + Pij—l - TiPZ‘j .
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Po tprave dostaneme systém diferenénych rovnic:

P/™ = ;P +biP] + CZPZ]-i-l ; (4.11)
kde
K Lk , r20
CLZ — %k(e TZ) 5 ﬁa _'_ ﬂAUT
bi = 1+];ZO'2 2'B+HT27
B Lk o 728 _ B g
G = zhk(e ri) = 3 h20 ~op

ai=1,2,...,n—1, j=1,2,....m, kde P! st zndme hodnoty a P’/ st nezndme pre dani
casovu vrstvu j =1,2,....m.

Hodnotu P° pozndme z pociatoénej podmienky a takto dostaneme pre jednu ¢asovii
vrstvu j, n — 1 rovnic o n — 1 neznamych. Potrebujeme vsak eSte okrajové podmienky,
na najdenie zvysnych dvoch rovnic. Prvii dostaneme z okrajovej podmienky P(0,7) = 1,

¢ize pre @ = 0 je hodnota F, rovna 1, teda
P/t —ay = by P!+ ¢, P (4.12)

Dalej vieme, Ze P(co,7) = 0 pre dostatoéne velké R,,... Pouzitim (4.11) a (4.12) dosta-
neme n — 1 rovnic o n — 1 neznamych, pre jednu casovi vrstvu j. Tento systém mozeme

napisat do maticového tvaru

API = Pi~tp, (4.13)
j=1,2,....m, kde
e b=(1—ay,1,...,1) je pofiatoény vektor
e PI= (P .. P’ ) je vektor neznamych hodndt na casovej vrstve j

o Pil = (P ..., P)7}) je vektor zndmych hodnét derivatu na asovej vrstve j — 1

by ¢ 0 - 0

as by :

e A=10 a3 b3 - 0
: IR Cn—2
0 -+ 0 ap_1 bp_1

je trojdiagonalna matica rozmeru (n — 1) x (n —1).
Riesenim tohoto systému ziskame aproximéacie hodnot P na jednotlivych vstvach j a

pre jednotlivé hodnoty troku r.
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4.3 Numerické riesenie ocenovania derivatov urokovej miery

Podobne ako pri numerickom rieseni ocenovania finan¢énych derivatov aj v tomto pripade
upravime ¢asovy vyvoj derivatu substittciou (4.2) a aproximujeme parcidlne derivacie
kone¢nymi diferenciami.

Ak by sme spravili ekvidistantné delenie priestorového intervalu, tak pre r blizke R, ..
by to bol prudky pokles smerom dole.

Preto musime zvolit vhodnt funkciu, ktora by nam priestorovy interval (0, R,,q.) roz-
ekvidistantné delenie, ale potom by vypocet hodnoty derivatu bol velmi ndro¢ny na cas.
V rovnomernom deleni sme zvolili r; = Rmaxé. Nerovnomerné delenie postac¢i aproximo-
vat zloZenou linearnou funkciou. Na vhodny vypocet budeme potrebovat dva dodatocné
parametre ¢ a J, pricom ¢ urcuje okolie 6 so zvySenym vyskytom deliacich bodov a ¢
urcuje percentualny podiel mnozstva priestorovych rezov v okoli €, ktoré je vymedzené

parametrom e.

A
RITH{ I |
|
|
|
i
f3 |
|
|
|
|
|
i
s | |
i | |
= L | i
I : I
T | |
s I : :
e | |
| | I
| | |
| ] | | ] | | ] | | ] | | ] | | ] | | | | | -
0 NG N{1-5) N

Obr. 2: Nerovnomerné delenie priestorového intervalu

Vhodnt funkciu sme zlozili z troch linearnych funkciif;, fa, f3, ktoré st definované

nasledovne:

o fi=i"C i=1,...,n—1prerc (0, §—¢)
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o fo=Es Lt —b+0—¢ i=1..n—1prere(@—e 0+

° fgzwsi_e_g)(%—l+5)+9+e, i=1,...,n—1,

pre r € (0 + €, Ryaz)

Priklad:

Pre n =50; 6 =0.05; ¢ =0.01; R, = 12; 6 = 0.06; to znamena, ze v okoli # bude v
intervale (6 — €, 6 4 ¢) 90% vsetkych deliacich krokov, ¢ize v rozmedzi (0.05,0.07) bude
45 deliacich bodov.

Aproximovanim parcialnych derivacii koneénymi diferenciami pouzitim Taylorovho

rozvoja dostavame:

OP(ri,7) _ P(riy1,7) — P(rio1,7)

~ 4.14
or Tig1 — Ti-1 ’ ( )
PP(ry, T 2
—( 2 ) ~ P(’f’i_l)
or (rip1 —ric)(ri — 1i1)
2
_ P(r; 415
(i1 — 1) (ri = riz1) (r2) ( )
2
+ P T .
(ris1 = ri1)(rig1 — 74) (risa)
Aproximacia ¢asovej derivacie sa rovna:
OP(r, ;) - P(r,7;) — P(r,7j_1) . (4.16)
or K
Ked rovnice (4.14), (4.15), (4.16) dosadime do rovnice (2.28) dostaneme:
pl_ pi—t Pl _pl
Ll = KO =) 4 Ao L (4.17)
R Tig1 — Ti—1
+ 0'27’2-26 Pi]—l - PZJ + Pi]—l
(riv1 —rim)(ri —=ric1) (P — ) (ri —rica)  (rign — i) (T — 13)
Po tprave

Pl =aq,Pl, +b,P +¢P (4.18)

3 K3
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kde

K K

a; = —k@—ri+)\arf — 0—2ri25,
Tiv1 — 7’1'—1( ( ) ) (T’i+1 - 7’1'—1)(7’1' - 7’1'—1)
K

by = 1+ o*r?? 4 kry

(rigr — 1) (ri —ric1)

K K
¢ = —— (k(@—r;) + Xor?) — o2r??
Tiv1 — 7“z'—1( ( ) ) (Ti+1 - Ti—1)(7“i+1 - Ti)

ai=1,2,..,n—1, j=1,2,...,m, kde P/~! st zname hodnoty a P’/ sti nezndme pre dant
casovu vrstvu j = 1,2, ....m.

Hodnotu PP, podobne ako v predchadzajicej kapitole, dostaneme z pociato¢nej pod-
mienky a tym dostaneme pre jednu ¢asovu vrstvu j, n — 1 rovnic o n — 1 neznamych. Na
najdenie zvysnych dvoch rovnic potrebujeme aj dve okrajové podmienky. Prvi rovnicu
dostaneme z okrajovej podmienky P(0,7) = 1, pre ¢ = 0 je hodnota Py rovna 1, teda
vyhovuje rovnici (4.12). Druht rovnicu dostaneme z okrajovej podmienky P (oo, 7) = 0.

Pouzitim (4.11) a (4.12) dostaneme n — 1 rovnic o n — 1 nezndmych, pre jednu ¢asovii

vrstvu j. Tento systém zapiSeme do maticového tvaru
API = pi~1p, (4.19)
7 =12 ..,m,kde
e b=(1—ay,1,...,1) je pofiatoény vektor
e PI= (P ..., P’_))je vektor neznamych hodnot na casovej vrstve j

o Pi~l = (P/7' ... P"}) je vektor zndmych hodnoét derivatu na asovej vrstve j — 1

by ¢ 0 .- 0

as by :

e A=[0 a3 by - 0
: Cn—o
0 -+ 0 an1 by

je trojdiagonélna matica rozmeru (n — 1) x (n —1).
Riesenim tohoto systému ziskame aproximéacie hodnét P na jednotlivych vstvach j a

pre jednotlivé hodnoty troku 7.
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4.4 Testovaci program

V predchadzajucich castiach sme si zadefinovali vSetky pojmy potrebné v numerike. V
tejto Casti popiseme zakladné ¢rty nami vyhotoveného programu, jeho funkénost a postup
pri jeho vytvarani. Program je vyhotoveny v programovacom jazyku C, ktory sme zvolili
najméi vdaka jeho rychlosti, pretoze ti potrebujeme kvoli ndroénym vypoctom pouzitym
v nasej numerickej schéme.

Matematické objekty (vektor, matica), s ktorymi narabame v numerickej schéme s
reprezentované dynamicky alokovanymi poliami. Na zaciatku programu si definujeme nie-
kolko konstant, ktoré parametrizuju rieSeny problém. Postupne budeme popisovat ich
vyznam. Prvou z nich je n, ktord urcuje, ze pocitame so systémom linedrnych rovnic
rozmerun — 1 xn — 1.

Postup programu je nasledovny. Vytvorime vektor r o rozmere n, ktory predstavuje
urok. Jednotlivym zlozkdm vektora r pridelime hodnoty podla delenia priestorového in-
tervalu. Na tento ucel slizi funkcia computeR(i), ktord pre zadant zlozku i vypocita
prislusni hodnotu, v nasom pripade nerovnhomerného delenia, ktoré je kombinéciou troch
linedrnych funkcii. Takéto delenie sme zvolili za Gc¢elom hustejsieho delenia v okoli 6 (za-
dana konstanta).

Nésledne vytvorime tri vektory a, b, ¢ o rozmere n—1 a maticu A o rozmere n—1xn—1.
Matica A bude trojdiagonalna, pricom jej horni diagonalu predstavuje vektor ¢, dolnt
diagonalu vektor a a diagonalu vektor b. Uvedené tri vektory naplnime na zaklade nasej
numerickej schémy so znalostou konstant «,o,3,\,0, T,k a vektora troku r pomocou
prislusnych funkcii computeA(i), computeB(i) a computeC(3).

Vytvorime si pociato¢ny vektor vy, z ktorého bude Startovat vypocet. V nasom pripade
je tento vektor jednotkovy. Este si vytvorime vektor reprezentujici pravu stranu rovnice
Ax = b. Tento vektor v je jednotkovy az na svoju prvu zlozku, ktora podla okrajovej
podmienky je 1 — a;.

Hlavnou funkciou programu je funkcia solve, ktora pre zadani maticu A, vektor b a
pociatoény vektor = v cykle pre 7 = 1...m (m je zadana konsStanta udavajica pocet
¢asovych rezov) pocita stustavu linedrnych rovnic 4.18. Na vypocet takejto ststavy sme
implementovali Superrelaxa¢ni metédu (SOR) rieSenia ststavy linedrnych rovnic.

Postup pri vypocte SOR metddy je nasledovny:
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e rieSime ststavu linedrnych rovnic v tvare Ax = b, kde matica A sa da rozlozif na

dolnt maticu L, horni U a diagonalnu maticu D

e prislusni itera¢nt maticu 7, volime v tvare T,, = (D + wL) }—wU + (1 — w)D],

tak aby ||T,|[ <1 ()

. +1 s
e zlozky vektora 277" sa poéitaji zo vzorca

‘ i—1 . n , »
dt =2 i- Y el = Y anr}) + (1-w)a]
k=1 k=i+1

V nasom programe vyuzivame funkciu sor, ktora pre zadani maticu, pociatoény vek-
tor, vektor pravej strany a parameter w vypoéita riesenie (vektor), ktoré spliia rovnicu v
nami zadanej presnosti (zadand konstanta precision). Parameter w urcuje rychlost kon-
vergencie. Po skonceni vypoctu funkcie sor dostavame vektor P7, ktory je j-tym ¢asovym
rezom. Na vypocet j + 1. ¢asového rezu opit spustime funckiu sor, tentoraz s vektorom
pravej strany P’/ v prvej zlozke zmensenom o a; a pociatoénym vektorom P/~1. Tymto
sposobom ziskame vsetkych m casovych rezov riesenia.

Na vypis vektora volame funkciu Vectorprint a na vypis matice funkciu Matrizprint.
Tieto funkcie davaja rieSenie na vystup vo forméate, ktory je vhodny ako vstup pre program
Mathematica, v ktorom sme dosiahnuté vysledky analyzovali a porovnavali s vysledkami

explicitnych modelov.

4.4.1 Volba parametra w

Pre kazdy z modelov uvedenych v tretej kapitole je parameter w iny. Tento parameter
urcuje rychlost konvergencie riesenia a voli sa z intervalu (0, 2).

V programovacom jazyku Mathematica sme naprogramovali vypocet a vykreslenie pa-
rametra w, ktory je optimalny pre rieSenie Vasickovho, CIR a Ho and Lee modela s roznymi
parametrami, ktoré vstupuju do vypoctu. Parameter w podstatne urychlil konvergenciu

rieSeni.
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Vhodné parametre w pre dané tri modely vidime na nasledujicom obrazku 3 ako

minimum danej krivky.

Obr. 3: Parameter omega pre Vasickov, CIR a Ho and Lee model pre nasledujtce para-
metre: 0 = 0.4, A=0.8, 3=0.5,0,1,0 = 0.06 .
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0.99
0.98
~ 0.97
© 0.96
0.95
0.94

0.998
0.996
E 0.994
o
— 0.992

0.99

1.75

1.8 1.82

1.84

1.86

1.88

0.82
0.8

~ 0.78
© 0.76
0.74

0.72

1.

5 1.55

1.65

1.7

Vasic¢ek | CIR | Ho and Lee | Vasicek | CIR | Ho and Lee
M | 3650 365 3650 365 3650 365
o 0.4 0.1 0.4 0.1 0.4 0.1
A 0.8 0.5 0.8 0.5 0.8 0.5
16} 0.5 0.5 0 0 1 1
w 1.84 1.74 1.87 1.895 1.6 1.36
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Obr. 4: Parameter omega pre Vasickov, CIR a Ho and Lee model pre nasledujtice para-
metre: 0 = 0.1, A=0.5, 6=0.5,0,1, ¢ = 0.06 .

Na predchadzajucich obrazkoch (obr. 3 a obr. 4) a v tab.4.1 je ukdzané ako sa meni
parameter w za zmeny ostatnych parametrov v danych troch modeloch. V podstate sa
prilis nelisia, napriek tomu je konvergencia rieseni v konkrétnych modeloch najrychlejsia
s danym parametrom w, ktory je vypocitany programom v Mathematice a priamo zavisi
na konkrétnej matici A a na volbe ostatnych konstant. Pre kazdy model je uréeny préave

jeden parameter w, ten vidno v tabulke a na obrazkoch.
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5 Testovanie vysledkov

V tejto kapitole sa budeme zaoberat najmi porovnavanim rieSeni, ktoré sme vypocitali
pomocou nasej numerickej schémy s rieSeniami pomocou explicitnych schém rovnovaznych
a bezarbitraznych modelov. Ukazeme si podstatné rozdiely a zistime, ktoré rieSenia sa viac

priblizuja k redlnym vysledkom.

5.1 Porovnavanie rieseni

Ako sme uz spomenuli budeme porovnavat rézne rieSenia. Na nasledujicich obrézkoch
uvidime porovnané riesenia pre Vasickov, CIR, Ho and Lee model. Porovnavané riesenia

st vypo¢itané pre hodnoty derivatu za uréitt ¢asovii jednotku® a pre rézne troky”.

Na tychto obrazkoch (obr. 5, obr. 6, obr. 7) vidime grafické rieSenia pre Vasic¢kov, CIR,
Ho and Lee model v trojdimenzidlnom priestore. Vidiet, Ze maji podobny priebeh, aj ked

dalej sa ukaze, Ze tieto tri modely maju rieSenia tplne rozne.

Obr. 5: Vasickov v trojdimenzidlnom priestore.

6V nagom pripade je to tzv. over night (jeden deti), dva tyzdne, mesiac, dva mesiace, tri mesiace, pol
roka a rok.
"N4s najviac zaujimal trok v okoli 6.
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Obr. 7: HO and Lee model v trojdimenzialnom priestore.

Najskor si rozoberieme Vasickov model. Na obrazku 8 Tahko vidiet, Ze rieSenia su s
narastajicim ¢asom coraz rozdielnejsie. Zatial ¢o na zacdiatku obchodovania je hodnota
derivatu skoro rovnaka pre numericki schému, aj pre explicitné rieSenie, na konci uz vidiet
podstatny rozdiel.

RieSenie Vasickovho modela poc¢itaného z explicitného vzorca prekro¢i hned po dvoch
tyzdnoch stanovend cenu dlhopisu a v realnom svete cena dlhopisu nikdy neprekroci svoje
maximum, ktoré sa stanovi hned na zaciatku obchodovania ( v nasom pripade je maxi-
mum rovné jednej). RieSenie, ktoré sme naprogramovali podla nasej numerickej schémy
sa viac priblizuje redlnym moznostiam, pretoze sme zvolili spravnu okrajovi podmienku a

stanovené maximum sa neprekro¢i a cena dlhopisu pozvolna klesa. Teda riesenie, pocitané
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Obr. 8: RieSenia pre Vasickov model( rieSenia hrubsSou ¢iarou st nase a tensou st podla
explicitného vzorca) pre parametre: ¢as = 1 den, 2 tyzdne, 1, 2, 3 a 6 mesiacov, 1 rok,
c=04,3=05,0=06, =038, w=1.841.

podla explicitného vzorca nam nedéava také presné vysledky, pretoze v tiom vychadzali
z umelo vytvorenych podmienok. Dévodom zlyhania explicitného vzorca je prave nedo-
drzanie spravnej okrajovej podmienky. Tym, Ze sme si urcili spravnu podmienku v nasej
numerickej schéme, mame aj spravnejsie vysledky, a zatial mozeme tvrdit, Ze je lepSia a

spolahlivejsia ako explicitné vzorce.

Teraz budeme porovnavat vysledky pre CIR model. Vidime (obr. 9), Ze na zaciatku je

28



situacia podobna ako v predchadzajicom pripade. S narastajicim ¢asom sa vSak riesenia
zmenia. Aj v tomto pripade je to v prospech nasej numerickej schémy. RieSenie pocitané
podla nasej numerickej schémy ma prudsi sklon ako rieSenie vypocitané podla explicitného
vzorca. Smer krivky rieSeni z explicitného vzorca je velmi nepravdepodobny. Najskor mé
sklon aj tvar podla naseho rieSenia a potom zrazu zacne klesat volnejsie ako na zaciatku
obchodovania. To by znamenalo, Ze s narastajicim trokom velmi volne klesa cena dlho-
pisu, takmer nebadane. Aj ked st vysledky rieSenia z explicitného vzorca menej presné
ako vysledky nasej numerickej schémy, st lepsie ako v pripade Vasicka, pretoze maximum
dlhopisu, ktoré je stanovené na zaciatku, prekrocia len o kusok.

Ako posledny si rozoberieme Ho and Lee model. Z obrazka (10)vidiet, Ze rieSenie
pocitané podla explicitnej schémy je dobré, pretoze Ho and Lee model zohladiuje to, ze
tieto rieSenia maji byt presne zhodné s dnesnou term structure. Okrem iného sa velmi
podoba na nase rieSenie, az na odchylky v ¢ase tri mesiace, pol roka a jeden rok. V nasej
numerickej schéme nastdva mierna numericka oscilacia ( aj to na intervale, ktory nas
velmi nezaujima ), dévodom je parameter (3, ktory ovplyviiuje najmi ¢leny riﬁ a rfﬁ 4
rovnici (4.17). Ak je hodnota parametra 3 blizka 1, alebo je § > 1, tak nastéva tento
jav. Takyto problém sa da odstranit roznymi spdsobmi. Napriklad v numerickej schéme
ocenovania derivatov urokovej miery rozdelif interval (0,0 — d) na dva dalsie intervaly,
alebo zmensit ¢asovy krok. Obrazok 10 popisuje rieSenia Ho and Lee modela po zmenseni
¢asového kroku.

Na nasledujicom obrazku 11 st vykreslené spojito trocené tirokové miery v case t s
maturitou 7" vypocitané podla rovnice (1.5).

Vo vSeobecnosti moze mat krivka, charakterizujica vztah medzi vyskou trokovej miery
a dobou splatnosti, rézne tvary.

Za normalny tvar sa povazuje rastica krivka, vtedy sa o¢akava narast irokovych mier,
¢ize v budicnosti budia troky vyssie a cena dlhopisov poklesne. Ak je krivka klesajica, v
budicnosti sa ocakava pokles irokov a s tym narast cien dlhopisov. Ak je krivka rastica
a potom mierne zahnuta doprava, tak v kratkom case sa ocakava narast tirokovych mier,
ale v budiicnosti zase ich pokles.

Nevyhoda Vasickovho modela pocitaného z explicitného vzorca sa prejavuje tak, ze do-
voluje aj zaporné troky a tie nemaju s realitou nic¢ spolo¢né. CIR model podla explicitnych

vzorcov sice nepovoluje zaporné troky, ale napriek tomu mé krivka klesajuci charakter.
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Obr. 9: Riesenia pre Cox - Ingersoll - Ross model( riesenia hrubSou ¢iarou s nase a tensou
st podla explicitného vzorca) pre parametre: ¢as = 1 den, 2 tyzdne, 1, 2, 3 a 6 mesiacov,
lrok,c=04,3=0,0=0.6, \=0.8, w=1.867.

Najvernejsie opisuje redlnu situdciu Ho and Lee model, ktory presne opisuje vyvoj vztahu
urokovej miery a doby splatnosti. Nase riesenia sa vo vsetkych troch modeloch spravaja
podla ocakavani, t.j. krivky maju rasttci priebeh, bez nejakych vykyvov.

Klesajici priebeh vynosovych kriviek Vasickovho a CIR modela zna¢i o tom, Ze tieto
modely nie st korektné. Kedze uz v okoli ¢asu ¢t = 0 vynosova krivka klesé a to je hned

na zaciatku obchodovania, v redlnom svete by sme asi nenasli investora, ktory by bol
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Obr. 10: Riesenia pre Ho and Lee model ( hrubsou ¢iarou st nase a tensSou st explicitné)
pre parametre: ¢as = 1 den, 2 tyzdne, 1, 2, 3 a 6 mesiacov, 1 rok, 0 = 0.4, =1, § = 0.6,
A=0.8,w=1.6.

ochotny vlastnit takyto druh derivatu.

Vo Vasickovom modeli (obr. 12) sa zdpornd Grokova miera da odstranif vhodnou vol-

bou parametrov o a A, klesajici charakter krivky sa vSak touto volbou neodstrani.

V nasich rieSeniach, ktoré zahtnaji nové okrajové podmienky nemusime ni¢ odstra-

novat, pretoze vysledky st korektné a vystihujtce situéciu na finanénom trhu. Tymto sa

overila spravnost volby novych, nami uréenych okrajovych podmienok.
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Obr. 11: Urokové miery pre Vasickov, Ho and Lee, CIR model( vlavo je podla nasej
numerickej schémy a vpravo je z explicitného vzorca).
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Obr. 12: Vynosova krivka Vasickovho modela pre parametre: ¢ = 0.1, A = 0.5
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Zaver

V predlozenej diplomovej praci sme sa zaoberali numerickymi metédami na ocefiovanie
derivatov tirokovej miery. Navrhli sme dve nové metddy na ocenovanie derivatov, v jednej
sme pouzili rovnomerné delenie pre priestorovy a aj ¢asovy interval a v druhej sme navrhli
nerovnomerné delenie pre priestorovy a rovnomerné delenie pre casovy krok. Si to nové
metody, ktoré vychadzaju z metdody sieti a aproximacie derivacii pomocou konecénych
diferencii.

V prvej casti prace sme popisali tradicné modely trokovej miery v spojitom case,
ktoré reprezentuju jednofaktorové modely Vasickov a Cox, Ingersoll a Ross (CIR) model.
St charakteristické jednoduchym pouzitim a ich rieSenia sa daji vyjadrif v analytickom
tvare. Pridanim casovo zavislych parametrov, ktoré presne modeluji sticasni vynosovia
krivku dostaneme model, ktory je reprezentovany bezarbitraznym Ho and Lee modelom.
Taktiez poskytuje riesenie v analytickej forme.

Jednofaktorové modely sa daju vyjadrit v jednoduchej forme a ich pouzitie je jedno-
duché, ale napriek tomu neopisuju realne ocakavania na finanénych trhoch. Preto sme
navrhli program, ktory by realnu situéciu lepsie charakterizoval. Tento program by mohol
mat uplatnenie aj v praxi, po pripadnej modifikicii, lebo nd$ program je navrhnuty pre
bezrizikové finan¢né derivaty. Aj napriek tomu nase rieSenia dévali velmi dobré vysledky,
presne podla ocakdvani. Bez vic¢sich nepresnosti opisovali redlnu situdciu. TaktieZ vyno-
sové krivky nasich numerickych rieseni boli v porovnani s explicitnymi rieSeniami realnej-
sie. Poukazali sme na to, ze explicitné rieSenia, vychadzajice z nespravnych okrajovych
podmienok, neddvaju presné vysledky. Riesenia, ktoré zahtniaji nové okrajové podmienky,

boli spravne a situdciu na trhu charakterizovali velmi vystizne.
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Priloha

Program na numericky vypocet hodnoty derivatu v programe C++ podla numericke;

schémy (4.17):

int N 500;
365;

double K = 1;

int M

double T = 1.;
double KAPPA

T/ (double) 2*M;

double SIGMA 0.4;

double LAMBDA = 0.8;

double BETA = 0.5;

double THETA = 0.06;

double PRECISION = 0.0000001;
double OMEGA = 1.35;

double R_MAX = 12;

double max (double x, double y)

{
if (%< y)
return y,
return X;
}
A

Vector: :Vector(int size)

{
members = new long doublex[1];
for (int j = 0; j < size; j++)

members[j] = new long double[size];
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this->size = size;

for (int i = 1; i <= size; i++ )

this->set(i,0);

void Vector::set(int index, double number)

{

this->members[0] [index-1] = number;

void Vector: :set(Vector *v)

{
for (int i = 1; i <= this->getSize(); i++)

this->set(i, v->get(i));

double Vector::get(int index)
{

if (index <= 0 || index > this->getSize())

return O;

return this->members[0] [index-1];

Vector* Vector::add(Vector *v)

{

Vector *result = new Vector(size);
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for(int i = 1; i <= size; i++)
{
double number = this->get(i) + v->get(i);

result->set (i, number);

return result;

int Vector::getSize()
{

return this->size;

void Vector: :print ()

{
printf("{ ");
for (int i = 1; i <= this->size; i++)
{
printf ("%f", this->get(i));
if (i < this->size )
printf(", ");
}
printf (" }\n");
}
[/ ==

Matrix::Matrix(int rows, int columns)

{
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Vo

{

if (rows != columns)

exit(-1);

members = new long doublex[3];
for (int j = 0; j < 3; j++)

members[j] = new long double[columns];

this->setRowsCount (rows) ;

this->setColumnsCount (columns) ;

for (int i = 0; i < 3 ; i++)
for (int j = 1; j <= columns; j++)

this->set(j-i+1,j,0);

id Matrix::print()

printf("{ ");
for(int i = 1; i <= rowsCount; i++)
{
printf("{ ");
for(int j = 1; j <= columnsCount; j++)
{
printf ("%f", this->get(i,j));
if (j < columnsCount) printf(", ");
}
printf (" },\n");
}
printf("}; \n");



int Matrix::getRowsCount ()
{

return this->rowsCount;

int Matrix::getColumnsCount()

{

return this->columnsCount;

void Matrix::setRowsCount(int rows)

{

this->rowsCount = rows;

void Matrix::setColumnsCount(int columns)

{

this->columnsCount = columns;

Vector* Matrix::getRow(int row)

{

Vector *v = new Vector(this->columnsCount) ;

for(int i = 1; i <= columnsCount; i++)
{

v->set (i, this->get(row, i));
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return v;

Vector* Matrix::getColumn(int column)

{

Vector *v = new Vector(this->rowsCount) ;
for(int i = 1; i <= rowsCount; i++)
{
v->set (i, this->get(i, column));
}
return v;

double Matrix::get(int row, int column)

{

if (row <= 0 || row > this->getRowsCount() ||
column <= 0 || column > this->getColumnsCount())
return O;
if (row == column - 1)
return this->members[0] [column - 1];
if (row == column)
return this->members[1] [column - 1];
if (row == column + 1)
return this->members[2] [column - 1];
return O;
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void Matrix::set(int row, int column, double number)

{

if (row <= 0 || row > this->getRowsCount() ||
column <= 0 || column > this->getColumnsCount())
return;
if (row == column - 1)
this->members[0] [column - 1] = number;
if (row == column)
this->members[1] [column - 1] = number;
if (row == column + 1)
this->members[2] [column - 1] = number;
}
e R S
bool Matrix::isSquare()
{
return (this->rowsCount == this->columnsCount);
}
Y

bool Matrix::nonameCriteria()
{
double sum;
double coef;
for (int i = 1; i <= this->columnsCount; i++)
{

sum = O;
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for (int j = 1; j <= this->rowsCount; j++)
{
coef = max(this->get(j,i)/this->get(j,]j),
-(this->get(j,i)/this—>get(j,j)));

if (1 !'= j)

sum = sum + coef;

if (sum >= 1 )
return false;

3

return true;

bool Matrix::columnCriteria()

{

double sum;
for (int i = 1; i <= this->columnsCount; i++)
{

sum = O;

for (int j = 1; j <= this->rowsCount; j++)
if (1 '= j)

sum = sum + max(this->get(j,i), -(this->get(j,i)));

if (sum >= max(this->get(i,i), -(this->get(i,i))))
return false;

3

return true;
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bool Matrix::rowCriteria()

{

double sum;

for (int i = 1; i <= this->rowsCount; i++)

{
sum = 0;
for (int j = 1; j <= this->columnsCount; j++)
if (1 !'= j)
sum = sum + max(this->get(i,j), -(this->get(i,j)));
if (sum >= max(this->get(i,i), -(this->get(i,i))))
return false;
}
return true;
}
e

int generalSor(Matrix *a, Vector *b, Vector *x_0,

double omega, double precision)

if (la->isSquare())

{

printf("Zadana matica nie je stvorcova!");

return O;

if (a->getRowsCount() != b->getSize() ||
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b->getSize() != x_0->getSize())

printf("Zadana matica a vektory nie su rovnakej velkosti!");

return O;

int maxindex;

int n = x_0->getSize();

Vector *x = new Vector(n);
Vector *x_old = x_0;

0;

double number
double suml = O;
double sum2 = O;
double currentPrecision = precision + 1;

int iterations = O;

while (currentPrecision > precision && iterations<500)
{
for (int j = 1; j <= n; j++)
{
suml = O;
for (int k = 1; k < j; k++)

suml = suml + a->get(j,k)*x->get (k) ;
sum2 = 0;
for (int k = j + 1; k <= n; k++)

sum2 = sum2 + a->get(j,k)*x_old->get(k);

number = (omega/(a->get(j,j)))*(b->get(j) - suml - sum2)
+ (1-omega)*x_old->get(j);
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x->set(j, number);

// vypocet max |Ax -b |

currentPrecision = 0.;

maxindex=0;

for(int j=1; j<=n; j++)

{

suml=0;
for(int k=1; k<=n; k++)

suml=suml+(a->get (j,k))*(x—>get(k));
double pomoc=b->get(j);
if (currentPrecision < fabs(suml- pomoc) )
{

maxindex=j;

currentPrecision = fabs(suml- pomoc) ;

*x_o0ld = *x;

iterations++;
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return iterations;

int sor(Matrix *a, Vector *b, Vector *x_O,

double omega, double precision)

if (la->isSquare())
{
printf("Zadana matica nie je stvorcova!");

return O;

if (a->getRowsCount() != b->getSize() ||

b->getSize() != x_0->getSize())

printf("Zadana matica a vektory nie su rovnakej velkosti!");

return O;

int maxindex;

int n = x_0->getSize();

Vector *x = new Vector(n);

Vector *x_old = x_0;

double number = O;

double suml = O;

double sum2 = 0;

double currentPrecision = precision + 1;

int iterations = 0;

while (currentPrecision > precision && iterations<500)
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for (int j = 1; j <= n; j++)

{
suml1=0.; sum2=0.;
if (5>1)
suml = a->get(j,j-1)*x->get(j-1);
if (j<n)
sum2 = a->get(j,j+1)*x_old->get(j+1);
number = (omega/(a->get(j,j)))*(b->get(j) - suml - sum2) +
(1-omega) *x_old->get (j);
x->set(j, number);
}

// vypocet max |Ax -b |
currentPrecision = 0.;

maxindex=0;

for(int j=1; j<=n; j++)
{
sum1=0;
for(int k=1; k<=n; k++)

sumi=suml+(a->get (j,k))*(x—>get (k));

double pomoc=b->get(j);

if (currentPrecision < fabs(suml- pomoc) )

{
maxindex=j;

currentPrecision = fabs(suml- pomoc);
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*x_o0ld = *x;

iterations++;

return iterations;

void solve(Matrix *A, Vector *b, Vector *x_initial, Vector *a)
{

Vector *x_rightside = new Vector(b->getSize());

Vector *x_init = new Vector(x_initial->getSize());

x_rightside->set(b);

x_init->set(x_initial);

for(int i=1; i <= M; i++)
{
sor(A, x_rightside, x_init, OMEGA, PRECISION);
printf ("P[%d] = ",i);
x_init->print();
x_rightside->set(x_init);

x_rightside->set(1l, x_rightside->get(1l) - a->get(1));

free(x_rightside);

free(x_init);



double computeA(Vector *r, int i)
{
double r_iml = r->get(i-1);
if (1 <= 1)
r_iml = 0.0000001;

return (KAPPA / ( (r->get(i+1) - r_iml) )) * (Kx(THETA - r->get(i)) +
LAMBDA*SIGMA*pow (r->get (i),BETA)) -
(KAPPA / ( (r->get(i+l) - r_im1)*( r->get(i) - r_iml ) )*
SIGMA*SIGMA*pow (r->get (i) ,2%BETA)) ;

double computeB(Vector *r, int i) {

double r_iml = r->get(i-1);
if (i <= 1)
r_iml = 0.0000001;

return 1 + KAPPA*r->get(i) + (KAPPA /
( (r->get(i+l) - r->get(i))*( r->get(i) - r_iml) )x
SIGMA*SIGMA*pow(r->get (i),2+BETA)) ;

double computeC(Vector *r, int i) {

double r_iml = r->get(i-1);
if (i <= 1)
r_iml = 0.0000001;
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return (-KAPPA / ( (r->get(i+l) - r_iml) )) *
( K * (THETA - r->get(i)) + LAMBDA*SIGMA*pow(r->get(i),BETA)) -
(KAPPA / ( (r->get(i+l) - r_iml)*( r->get(i+l) - r->get(i)) )=
SIGMA*SIGMA*pow (r->get (i), 2+BETA)) ;

double computeR(int i) {

//konstanty, ktore urcuju hustotu delenia okolo THETY

double d = 0.01;
double p = 0.2;
if (i < N*p)

return (double) i * (THETA - d)/(N*p);

if (i > Nx(1 - p))
return ((R_MAX - THETA - d)/p )*( (double) i/N - 1. + p) + THETA + d;

return ( ( 2.*%d /(1 - 2%p)))*(((double) i/N) - p) + THETA - d;

Matrix* generateMatrix(int rows, int columns, Vector *a,

Vector *b, Vector *c)

Matrix *result = new Matrix(rows, columns);
for(int i = 1; i <= rows; i++)
for(int j = 1; j <= columns; j++)
{
if (j == 1)
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result->set(i, j, b->get(i));

i+1)
->set(i, j, c—>get(i));
i-1)

result->set(i, j, a->get(i));

if (j ==
result
if (j ==
}
return result;

}
/[==mmmmmmm -
/[==mmmmmmm -
/[ ==mmmmm e
/[==mmmmm e

int main() {

Vector *r

for(int i

r—>set (i,

r->set (N+1,

printf("r =

r->print () ;

Vector *a

Vector *b

Vector *c

for(int i
{

a->set (i,

new Vector(N);
1; i <= N; i++)

computeR(i));

R_MAX*((double) (N+1) /N)*((double) (N+1) /N)) ;

")

new Vector(N-1);

new Vector(N-1);

new Vector(N-1);

1; 1 <= N-1; i++)

computeA(r, i));
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b->set (i, computeB(r, i));

c->set (i, computeC(r, i));

printf("a = ");

a->print();

printf("b = ");

b->print () ;

printf("c = ");

c—>print () ;

Matrix *mmm = generateMatrix(N-1,N-1,a,b,c);

Vector *v = new Vector(N-1);
for (int i=2; i <= N-1; i++)

v->set(i,1);

v->set(1l,1-a->get(1));
Vector *v_0 = new Vector(N-1);
for (int i = 1; i <= N-1; i++)

v_0->set(i,1);

printf("A =\n");
mmm->print () ;
printf ("b =\n");
v—>print () ;
printf("x[0] =\n");

v_0->print();

bool matrixIsOK = false;

if ((mmm->rowCriteria()) || (mmm->columnCriteria())
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| | (mmm->nonameCriteria()))

printf("Zadana matica splna aspon jedno kriterium konvergencie\n");

matrixIsOK = true;

if (matrixIsOK)
{

solve(mmm, v, v_0, a);

printf( "NN = %d; \n", N);

printf( "M = J%d; \n", M);

printf( "K = %f; \n", K);

printf( "KAPPA = %f; \n", KAPPA);

printf( "SIGMA = %f; \n", SIGMA);

printf( "LAMBDA = %f; \n", LAMBDA);
printf( "BETA = %f; \n", BETA);

printf( "THETA = %f; \n", THETA);

printf ( "PRECISION = %f; \n", PRECISION);
printf( "OMEGA = %f; \n", OMEGA);

Vypis programu v Mathematice pre vhodny vyber parametra w:

<< datal.txt;

n=Length[A[[1]]];

DD=Table[ Table[ If[ i == j, AC[i]]1[[il], O], {j,1,n}], {i,1,n}];
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L=Table[ Table[ If[ i > j, A[[il1[[j1], o], {j,1,n}], {i,1,n}];

U=Table[ Table[ If[ i < j, A[[il1[[j1], o], {j,1,n}], {i,1,n}];

T[lom_] :=Inverse[DD+om L].((1-om) DD - om U);

v1[om_] :=Max [Abs [Eigenvalues[T[om]]]];

graf=Plot [vl[om], {om,1.7,1.9%},
Frame->True,
FrameLabel->{"\ [CurlyPil", "|\[Sigmal(T)|"},
PlotStyle->{Thickness[.01], RGBColor[0.6,0,1]1}];
Display["omega.eps", graf, "EPS"];

Program v Mathematice na vypocet hodnoty derivatu a jeho vykreslenie podla expli-

citného vzorca pre Vasickov model:

sol=NDSolve [{-y’ [taul==K*y[taul-1,y[0]==0}, y[taul,{tau,0,T}];
VasB[tau_J]=y[tau]/.sol[[1]];

sol1=NDSolve[{-y’ [tau]l==
K*THETA*VasB [taul *y [tau] -
LAMBDA*SIGMA*VasB[tau] -SIGMA~2/2*VasB[tau] ,
y[0]==1},y[taul ,{tau,0,T}];

VasA[tau_J]=y[taul]/.sol1[[1]];

cas=14; t=Max[0., T - KAPPA*cas]; Print["Vasicek"];Print[VasA[T-t]
Exp[ - VasB[T-t] r 1]
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data=Table[ {r[[i]], Plcas][[i]11}, {i,1,NN(1-PP)}]; Print["data"];
Print[data]

grafl=
ListPlot[data,
PlotRange->All,

Frame->True,

PlotStyle->{Thickness[.01], RGBColor[0.6,0,1]},

PlotJoined->True] ;

graf2=Plot [VasA[T-t] Exp[ - VasB[T-t] r ],{r,0,0.07},
Frame->True,
PlotStyle->{Thickness[.01], RGBColor[0.1,0.7,0.1]},
PlotRange->Al1];

subor="porovnajl.eps";porovnaj=Show[grafl,graf2];

Display [subor,porovnaj,"EPS"];
Program v Mathematice na vypocet a zobrazenie vynosovej krivky pre Vasickov model:

Urok=0.06;
For[i=1, i<=NN-1, 1,
{
If [r[[i]1>= Urok, {index=i; i=NN-1; } , 1;
i++5}];

data=Table[

{ KAPPAxcas,

-Log[ P[cas] [[index]] 1/ (KAPPA*cas)}, {cas,1, 365}];

subor="urok2.eps" graf3=

ListPlot[data,
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PlotRange->All,

Frame->True,

PlotStyle->{Thickness[.01], RGBColor[0.6,0,1]},
PlotJoined->True] ;

Display [subor,graf3,"EPS"];

subor="urok2v.eps" graf4=
Plot[-Log[VasA[taul Exp[ - VasB[taul Urok] ]/tau ,{tau,0,T},
Frame->True,
PlotStyle->{Thickness[.01], RGBColor[0.1,0.7,0.1]},
PlotRange->Al1];

Display [subor,graf4,"EPS"];
Program v Mathematice na vypocet hodnoty derivatu pre CIR model:

sol=NDSolve [{-y’ [tau]==SIGMA~2/2x(y[tau] "2)+
(K+LAMBDA) *y [taul -1,y [0]==0},
y[taul ,{tau,0,T}];
CIRB[tau_]=y[taul/.sol[[1]];
sol1=NDSolve [{-y’ [tau] ==K*THETA*CIRB[taul *y [tau] ,y[0]==1},
y[taul ,{tau,0,T}];
CIRA[tau_]=y[taul/.sol1[[1]];

Program v Mathematice na vypocet hodnoty derivatu pre Ho and Lee model:

sol=NDSolve [{y’ [taul==1,y[0]==0},y[taul ,{tau,0,T}];
HolB[tau_]=y[taul]/.sol[[1]];
sol1=NDSolve [{-y’ [taul==y[tau] *THETA*HolB[taul -
1/2*SIGMA~2*HolB[tau] "2*y[taul,
y[0] == 1},y[taul,{tau,0,T}];
HolA[tau_J]=y[tau]/.sol1[[1]];
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