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xp SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX��[���

xq SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�QHGRåLMH�YHNX��[���

xn p SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX��[�Q�

xn q SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�QHGRåLMH�YHNX��[�Q�

xn q| SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX��[�Q���DOH�QHGRåLMH

sa veku (x+n+1)

xl SRþHW�RV{E�GRåtYDM~FLFK�VD�YHNX�[

ω limitný vek
i úroková miera
v diskontný faktor
d diskontná miera
δ intenzita úrokovania

xT SRþHW�URNRY��NWRUp�HãWH�SUHåLMH�[�URþQi�RVRED

( )tf x hustota pravdepodobnosti xT

( )tFx GLVWULEXþQi�IXQNFLD� xT

( )[ ]xgE stredná hodnota funkcie ( )xg

( )XD disperzia (rozptyl) náhodnej premennej X

xµ LQWHQ]LWD�~PUWQRVWL�[�URþQHM�RVRE\

U YêGDYN\�SRLV"RYQH�Y þDVH�X]DYUHWLD�SRLVWQHM�]POXY\

X vektor platieb (technické premenné)
ϕ VWRFKDVWLFNê�GLVNRQWQê�YHNWRU��ILQDQþQp�SUHPHQQp�

[ ]tFXVal | valuácia v SUtSDGH�NRQãWDQWQêFK�~URNRYêFK�PLHU��Y�þDVH�t)

[ ]tFXQ | valuácia v SUtSDGH�VWRFKDVWLFNêFK�~URNRYêFK�PLHU��Y�þDVH�t)

[ ]tFXA | DNXPXORYDQp�SODWE\�GR�D�YUiWDQH�þDVX�t

[ ]tFXR | SURVSHNWtYQD�UH]HUYD��Y�þDVH�t)

jY URþQp�SUHPHQQp

( )XLt URþQp�VWUDW\�SRLV"RYQH��Y�þDVH�t)

( )XM V~þHW�GLVNRQWRYDQêFK�URþQêFK�VWUiW

( )mLT WHFKQLFNp�VWUDW\�SRLV"RYQH�Y þDVH�m

( )mLF ILQDQþQp�VWUDW\�SRLV"RYQH�Y þDVH�m
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 ÚVOD

3RLVWHQLH� ]DEH]SHþXMH� REþDQRP� SUiYR� QD� YêSODWX� ]POXYQH� GRKRGQXWHM
ILQDQþQHM�þLDVWN\��W]Y��SRLVWQHM�VXP\��Y�SUtSDGH��åH�QDVWDQH�SRLVWQi�XGDORV"�Y�GREH
SODWQRVWL�SRLVWQHM�]POXY\��3RLVWQi�XGDORV"�Pi�FKDUDNWHU�QiKRGQHM�XGDORVWL�

V�V~þDVQRVWL� SRQ~NDM~� SRLV"RYQH� PQRåVWYR� SURGXNWRY�� -HGQêP� ] nich je
SRLVWHQLH� RV{E�� SUL� NWRURP� VD� SRLV"XM~� QiKRGQp� XGDORVWL� V~YLVLDFH� VR� åLYRWRP�
~PUWtP�D�]GUDYtP�þORYHND�

V našej práci sa zameriame na åLYRWQp� SRLVWHQLH�� NWRUp� MH� V~þDV"RX� SRLVWHQLD
osôb. Predstavuje spôsob sporenia, investovania a v prípade úmrtia poistenej osoby
i ochranu pozostalých.

0RGHO\�åLYRWQpKR�SRLVWHQLD�P{åHPH�YR�YãHREHFQRVWL�UR]GHOL"�QD
• diskrétne �� SUHPHQQi� Y\MDGUXM~FD� þDV� QDGRE~GD� GLVNUpWQH� KRGQRW\�� 7R

]QDPHQi��åH�XYDåXMHPH�R�þDVRYêFK�RNDPLKRFK�DNR�PHVLDF��URN�D��SRGREQH�
• VSRMLWp�������þDVRYi�SUHPHQQi�QDGRE~GD��XERYR�Qp�KRGQRW\�]�GDQpKR�þDVRYpKR

intervalu.

2ELGYD� � �PRGHO\� � �PRåQR� �PRGHORYD"� � GHWHUPLQLVWLFN\� � DOHER� � VWRFKDVWLFN\�
V GHWHUPLQLVWLFNRP�SUtVWXSH�V~�YãHWN\�SUHPHQQp�GDQp��SUtSDGQH�VD�GDM~�Y\SRþtWD"�
$YãDN�VWRFKDVWLVNê�SRK�DG�]QDPHQi��åH�DVSR��MHGQD�SUHPHQQi�QDGRE~GD�KRGQRW\�
ktoré dopredu nepoznáme, sú teda náhodné.

9� SUD[L� VD� QDMþDVWHMãLH� SRXåtYD� QDMMHGQRGXFKãt� GLVNUpWQ\� GHWHUPLQLVWLFNê
PRGHO�� 3RLV"RYQH� QHXVWiOH� Y\YtMDM~� QRYp� SRLVWQp� SURGXNW\� D� V tým nevyhnutne
V~YLVt�DM�K�DGDQLH�QRYêFK�NYDOLWQHMãtFK�PHWyG�QD�YêSRþHW�SRWUHEQêFK�~GDMRY��3UHWR
V�UR]YRMRP�SRLV"RYQtFWYD�QDFKiG]D�VYRMH�XSODWQHQLH�L�VWRFKDVWLFNê�PRGHO�

&LH�RP� GLSORPRYHM� SUiFH� MH� Y\SUDFRYD"� PHWyG\� QD� YêSRþHW� SRLVWQpKR� D
poistných rezerv v prípade náhodne sa meniacej úrokovej miery. Príslušné metódy
VD�SRN~VLPH�DSOLNRYD"�QD�NRQNUpWQH�GiWD�

ÒYRGRP�GR�SUREOHPDWLN\�EXGH�SUH�QiV�VWRFKDVWLFNê�PRGHO�åLYRWQpKR�SRLVWHQLD
jednej osoby - diskrétny i spojitý, ktorý je opísaný v prvej kapitole. Uvedieme
predpoklady modelov a vysvetlíme základné pojmy, ktoré sa k�QLP� Y]"DKXM~� Za
SUHGSRNODGX� NRQãWDQWQêFK� ~URNRYêFK� PLHU� RGYRGtPH� Y]"DK\� SUH� YêSRþHW
SRLVWQpKR�DNR�DM��DOãLH�FKDUDNWHULVWLN\�QLHNWRUêFK�W\SRY�SRLVWHQLD�
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9� GUXKHM� NDSLWROH� VD� ]DPHULDPH� QD� SRLVWQp� UH]HUY\� D� PHWyG\� LFK� YêSRþWX
v prípade stochastických úrokových mier. Záver kapitoly obsahuje príklad modelu
LOXVWUXM~FL�PHWyGX�YêSRþWX�SRLVWQêFK�UH]HUY�QD�NRQNUpWQ\FK�GiWDFK�

7UHWLD� NDSLWROD�SRSLVXMH� LQê� SUtVWXS� N� YêSRþWX� KRGQRW\� SRLVWQpKR� ±� SRPRFRX
SUHGSRNODGX��åH�~URNRYi�PLHUD�VD�ULDGL�SRG�D�VWRFKDVWLFNHM�GLIHUHQFLiOQHM�URYQLFH�
0HWyGX�]DORåHQ~�QD�DSOLNiFLL�DSUR[LPiFLH�FLHQ�GOKRSLVRY�QD�&R[�,QJHUVROO�5RVVRY
PRGHO�Y\XåLMHPH�QD�YêSRþHW�YêãN\�MHGQRUi]RYpKR�QHWWRSRLVWQpKR�SUH�QLHNWRUp�W\S\
åLYRWQpKR�SRLVWHQLD�

�DNXMHP�YHG~FHPX�GLSORPRYHM� SUiFH� GRF��51'U�� 5DVWLVODYRYL� 3RWRFNpPX��&6F�
za odborné vedenie a cenné pripomienky pri písaní tejto práce.
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V prvej kapitole uvedieme diskrétny a spojitý stochastický model�åLYRWQpKR
poistenia za predpokladu konštantných úrokových mier. Pri niektorých typoch
SRLVWHQLD� RGYRGtPH� Y]"DK\� XPRå�XM~FH� Y\SRþtWD"� YêãNX� MHGQRUi]RYpKR

nettopoistného ako aj tzv. stredné riziko poistenia. Pre ostatné typy uvedieme
v�WDEX�NH�OHQ�YêVOHGQp�Y]"DK\��NH�åH�VS{VRE�RGYRGHQLD�MH�DQDORJLFNê��9\VYHWOtPH

SRMHP�MHGQRUi]RYp�D�EHåQp�QHWWRSRLVWQp�D�Y]"DK�PHG]L�QLPL��3RGUREQHMãLH�VD�WRXWR

problematikou zaoberajú napr. práce [4] a [3].

1.1  DISKRÉTNY  MODEL

V�WHMWR� þDVWL� VD� ]DPHULDPH� QD� diskrétny stochastický model, ktorého
SUHGSRNODG\�]QDþQH�]MHGQRGXãXM~�VNXWRþQRV"�

1.1.1  Predpoklady  a  základné pojmy

Pri formulácii modelu vychádzame z nasledujúcich predpokladov:

1. '�åND�WUYDQLD�SRLVWQHM�]POXY\�MH�NRQHþQi.
$M� SUL� X]DYUHWt� GRåLYRWQpKR� SRLVWHQLD� SUHGSRNODGiPH�� åH� SRLVWQi� XGDORV"

nastane do nejakého veku ω ��W]Y��OLPLWQê�YHN���8�QiV�]Y\þDMQH� =ω 103 rokov.

2. 3UH�LQWHUYDO�G�åN\�SRLVWHQLD�[�URþQHM�RVRE\� ( )x−ω,0  je definovaný UR]NODG�þDVX
{ }ntttZ ,.....,, 10=  ,  xttt n −=<<<= ω.....0 10 �WDN��åH�SUH�NDåGp� nj ≤<0  platí

011 tttt jj −=− −

������3UHGSRNODGDMPH��åH� 101 =− tt �URN��WDNåH� { },.....2,1,0=Z .

3. 3RLVWQp�XGDORVWL�V~�VSODWQp�OHQ�Y�þDVRFK� nttt ,.....,, 21 .

$N� SRLVWHQi� RVRED� ]RPULH� Y� þDVH� ( )jj ttt ,1−∈ , poistná suma bude vyplatená

SR]RVWDOêP�Y�þDVH� jt .

4. 3UDYGHSRGREQRV"�~PUWLD�MH�Y�SULHEHKX�LQWHUYDOX� ( )jj tt ,1−  konštantná.

5. 3UDYGHSRGREQRVWL�~PUWLD�D�~URþHQLH�V~�QH]iYLVOp�RG�YêãN\�SRLVWQêFK�SOQHQt.



8

2]QDþPH

 xt p ��SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX��[�W��

 xt q ���SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�QHGRåLMH�YHNX��[�W��

xt q| ��SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX��[�W���DOH�QHGRåLMH�VD

         veku (x+t+1),
  xl ����SRþHW�RV{E�GRåtYDM~FLFK�VD�YHNX�[�

3UH�SUDYGHSRGREQRV"� xt p  platí

x

tx
xt l

l
p += (1.1)

Z�XYHGHQêFK�GHILQtFLt�MH�]UHMPp��åH�� 1=+ xtxt qp .

�DOHM�GHILQXMPH

xT  - tzv. EXG~FD�G�åND�åLYRWD�[�URþQHM�RVRE\��9\MDGUXMH�]RVWiYDM~FX�G�åNX
�������åLYRWD�RVRE\�YR�YHNX�[��-H�WR�VSRMLWi�QiKRGQi�SUHPHQQi�QDGRE~GDM~FD

       hodnoty ( )xt −∈ ω,0 .
�������-HM�GLVWULEXþQ~�IXQNFLX�R]QDþtPH� ( )tFx . Nazýva sa IXQNFLD�GRE\�åLYRWD.

( ) ( ) xtxx qtTPtF =≤=  (1.2)

xK - tzv. VNUiWHQi�EXG~FD�G�åND�åLYRWD�[�URþQHM�RVRE\��-H�WR�GLVNUpWQD�QiKRGQi
        premenná, ktorá nadobúda hodnoty { }xt −∈ ω,.....,1,0 .

[ ]xx TK = , t.j. 1+<≤ xxx KTK .

��������-HM�GLVWULEXþQ~�IXQNFLX�QD]êYDPH�IXQNFLD�SUHåLWLD, ozn. ( )tSx .

( ) ( ) ( ) xtxxx ptTPtFtS =>=−= 1  (1.3)

Na základe definície xK � D� Y]"DKX� ������ P{åHPH� RGYRGL"� rozdelenie
pravdepodobnosti VNUiWHQHM�EXG~FHM�G�åN\�åLYRWD�

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )txxttxxtxtxtxt

xtxtxtxtxxxx

ppppppp

ppqqtFtFtTtPtKP

+++

++

−=−=−=
=−−−=−=−+=+<≤==

1.

1111

1

11

Potom                             
( ) xttxxtx qqptKP |. === +  (1.4)
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Teda diskrétna náhodná premenná xK  nadobúda hodnoty { },.....2,1,0∈t

s SUDYGHSRGREQRV"RX� xt q| .

3RXåLWp�Y]"DK\�P{åHPH�VORYQH�Y\MDGUL"�QDVOHGXM~FLP�VS{VRERP�

txxtxt ppp ++ = .1 ��SUDYGHSRGREQRV"��åH�RVRED�YR�YHNX�[�VD�GRåLMH�QDVOHGXM~FLFK

�������������������������W�����URNRY�VD�URYQi�V~þLQX�SUDYGHSRGREQRVWt��åH�[�URþQi�RVRED

������������������������VD�GRåLMH�YHNX��[�W��D�V~þDVQH��[�W��URþQi�RVRED�VD�GRåLMH�YHNX

                        (x+t+1).

txxtxt qpq += .| ����SUDYGHSRGREQRV"��åH�[�URþQi�RVRED�]RPULH�Y roku (t+1) sa rovná
�������������������������V~þLQX�SUDYGHSRGREQRVWt��åH�VD�GRåLMH�YHNX��[�W��D�V~þDVQH

�������������������������QHGRåLMH�YHNX��[�W����

'LVWULEXþQi�IXQNFLD VNUiWHQHM�EXG~FHM�G�åN\�åLYRWD xK , ozn. ( )tGx , má potom tvar:

( ) ( ) xt

t

j
xj

t

j
xx qqjKPtG 1

00

| +
==

==== ∑∑ (1.5)

6NUiWHQ~� VWUHGQ~� G�åNX� åLYRWD� [�URþQHM� RVRE\� R]QDþtPH� V\PERORP� xe  a

Y\SRþtWDPH�MX�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM� xK :

( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

=≥======
1111

.
t

xt
t

x
t tj

x
t

xxx ptTPjKPtKPtKEe

Teda

∑
∞

=

=
1t

xtx pe  (1.6)

Disperzia náhodnej premennej xK  má tvar (pozri [3]):

( ) ( )∑
∞

=

+ −−=
1

2.2
t

xx
x

tx
x ee

l

l
tKD  (1.7)
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1.1.2  ZiNODGQp�W\S\�åLYRWQpKR�SRLVWHQLD

Pod pojmom jednorázové nettopoistné rozumieme poistné bez nákladov
SRLV"RYQH�]DSODWHQp�SRLVWHQRX�RVRERX�SUL�X]DYUHWt�SRLVWQHM�]POXY\�

V WHMWR� þDVWL� RGYRGtPH� Y]"DK\� SUH� YêSRþHW� jednorázového nettopoistného
QLHNWRUêFK� SRLVWQêFK� GUXKRY�� 3UHGSRNODGiPH�� åH� poistná suma sa rovná jednej
SH�DåQHM�MHGQRWNH����S�M���

=LVN�SRLV"RYQH  v�þDVH� t = 0 (v�þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHj zmluvy) ,ozn. Z,  sa
rovná rozdielu V~þDVQHM� KRGQRW\� SRLVWHQLD (jednorázového nettopoistného), ozn.
JP, a  hodnoty YêGDYNRY�SRLV"RYQH��Y�þDVH�W� �� (ozn. U).
Teda

UJPZ −=

/RJLFNRX�SRåLDGDYNRX� MH��DE\�VWUHGQi�KRGQRWD� ]LVNX�SRLV"RYQH�Y�þDVH� W = 0 bola
nulová, t.j. ( ) 0=ZE .
Potom

( ) ( )UEJPZE −==0   ⇒  ( )UEJP =

Teda V~þDVQ~� KRGQRWX� SRLVWHQLD� Y\SRþtWDPH� DNR� VWUHGQ~� KRGQRWX� YêGDYNRY
SRLV"RYQH�Y�þDVH�X]DYUHWLD�SRLVWQHM�]POXY\�

Okrem strednej hodnoty premennej U  odvodíme aj jej disperziu ( )UD .

3RPRFRX� QHM� P{åHPH� Y\SRþtWD"� VPHURGDMQ~� RGFKêONX� ( )UD �� NWRUi� XUþXMH

tzv. stredné riziko poistenia [4]. 3RLVWHQLH� � MH� WêP� ULVNDQWQHMãLH�� þtP� MH� VWUHGQp
riziko vyššie.

���������3RLVWHQLH�QD�GRåLWLH

3UL�WRPWR�W\SH�SRLVWHQLD�MH�SRLVWQRX�XGDORV"RX�GRåLWLH�VD�]POXYQH�GRKRGQXWpKR

veku poistenou osobou. T.j.

3RLV"RY�D�Y\SODWt���S�M���DN�VD�GQHV�[�URþQi�SRLVWHQi�RVRED�GRåLMH�YHNX��[�Q��

6~þDVQ~�KRGQRWX�WRKWR�SRLVWHQLD�R]QDþXMHPH

                                                                1
|xn

A
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+RGQRWD� YêGDYNRY� SRLV"RYQH� Y� þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHM� ]POXY\� 8� MH� QiKRGQi

SUHPHQQi��NWRUi�MH�IXQNFLRX�þDVX� xK :

( ) 0== xKgU       pre  nK x <
nv=      pre  nK x ≥

kde v – diskontný faktor.

T.j. ak sa poistenec
� GRåLMH� YHNX� �[�Q�� �V� SUDYGHSRGREQRV"RX� xn p ��� SRLV"RY�D�PX� Y\SODWt� V~þDVQ~

hodnotu poistnej sumy nv.1
� QHGRåLMH�YHNX��[�Q���V�SUDYGHSRGREQRV"RX� xn q ���V~þDVQi�KRGQRWD�YêSODW\�EXGH

nulová.

6~þDVQi�KRGQRWD�SRLVWHQLD sa rovná strednej hodnote náhodnej premennej U:

( ) xn
n

xn
n

xnxn
pvpvqUEA ...01

|
=+==

Teda

xn
n

xn
pvA .1

|
=  (1.8)

3RPRFRX�������RGYRGtPH�Y]"DK�SUH�disperziu:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) xnxn

n
xnxn

n

xn
n

xn
n

xn
n

xn
n

xn

qpvppv

pvpvpvpvqUEUEUD

..1.

.....0
22

22222222

=−=
=−=−+=−=

$N�R]QDþtPH�V\PERORP�
1

|

2

xn
A �V~þDVQ~�KRGQRWX�SRLVWHQLD�QD�GRåLWLH�V�GLVNRQWQêP

faktorom 2v ��P{åHPH�GLVSHU]LX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�8�Y\MDGUL"�DNR

( ) ( ) ( ) ( )21

|

1

|
222 ..

xnxnxn
n

xn
n AApvpvUD −=−=    (1.9)

6PHURGDMQ~� RGFKêONX� �QiKRGQ~� RGFKêONX� RG� RþDNiYDQHM� KRGQRW\��� NWRUi� XUþXMH

stredné riziko poistenia��Y\SRþtWDPH�]R�Y]"DKX

( ) xnxn
n qpvUD ..2==σ

alebo

( )21

|

1

|

2

xnxn
AA −=σ  (1.10)
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���������'RåLYRWQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH

3UL� WRPWR� W\SH� SRLVWHQLD� MH� SRLVWQRX� XGDORV"RX� VPU"� SRLVWHQpKR. 1iKRGQRV"
poistnej udalosti �QHVSRþtYD�Y�WRP��þL�VPU"�QDVWDQH��DOH�NHG\�QDVWDQH�

2VRED�YR�YHNX�[�VD�SRLVWt�WDN��åH�DN�]RPULH��SRLV"RY�D�]DSODWt�QD�NRQFL�URND���S�M�

MHM�GHGLþRP�

T.j. ak poistenec zomrie
• QD�]DþLDWNX�SRLVWHQLD��SRLV"RY�D�Y\SODWt�SR]RVWDOêP�QD�NRQFL�URND���S�M���NWRUHM

V~þDVQi�KRGQRWD�MH� v.1 ,
• v prvom roku poistenia�� SRLV"RY�D� Y\SODWt� QD� NRQFL� URND� �� S�M��� MHM� V~þDVQi

hodnota je 2.1 v ,
• v  n-tom roku poistenia��V~þDVQi�KRGQRWD�SODWE\�EXGH� 1.1 +nv .

6~þDVQ~�KRGQRWX�GRåLYRWQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�R]QDþXMHPH

xA

=� XYHGHQpKR� Y\SOêYD�� åH� QiKRGQi� SUHPHQQi� 8� EXGH� Y tomto prípade daná
Y]"DKRP

( ) 1+== xK
x vKgU

6~þDVQ~�KRGQRWX�SRLVWHQLD�Y\SRþtWDPH�RSl"�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�SUHPHQQHM�U :

( ) ( ) ∑∑
−

=
+

+
−

=

+ ====
x

t
txxt

t
x

t
x

t
x qpvtKPvUEA

ωω

0

1

0

1 ...  (1.11)

Pre disperziu náhodnej premennej U platí

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222

0

1222 . xx

x

t
x

t AAUEtKPvUEUEUD −=−==−= ∑
−

=

+
ω

 (1.12)

kde xA2 MH�V~þDVQi�KRGQRWD�GRåLYRWQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�V�GLVNRQWQêP�IDNWRURP
2v .

Stredné riziko poistenia

( ) ( )22
xx AAUD −==σ  (1.13)
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1.1.2.3  Zmiešané poistenie

Zmiešané poistenie�MH�QDMþDVWHMãRX�IRUPRX poistenia a predstavuje kombináciu
GRþDVQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�D�SRLVWHQLD�QD�GRåLWLH�

;�URþQi�RVRED�SRLVWt�WDN��åH�DN�]RPULH�GR�YHNX��[�Q���EXGH�MHM�GHGLþRP�Y\SODWHQi��

S�M��D�DN�VD�GRåLMH�YHNX��[�Q���EXGH���S�M��Y\SODWHQi�MHM�

6~þDVQ~�KRGQRWX�]PLHãDQpKR�SRLVWHQLD�R]QDþXMHPH

|xn
A

9\SRþtWDPH�MX�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM

( ) 1+== xK
x vKgU   pre nK x <

nv=      pre nK x ≥

-H�WHGD�]UHMPp��åH�V~þDVQi�KRGQRWD�]PLHãDQpKR�SRLVWHQLD�VD�URYQi�V~þWX�V~þDVQHM

hodnoty poistenia na úmrtie na n rokov (ozn. 1
|xn

A  ) a V~þDVQHM� KRGQRW\� SRLVWHQLD

na GRåLWLH (ozn. 1

|xn
A  ).

Teda
1

|
1

|| xnxnxn
AAA +=   (1.14)

Potom

( ) ( ) ( ) ( )

|

1

|
1

|
1

|

1
|

1

0

1

.

..

xnxnxnxn
n

xn

nt
x

n
xn

nt
x

n
n

t
x

t

AAApvA

tKPvAtKPvtKPvUE

=+=+=

==+==+== ∑∑∑
∞

=

∞

=

−

=

+

2]QDþPH

( )1
1

|
UEA

xn
=

( )2
1

|
UEA

xn
= ���SULþRP� 21 UUU +=    a   21,UU  sú závislé náhodné premenné.

Pre disperziu U platí
( ) ( ) ( ) ( )2121 ,cov.2 UUUDUDUD ++=    (1.15)

NGH�NRYDULDQFLD�MH�GHILQRYDQi�Y]"DKRP

( ) ( ) ( ) ( )212121 ..,cov UEUEUUEUU −= .

.H�åH

0. 21 =UU    ⇒   ( ) ( ) ( )2121 .,cov UEUEUU −=
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Potom
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
|

221
|

1
|

2

21212121

...2..

..2,cov.2

xnxn
n

xnxn
n

xnxn
ApvqpvAA

UEUEUDUDUUUDUDUD

−+−=

=−+=++=

 Po úprave dostaneme
( ) ( ) ( )1

|

21
|

1
|

2 2..
xnxn

n
xn

n
xnxn

AqvpvAAUD −+−=   (1.16)

Stredné riziko poistenia vyjadríme ako

( ) ( ) ( )1
|

21
|

1
|

2 2..
xnxn

n
xn

n
xnxn

AqvpvAAUD −+−==σ  (1.17)

1.1.2.4  Poistenie dôchodkov

V�QDVOHGXM~FHM� þDVWL� XYHGLHPH� RGYRGHQLH� MHGQRUi]RYpKR� nettopoistného pre
GRþDVQê�SUHGOHKRWQê�G{FKRGRN. Pri tomto type poistenia bude [�±� URþQi� RVRED
GRVWiYD"� NDåGRURþQH� QD� ]DþLDWNX� URND� �SUHGOHKRWQH�� �� S�M��� SRNLD�� EXGH� QDåLYH�

najviac však n rokov.

6~þDVQ~�KRGQRWX�R]QDþXMHPH

|xn
a		

5RYQDNR�DNR�Y�SUHGFKiG]DM~FLFK�W\SRFK�SRLVWHQLD�VD�EXGH�URYQD"�VWUHGQHM�KRGQRWH

náhodnej premennej U, ktorá je v tomto prípade definovaná ako

( ) ( )|,1min nKx
x

aKgU
+

== 		

Z�ILQDQþQHM�PDWHPDWLN\�YLHPH��åH�SODWt

d

v

v

v
vva

tt
tt

t

−=
−
−=+++= − 1

1

1
.....1 1

|
		   (1.18)

kde   vd −= 1    je diskontná miera.

3RXåLWtP�Y]"DKX��������GRVWDQHPH

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )



 =−=−=+==

==−+=−==+==

∑∑∑∑

∑∑∑∑
∞

=

−

=

+
∞

=

−

=

∞

=

−

=

+∞

=

−

=
+

nt
x

n
n

t
x

t

nt
x

n

t
x

nt
x

nn

t
x

t

nt
xn

n

t
xt

tKPvtKPvtKPtKP
d

tKP
d

v
tKP

d

v
tKPatKPaUE

..
1

.
1

.
1

..

1

0

1
1

0

1

0

1

|

1

0
|1
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Platí

( ) ( ) 1
1

0

==+= ∑∑
∞

=

−

= nt
x

n

t
x tKPtKP

( ) ( )
|

1

0

1 ..
xn

nt
x

n
n

t
x

t AtKPvtKPv ==+= ∑∑
∞

=

−

=

+

kde 
|xn

A MH�V~þDVQi�KRGQRWD�]PLHãDQpKR�SRLVWHQLD�

Potom

( ) [ ]
||

1
1

xnxn
aA

d
UE 		=−=

9� SRVOHGQRP� NURNX� VPH� SRXåLOL� ]QiP\� Y]RUHF� ]� SRLVWQHM� PDWHPDWLN\�� NWRUê

SODWt� DQDORJLFN\� DM� SUH� �DOãLH� W\S\� SRLVWHQLD�� -HKR� SODWQRV"� P{åHPH� RYHUL"

napríklad pre GRåLYRWQê� SUHGOHKRWQê� G{FKRGRN�� NWRUpKR� V~þDVQ~� KRGQRWX

R]QDþXMHPH� xa		 :

( ) ( )
d

A

d

vE

d

v
EaEa x

tt

Kx
x

−
=−=





 −==

++

+

111 11

|1
				

Teda

d

A
a x

x

−
=

1
		  (1.19)

Disperzia�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�8�EXGH�PD"�WYDU

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )UEtKPatKPaUEUEUD
nt

xn

n

t
xt

22

|

1

0

2

|1
22 .. −=+==−= ∑∑

∞

=

−

=
+

				

T.j.
( ) ( )2

||
2

xnxn
aaUD 				 −=  (1.20)

kde 
|

2
xn

a		 � MH� V~þDVQi� KRGQRWD� GRþDVQpKR� SUHGOHKRWQpKR� G{FKRGNX� V diskontným

faktorom 2v .

Poznámka:
Disperzia dôchodkov� VD� SUH� ]ORåLWRV"� ]Y\þDMQH� Y\MDGUXMH� SRPRFRX� SRLVWHQLD

na úmrtie.

Napr. pre GRåLYRWQê�G{FKRGRN platí

( ) ( ) ( ) ( )22
2

1
2

1

|1

111
xx

t
t

K
AA

d
vD

dd

v
DaDUD

x
−==





 −== +

+

+
		

Teda

( ) ( ) ( )22
2

22 1
xxxx AA

d
aaUD −=−= 				    (1.21)

$QDORJLFNê�Y]"DK�GRVWDQHPH�SUH��DOãLH�SRLVWQp�GUXK\�
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Záver:
2GYRGLOL� VPH� Y]"DK\� SUH� YêSRþHW� jednorázového poistného a stredného

rizika poistenia�QLHNWRUêFK�W\SRY�åLYRWQpKR�SRLVWHQLD�

V WDEX�NH�þ���V~�XYHGHQp�WYDU\�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�8��W�M��YêGDYN\�SRLV"RYQH

v�þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHM� ]POXY\��� LFK� VWUHGQp� KRGQRW\� D� GLVSHU]LH� DM� �DOãtFK

poistných druhov v prípade diskrétneho stochastického modelu��0RåQR�LFK�RGYRGL"

podobným postupom (pozri [4], [3]).
.

Poznámka:
$NR� VPH� Xå� XYLHGOL�� SRLVWQp� EH]� QiNODGRY� SRLV"RYQH� ]DSODWHQp� SUL� X]DYUHWt

poistnej zmluvy nazývame jednorázové nettopoistné alebo V~þDVQi� KRGQRWD
poistenia�� 2]QDþXMHPH� KR� V\PERORP� π , prípadne ( ).π , kde v zátvorke
ãSHFLILNXMHPH� GUXK� SRLVWHQLD�� $N� FKFHPH� ]G{UD]QL"�� åH� LGH� R� [�URþQ~� RVREX�

SRXåtYDPH�V\PERO� xπ .

9LHPH�� åH� SODWt� ( )UE=π , kde U je príslušná náhodná premenná vyjadrujúca
KRGQRWX�YêGDYNRY�SRLV"RYQH�Y�þDVH�X]Dvretia poistnej zmluvy.

%HåQp� QHWWRSRLVWQp� R]QDþXMHPH� P (resp. ().P  alebo xP ). Pod týmto pojmom
rozumieme SUDYLGHOQp� SUHGOHKRWQp� URþQp� VSOiWN\� SRLVWQpKR�� SULþRP� QHXYDåXMHPH
o QiNODGRFK�SRLV"RYQH�
%HåQp�QHWWRSRLVWQp�EXGH�SODWHQp�m rokov, nm ≤ ��NGH�Q�MH�G�åND�WUYDQLD�SRLVWHQLD�

9]"DK�PHG]L�MHGQRUi]RYêP�D�EHåQêP�QHWWRSRLVWQêP�P{åHPH�Y\MDGUL"�DNR

|xm
a

P
		

π=   (1.22)

2GYRGHQLH�WRKWR�Y]"DKX�MH�XYHGHQp�QDSUtNODG�Y práci [4].
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7DEX�ND� ���� ��Tvar náhodnej premennej U, jej stredná hodnota a disperzia pre
jednotlivé typy poistenia v prípade diskrétneho stochastického  modelu.

Typ poistenia U E(U) D(U)

1.
Poistenie na
GRåLWLH

0   ak nK x <
nv  ak nK x ≥

1

|xn
A ( )21

|

1

|
2

xnxn
AA −

2.
'RåLYRWQp

poistenie na
úmrtie

1+xKv xA ( )22
xx AA −

3.
'RþDVQp

poistenie na
úmrtie

1+xKv    ak nK x<
 0          ak nK x ≥

1
|xn

A ( )21
|

1
|

2
xnxn

AA −

4.

'RåLYRWQp

poistenie na
~PUWLH�RGORåHQp

o k rokov

  0          ak kK x <
1+xKv     ak kK x≥ xk A| ( )22 || xkxk AA −

5.

'RþDVQp

poistenie na
~PUWLH�RGORåHQp

o k rokov

1+xKv     ak { }1,.....,1, −++∈ nkkkK x

0          ak { }1,.....,1, −++∉ nkkkK x

1
|

|
xnk A ( )21

|
1

|
2 ||

xnkxnk AA −

6.
Zmiešané
poistenie

1+xKv    ak nK x <
nv       ak nK x ≥ |xn

A
( )

( 1

21
|

1
|

2

2..
xnxn

n
xn

n

xnxn

Aqvpv

AA

−+

+−

7.
'RåLYRWQê

predlehotný
dôchodok

|1+xK
a		

xa		 ( )[ ]22
2

1
xx AA

d
−

8.
'RåLYRWQê

polehotný
dôchodok

|xK
a

xa ( )[ ]22
2

1
xx AA

d
−

9.
'RþDVQê

predlehotný
dôchodok

{ }|,1min nKx
a

+
		

|xn
a		 ( )[ ]2

||
2

2

1
xnxn

AA
d

−

10.
'RþDVQê

polehotný
dôchodok

{ }|,min nKx
a

|xn
a ( )[ ]2

|1,|1,
2

2

1
++

−
nxnx

AA
d

11.

'RåLYRWQê

predlehotný
dôchodok
RGORåHQê�R�N

rokov

0         ak  kK x <

|1+xK
a		   ak  kK x ≥

xk a		| ( )[ ]22

2
||

1
xkxk AA

d
−

12.

'RþDVQê

predlehotný
dôchodok
RGORåHQê�R�N

rokov

0                ak  kK x <

{ }|,1min nKx
a

+
		   ak  kK x ≥

|
|

xnk a		 ( )[ ]2

||
2

2
||

1
xnkxnk AA

d
−
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1.2  SPOJITÝ MODEL

V nasledujúcej podkapitole uvedieme spojitý stochastický model, jeho
predpoklady, základné definície a odvodíme podobne ako v diskrétnom
VWRFKDVWLFNRP�PRGHOL�Y]"DK\�SUH�jednorázové nettopoistné.

1.2.1  Predpoklady a základné pojmy

$NR�VPH�Xå�VSRPHQXOL��SUHGSRNODG\�Y�GLVNUpWQRP�PRGHOL�]QDþQH�]MHGQRGXãXM~

VNXWRþQRV"�

Ak budeme v�VSRMLWRP� PRGHOL� SUDFRYD"� V náhodnou premennou xT , odstránime
predpoklady (1), (2) uvedené v diskrétnom modeli.

V spojitom modeli sa SRLVWQi� VXPD� EXGH� Y\SOiFD"� RNDPåLWH� SR� QDVWDWt� SRLVWQHM
udalosti��þtP�VD�RGVWUiQL�SUHGSRNODG�(3).

Predpoklad (4) v diskrétnom modeli odstránime, ak funkciu xl �Y\MDGUXM~FX� SRþHW

RV{E� GRåtYDM~FLFK� VD� YHNX� [�� EXGHPH� SRYDåRYD"� ]D� VSRMLW~� D� GLIHUHQFRYDWH�Q~

na intervale )∞〈 ,0 .

Preto definujeme intenzitu úmrtnosti  osoby vo veku x (ozn.xµ ):

h

qxh

h
x lim

0+→
=µ    (1.23)

kde

xh q ��SUDYGHSRGREQRV"��åH�[���URþQi�RVRED�VD�QHGRåLMH�YHNX��[�K��

8YHGHQê�Y]"DK�P{åHPH�XSUDYL"�QDVOHGXM~FLP�VS{VRERP�

( )
dx

ld

lh

ll

ll

ll

h
x

x

xhx

hxx

hxx

h
x

1
lim

11
lim

00

−=
−

−=
−

= +

→

+

→ ++

µ

'RVWDOL�VPH��DOãLH�PRåQRVWL�Y\MDGUHQLD�LQWHQ]LW\�~PUWQRVWL�

( )
dx

ld

l
x

x
x

1−=µ     (1.24)

alebo
( )
dx

ld x
x

ln
−=µ  (1.25)



19

V�VSRMLWRP�PRGHOL�SRXåLMHPH�spojité úrokovanie. Z ILQDQþQHM�PDWHPDWLN\�YLHPH�

åH�

− intenzita úrokovania  ( )i+= 1lnδ
− diskontný faktor         δ−= ev    ⇒   δtt ev −=

3RPRFRX� Y]RUFRY� ������ D� ������ RGYRGtPH� Y]"DK� SUH� hustotu pravdepodobnosti
náhodnej premennej xT :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dt

ld

ll

l

dt

d
p

dt

d
p

dt

d
q

dt

d

dt

tdF
tf tx

xx

tx
xtxtxt

x
x

++ −=





−=−=−=== 1

1

=R�Y]"DKX��������YLHPH��åH�SUH�LQWHQ]LWX�~PUWQRVWL��[�W��URþQHM�RVRE\�SODWt�

( )
dt

ld

l
tx

tx
tx

+

+
+ −= 1µ

RGNLD�

( )
txtx

tx l
dt

ld
++

+ −= .µ .

Po dosadení

( ) txxttxtx
x

x pl
l

tf +++ == µµ ..
1

Teda hustotu pravdepodobnosti�P{åHPH�Y\MDGUL"�Y tvare

( ) ( ) txxtxtx pp
dt

d
tf +=−= µ.  (1.26)

Pre GLVWULEXþQ~�IXQNFLX náhodnej premennej xT  potom platí:

( ) ( ) xt

t

sxxs

t

xx qdspdssftF === ∫∫ +
00

.µ   (1.27)

2]QDþPH�VWUHGQ~�KRGQRWX�EXG~FHM�G�åN\�åLYRWD ( )xTE  symbolom 
R

xe ��3RXåLWtP

metódy per partes dostaneme

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ∫∫∫

∫∫ ∫
∞∞∞

∞→

∞∞ ∞

+

=+=+−=

==−
−

=′
=′=

=
−

====

000
0

00 0

0.lim

1
...

dtpdtpdtppt

pv
dt

pd
v

utu
dt

dt

pd
tdtptdttftTEe

xtxtxt
z

xt
z

xt
xt

xt
txxtxxx µ

R

Teda

∫
∞

=
0

dtpe xtx

R

  (1.28)
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Disperzia�EXG~FHM�G�åN\�åLYRWD� ( )xTD �EXGH�PD"�WYDU�

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫
∞

+

∞




−=


−=−=
0

2
2

2

0

222 ...
RR

xtxxtxxxxx edtptedttftTETETD µ

3RXåLWtP�metódy per partes a po úprave dostaneme

( )
2

00

..2 





−= ∫∫

∞∞

dtpdtptTD xtxtx  (1.29)

1.2.2  ZiNODGQp�W\S\�åLYRWQpKR�SRLVWHQLD

V WHMWR� þDVWL� RGYRGtPH� Y]RUFH� XPRå�XM~FH� YêSRþHW� jednorázového
nettopoistného, t.j. strednú hodnotu náhodnej premennej, ktorá vyjadruje výdavky
SRLV"RYQH� Y�þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHM� ]POXY\�� 3RGREQH� DNR� Y diskrétnom modeli
odvodíme aj stredné riziko poistenia.

���������'RþDVQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH�V výplatou dávky v þDVH�VPUWL

3UHGSRNODGiPH�� åH� SRLVWQi� VXPD� EXGH� Y\SODWHQi� RNDPåLWH� SR� ~PUWt� SRLVWHQHM

osoby.
6~þDVQ~�KRGQRWX�SRLVWHQLD�R]QDþXMHPH

1
|xn

A

Náhodná premenná U má v tomto prípade tvar
( ) xT

x vTgU ==    pre nTx ≤
0=      pre nTx >

6~þDVQ~�KRGQRWX�SRLVWHQLD�Y\SRþtWDPH�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM

U, teda

( ) ( ) ( ) ∫∫ +===
n

txxt
t

n

xxn
dtpvdttftgUEA

00

1
|

... µ   (1.30)

Pre disperziu platí

( ) ( ) ( )
2

00

222 .... 





−=−= ∫∫ ++

n

txxt
t

n

txxt
t dtpvdtpvUEUEUD µµ

Teda
( ) ( )21

|
1

|
2

xnxn
AAUD −=  (1.31)

SULþRP� 1
|

2
xn

A � MH� V~þDVQi� KRGQRWD� GRþDVQpKR� SRLVWHQLD� QD� ~PUWLH� V intenzitou

úrokovania δ2 .
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Stredné riziko poistenia Y\SRþtWDPH�DNR�GUXK~�RGPRFQLQX�] disperzie, t.j.

( ) ( )21
|

1
|

2
xnxn

AAUD −==σ  (1.32)

Poznámka:
Podobne ako v�GLVNUpWQRP� PRGHOL� SODWt� Y]"DK� �RGYRGHQLH� P{åHPH� QiMV"� Y práci
[4] ):

xx aA .1 δ−=   (1.33)
Analogické vyjadrenie dostaneme aj pre ostatné typy poistenia.
 
Poznámka:
V praxi sa poistenia na úmrtie s výplatou dávky v�þDVH� VPUWL� aproximujú
diskrétnym poistením.

   

1.2.2.2  'RåLYRWQê�G{FKRGRN�Y\SOiFDQê�VSRMLWH�Y priebehu roka

V diskrétnom modeli� VPH� SUHGSRNODGDOL�� åH� SRLV"RY�D� Y\SOiFD� G{FKRGRN

v�GLVNUpWQ\FK� þDVRYêFK� RNDPLKRFK�� 9 spojitom modeli ho YãDN� EXGH� Y\SOiFD"
VSRMLWH�SRþDV�FHOpKR�URND.

6~þDVQ~�KRGQRWX�GRåLYRWQpKR�G{FKRGNX�R]QDþXMHPH

                                                                 xa

+RGQRWX� YêGDYNRY� SRLV"RYQH� Y�þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHM� ]POXY\� GHILQXMHPH

pomocou náhodnej premennej U
 ( )

|xTx aTgU ==       pre )∞〈∈ ,0xT

kde 
|t

a  je istý dôchodok vyplácaný spojite t rokov.

V�VSRMLWRP�PRGHOL�SODWt�DQDORJLFNê�Y]"DK�N (1.18):

[ ] ( )
δδδδ

δ
δδδ

tt
tts

t
s

t
s

t

ve
eedsedsva

−=−=−−=−===
−

−−−∫∫
11

1
11

0

00
|

(1.34)

6~þDVQ~�KRGQRWX�G{FKRGNX�Y\SRþtWDPH�SRPRFRX�metódy per partes:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ∫∫∫

∫∫∫
∞∞

−
∞

−
−

∞→

+

−
−

∞

+

∞∞

=−−=−−



 −−=

=
=−=′

=′−==−====

0000

00

1|
0

..0.
1

.lim

1
.

1
...

dtpvdtpedtpe
e

p

pvpv

eu
e

udtp
v

dtpadttftgUEa

xt
t

xt
t

xt
t

zt

xt
z

xttxxt

t
t

txxt

t

txxttxx

δδ
δ

δ
δ

δ

µ
δµ

δ
µ
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Teda

∫
∞

=
0

. dtpva xt
t

x   (1.35)

2GYRGHQLH�Y]"DKX�SUH disperziu�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�8�P{åHPH�QiMV"�Y práci [4].
Výsledný tvar je

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222 2
xxx aaaUEUEUD −−=−=

δ
  (1.36)

kde xa2 �MH�KRGQRWD�GRåLYRWQpKR�VSRMLWpKR�G{FKRGNX�V intenzitou úrokovania δ2 .

Potom stredné riziko poistenia

( ) ( ) ( )222
xxx aaaUD −−==

δ
σ   (1.37)

Poznámka:
V�VSRMLWRP� PRGHOL� P{åHPH� SRGREQH� DNR� Y�GLVNUpWQRP� Y\MDGUL"� Y]"DK\� SUH

disperzie dôchodkov�SRPRFRX�V~þDVQHM�KRGQRW\�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�

Napr. po dosadení vzorca (1.33) dostaneme:

( ) ( ) ( ) ( )
2

22
22 1

2

1122

δδδδδ
xxx

xxx

AAA
aaaUD

−
−







 −
−

−
=−−=

Po úprave

( ) ( )[ ]��

�

�

[[
$$8' −=

δ
(1.38)

1.2.2.3  Zmiešané poistenie s RNDPåLWRX�YêSODWRX�GiYN\

3UHGSRNODGiPH�� åH� SRLV"RY�D� Y\SODWt� SRLVWQ~� VXPX� RNDPåLWH� SR� QDVWDWt� SRLVWQHM

udalosti.

6~þDVQ~�KRGQRWX�]PLHãDQpKR�SRLVWHQLD�R]QDþXMHPH

                                                       
|xn

A

9\SRþtWDPH�MX�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM

( ) xT
x vTgU ==    pre nTx ≤

nv=     pre nTx >

Postupom uvedeným v�GLVNUpWQRP�PRGHOL�P{åHPH�RGYRGL"� DQDORJLFNê�Y]"DK�SUH

disperziu v VSRMLWRP�PRGHOL��SR]UL�Y]"DK\�������������������������
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Dostaneme

( ) ( ) ( )1
|

21
|

1
|

2 2..
xnxn

n
xn

n
xnxn

AqvpvAAUD −+−=   (1.39)

Stredné riziko poistenia potom vyjadríme ako

( ) ( ) ( )1
|

21
|

1
|

2 2..
xnxn

n
xn

n
xnxn

AqvpvAAUD −+−==σ  (1.40)

Záver:

V WDEX�NH�þ���V~�XYHGHQp�WYDU\�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�8��W�M��YêGDYN\�SRLV"RYQH

v�þDVH� X]DYUHWLD� SRLVWQHM� ]POXY\��� LFK� VWUHGQp� KRGQRW\� D� GLVSHU]LH� �DOãtFK

poistných druhov v prípade spojitého stochastického modelu. Postup pri ich
odvodzovaní je analogický (pozri [4] a [3]).

Poznámka:
Analogicky ako v�GLVNUpWQRP� PRGHOL� P{åHPH� Y\SRþtWD"� EHåQp� QHWWRSRLVWQp
platené m rokov:

|xm
a

P
		

π=

kde π R]QDþXMH�V~þDVQ~�KRGQRWX��MHGQRUi]RYp�QHWWRSRLVWQp��Y spojitom modeli.

$N� XYDåXMHPH� R� VSRMLWRP� SRLVWHQt� SODWHQRP� VSRMLWH� SRþDV� P� URNRY (napr.
WêåGHQQH���EHåQp�QHWWRSRLVWQp�EXGH�PD"�WYDU�

|xm
a

P
π=
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7DEX�ND� ��� - Tvar náhodnej premennej U, jej stredná hodnota a disperzia pre
jednotlivé typy poistenia v prípade spojitého stochastického
modelu.

Typ poistenia U E(U) D(U)

1.
'RåLYRWQp

poistenie na
úmrtie

xTv xA ( )22
xx AA −

2.
'RþDVQp

poistenie na
úmrtie

xTv       ak nT x≤
0          ak nTx >

1
|xn

A ( )21
|

1
|

2
xnxn

AA −

3.

'RåLYRWQp

poistenie na
úmrtie

RGORåHQp�R�N

rokov

 xTv        ak )∞∈ ,kT x

0          ak ( )kT x ,0∈ xk A| ( )22 || xkxk AA −

4.

'RþDVQp

poistenie na
úmrtie

RGORåHQp�R�N

rokov

xTv        ak )knkT x +∈ ,

0          ak )knkT x +∉ ,

1
|

|
xnk A ( )21

|
1

|
2 ||

xnkxnk AA −

5.
Zmiešané
poistenie

xTv      ak nTx ≤
nv       ak nTx > |xn

A

( )
( )1

|

21
|

1
|

2

2..
xnxn

n
xn

n

xnxn

Aqvpv

AA

−+

+−

6.
'RåLYRWQê

dôchodok |xT
a

xa ( )[ ]22
2

1
xx AA −

δ

7.
'RþDVQê

dôchodok
|xT

a         ak nTx ≤

 
|n

a         ak nTx > |xn
a ( )[ ]2

||
2

2

1
xnxn

AA −
δ

8.

'RåLYRWQê

dôchodok
RGORåHQê�R�N

rokov

|t
a

xk a| ( )[ ]22
2

||
1

xkxk AA −
δ

9.

'RþDVQê

dôchodok
RGORåHQê�R�N

rokov

|xT
a         ak  )knkTx +∈ ,

|kn
a

+
      ak  )∞+∈ ,knTx

|
|

xnk a ( )[ ]2

||
2

2
||

1
xnkxnk AA −

δ
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����9$/8È&,$��9��ä,927120��32,67(1Ë
SO  STOCHASTICKÝMI  ÚROKOVÝMI  MIERAMI

Pod pojmom valuácia rozumieme SURFHV� YêSRþWX� SRLVWQêFK� UH]HUY. V tejto
NDSLWROH� VD� EXGHPH� ]DREHUD"� YDOXiFLRX� Y� SUtSDGH� konštantných a najmä
stochastických úrokových mier. Na záver aSOLNXMHPH� PHWyGX� YêSRþWX� SRLVWQêFK
rezerv na  konkrétny model s�GDQêPL� SDUDPHWUDPL�� %OLåãLH� VD� V� WRXWR

SUREOHPDWLNRX�P{åHPH�RER]QiPL"�QDSU��Y práci [1].

2.1. ZÁKLADNÉ  POJMY

8YHGLHPH� QDMVN{U� GHILQtFLH� QLHNWRUêFK� SRMPRY�� NWRUêFK� ]QDORV"� MH� SRWUHEQi

k SRFKRSHQLX��DOãtFK�þDVWt�WRKWR�WH[WX�

Medzi základné princípy poistenia osôb patrí tzv. princíp ekvivalencie.
3UHGSRNODGi�� åH�pri uzatváraní súboru poistných zmlúv rovnakého typu musia sa
v�UiPFL� WRKWR� V~ERUX� URYQD"� YãHWN\� SUtMP\� SRLV"RYQH� V jej výdajmi, NH�� SUtMP\� D
výdaje sú diskontované k�VSRORþQHM�þDVRYHM�]iNODGQL�

Pod pojmom poistná rezerva rozumieme þLDVWNX�� NWRU~� PXVt� SRLV"RY�D
QDKURPDGL"� ] prebytkov a úrokov v�SUYêFK� URNRFK� SRLVWHQLD� WDN�� DE\�PRKOD� SOQL"
svoje záväzky aj v budúcnosti.

3RLVWQp�UH]HUY\�UR]GH�XMHPH�QD

y nettorezervy��QiNODG\�SRLV"RYQH�QHEHULHPH�GR�~YDK\�
y bruttorezervy ��QiNODG\�SRLV"RYQH�EHULHPH�GR�~YDK\�

5H]HUY\�MH�PRåQp�Y\MDGUL"�GYRPL�VS{VREPL�

y retrospektívne
y prospektívne

Retrospektívna nettorezerva�  � KRGQRWD�PLQXOêFK� SUtMPRY� SRLV"RYQH� Y i-tom roku
poistenia mínus hodnota minulých výdavkov
SRLV"RYQH�Y�L�WRP�URNX�SRLVWHQLD

Prospektívna nettorezerva� �KRGQRWD�EXG~FLFK��YêGDYNRY��SRLV"RYQH�Y i-tom roku
poistenia  mínus   hodnota   budúcich   príjmov
SRLV"RYQH�Y i-tom roku poistenia

V��DOãRP�NURNX�XYHGLHPH�GHILQtFLH� ILOWUiFLH��SRGPLHQHQHM�VWUHGQHM�KRGQRW\�D
PDUWLQJDOX��SUHWRåH�WLHWR�SRMP\�V~�N�~þRYp�SUL�K�DGDQt�PHWyG�QD�YêSRþHW�SRLVWQêFK

rezerv v prípade stochastických úrokových mier.
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Filtrácia  na priestore ( )S,Ω  je systém { } 0≥ttF  σ - algebier SFt ⊂ �WDNêFK��åH

ak  ts <≤0   ⇒  ts FF ⊂

Nech je daný pravdepodobnostný priestor ( )PS,,Ω , RX →Ω:  je náhodná

SUHPHQQi�WDNi��åH� ( ) ∞<XE .

Potom podmienenou strednou hodnotou nazývame takú funkciu( ) RHXE →Ω:| ,
pre ktorú platí
y ( )HXE | �MH�+���PHUDWH�Qi

y ( )∫ ∫=
G G

XdPdPHXE |  ,  HG ∈∀

kde { }Ω/= ,0H .

Vlastnosti podmienenej strednej hodnoty:

a) ( ) ( ) ( )HYbEHXaEHbYaXE ||| +=+  , kde Rba ∈,

b) ( )( ) ( )XEHXEE =|

c) ( ) XHXE =| ��DN�;�MH�+�PHUDWH�Qp

d) ( ) ( )HXEYHXYE |.|. = ��DN�<�MH�+�PHUDWH�Qp

Pod pojmom stochastický proces rozumieme�PQRåLQX�QiKRGQêFK�SUHPHQQêFK
{ } TttX ∈ na pravdepodobnostnom priestore ( )PS,,Ω . Τ �VD�QD]êYD�LQGH[RYi�PQRåLQD�

)∞=Τ ,0 .

+RYRUtPH��åH�VWRFKDVWLFNê�SURFHV�{ } TttX ∈  je adaptovaný na systém { } Τ∈ttS , ak

Τ∈∀t  : tX  je tS ���PHUDWH�Qp

( )tt XXS ,.....,1σ=

Martingal, ktorý predstavuje špeciálnu triedu stochastického procesu, definujeme
nasledujúcim spôsobom:
Stochastický proces { } Τ∈ttX  adaptovaný na systém { } Τ∈ttS sa nazýva martingal , ak

1) ( ) ∞<tXE , Τ∈∀t

2) ak ts ≤ : ( ) sst XSXE =|

%XGHPH� XYDåRYD"� R� GRþDVQRP� SRLVWHQt� QD� Q� URNRY�� .DåGi� SRLVWQi� ]POXYD

predstavuje tok náhodných  platieb v�þDVRYêFK�RNDPLKRFK���������Q�

7LHWR�SODWE\�P{åHPH�]DStVD"�SRPRFRX�vektora   ( )nXXXX ,.....,, 10= .
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-HGQRWOLYp�]ORåN\�YHNWRUD sa interpretujú nasledovne:

=kX poistná dávka poistencovi v  ( ]kk ,1−   -  poistné v k  +  QiNODG\�SRLV"RYQH
v   ( ]kk ,1−

0>kX �SUHGVWDYXMH�WHGD�NODGQ~�ILQDQþQ~�VXPX��NWRU~�SRLV"RY�D�Y\SODWLOD�

Poznámka:
3UHGSRNODGiPH��åH�SODWE\�VD�XVNXWRþ�XM~�QD�NRQFL�þDVRYpKR�LQWHUYDOX  ( ]kk ,1− .

2.2  VALUÁCIA  V PRÍPADE  KONŠTANTNÝCH  ÚROKOVÝCH
MIER

V�QDVOHGXM~FHM� SRGNDSLWROH� XYHGLHPH�PHWyGX�QD�YêSRþHW� SRLVWQêFK� UH]HUY� ]D
SUHGSRNODGX�NRQãWDQWQêFK�~URNRYêFK�PLHU�SUH�þDV�W� ���D�W�> 0.

2.2.1  VDOXiFLD��Y��þDVH��W� ���

Nech v je štandardný diskontný faktor , t.j. 
i

v
+

=
1

1
. Definujme valuáciu vektora

platieb v�þDVH�W� ��:

[ ] 



= ∑

=

n

k
k

k XvEXVal
0

.      (2.1)

3UtMP\� D� YêGDYN\� SRLV"RYQH� GLVNRQWRYDQp� N�URYQDNHM� þDVRYHM� ]iNODGQL� PXVLD� E\"

SRG�D�SULQFtSX�HNYLYDOHQFLH�URYQDNp�

Z toho vyplýva

[ ] 0=XVal   (2.2)

2.2.2   Valuácia  v �þDVH��W�!���

.X�NDåGHM�SRLVWNH�P{åHPH�SULUDGL"�filtráciu
ntt FFFFF ⊂⊂⊂⊂⊂⊂ − .......... 110

 kde tF    predstavuje „ informáciu“ dostupnú v�þDVH� W�� PDWHPDWLFN\� KRYRUtPH
o rastúcej postupnosti σ  - algebier.

( )tt XXXF ,.....,, 10σ=
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Myšlienku „ kX  je známe v�þDVH� � N� ³� P{åHPH� WHGD� SUHORåL"� GR� PDWHPDWLFNpKR

jazyka ako „ kX   je  kF ���PHUDWH�Qp “.

Valuáciu v�þDVH�W�>���Y\SRþtWDPH�SRWRP�QDVOHGXM~FLP�VS{VRERP�

[ ]

∑ ∑

∑∑∑

= +=

−−

+=

−

=

−

=

−





+=

=



+



=



=

t

k
t

n

tk
k

tk
k

kt

n

tk
tk

tk
t

k
tk

tk
n

k
tk

tk
t

FXvEXr

FXvEFXvEFXvEFXVal

0 1

100

|..

|.|.|.|

(2.3)

kde úrokovací faktor 
v

r
1=  .

2]QDþPH

retrospektívnu rezervu               [ ] ∑
=

−=
t

k
k

kt
t XrFXA

0

.|       (2.4)

prospektívnu rezervu         [ ] 



= ∑

+=

−
t

n

tk
k

tk
t FXvEFXR |.|

1

     (2.5)

3RWRP�P{åHPH�Y\MDGUL"�YDOXiFLX�Y�þDVH�W�> 0 ako

[ ] [ ] [ ]ttt FXRFXAFXVal ||| +=  (2.6)

Z�SRK�DGX�RþDNiYDQt��W�M��Y priemere) platí
[ ] [ ]tt FXRFXA || =−

2.3  VALUÁCIA  V PRÍPADE  STOCHASTICKÝCH  ÚROKOVÝCH
MIER

+�DGDMPH� RGSRYH�� QD� RWi]NX�� Ä� $Ni� MH� V~þDVQi� KRGQRWD� �� SH�DåQHM� MHGQRWN\

splatnej o jeden rok? “

2]QDþPH�W~WR�V~þDVQ~��KRGQRWX�[��Existujú dva rôzne prístupy:

Riešenie A (diskontný prístup):

y ak by bol úrok  i  známy, potom  
i

x
+

=
1

1

y ak je úrok i stochastický,  potom zoberieme strednú hodnotu, teda    





+
=

i
Ex

1

1
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5LHãHQLH��%��DNXPXODþQê�SUtVWXS��

y ak by bol úrok  i  známy, x by vzrástlo po roku na hodnotu  ( )ix +1

y ak je úrok  i  stochastický, x vzrastie  na hodnotu [ ]iEx +1. , ktorá by sa mala
URYQD"���

2GWLD�

[ ]iE
x

+
=

1

1

.H�åH�YêVOHGN\�QLH�V~�URYQDNp��RWi]QH�RVWiYD��NWRUp�] riešení je správne - A alebo
B?

2.3.1   Valuácia  v��þDVH��W� ��

V prípade fixných (konštantných) úrokových mier� VPH� SRXåLOL� R]QDþHQLH� SUH

valuáciu [ ]XVal , v prípade stochastických ju ozn. [ ]XQ .

3UHGSRNODGDMPH��åH� [ ]XQ  bude kladný spojitý lineárny funkcionál.

Nech  ( ) 2
110 ,.....,, +∈= nn LXXXX ���+LOEHUWRY�SULHVWRU���W�M��åH

∞<



∑

=

n

k
kXE

0

2

V Hilbertovom priestore je VNDOiUQ\�V~þLQ definovaný ako:

( ) 



= ∑

=

n

k
kk YXEYX

0

.,

.H�åH� �XERYR�Qê� VSRMLWê� OLQHiUQ\� IXQNFLRQiO� P{åH� E\"� Y\MDGUHQê� DNR� VNDOiUQ\

V~þLQ��SODWt�QDVOHGXM~FH�WYUGHQLH�

Daný je vektor ( ) 2
110 ,.....,, +∈= nn Lϕϕϕϕ �WDNê��åH

[ ] 



= ∑

=

n

k
kk XEXQ

0

.ϕ   (2.7)

D� NH�åH� SUHGSRNODGiPH�� åH� � [ ]XQ � � MH� NODGQê� IXQNFLRQiO�� PXVt� E\"� � 0>kϕ
s�SUDYGHSRGREQRV"RX���SUH�YãHWN\��N� �����������Q��� 10 ≡ϕ , v�þDVH�W� ���VD�QiKRGQi

premenná  0X   a  0ϕ  degenerujú na konštanty).

Poznámky:
• ( )nXXXX ,....,, 10=   nazveme tzv. technické premenné  a

     ( )nϕϕϕϕ ,....,, 21=  tzv. ILQDQþQp�SUHPHQQp�(špeciálny prípad: k
k v=ϕ )

• kϕ  (má úlohu ako kv  vo  [ ]XVal  ) sa nazýva stochastická diskontná funkcia.

• ϕ  sa nazýva stochastický diskontný vektor.
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2.3.2. Valuácia  v �þDVH��W�!��

V tomto prípade R]QDþtPH�valuáciu symbolom Q[X|Ft], kde
( )ttt XXXF ϕϕϕσ ,,.....,,, 11,00=

Výraz ( )tFXQ | �R]QDþXMH�akumulovanú stratu�SRLV"RYQH�GR�þDVX�W�YUiWDQH�

Pre t > 0  dostaneme:

[ ]

[ ] [ ]tt

n

tk
tk

t

k
t

k
k

t

k

n

tk
tk

t

k
t

k
tk

t

k
n

k
tkk

t
t

FXRFXAFXEX

FXEFXEFXEFXQ

|||..

|.|.|..
1

|

10

100

+=







+=

=







+








=



=

∑∑

∑∑∑

+==

+===

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ
   (2.8)

               = akumulované platby do a v�þDVH�W + prospektívna rezerva

2.4   PRINCÍPY  MODELOVANIA

V�QDVOHGXM~FHM� þDVWL� XYHGLHPH� ]iNODGQp� SULQFtS\� PRGHORYDQLD�� RGYRGtPH
UHNXU]tYQ\� Y]RUHF� SUH� YDOXiFLX� D� SRPRFRX� QHKR� XNiåHPH�� åH� YêUD]

[ ]( ) nttt FXQ ,.....,2,1,0| =ϕ  je martingal.

(a) .H�åH�YãHWN\�stochastické modely úrokových mier�P{åX�E\"�RStVDQp�SRPRFRX

diskontného vektora ( )nϕϕϕϕ ,..,, 10= , modelovanie pozostáva z konštrukcie

rozdelenia pravdepodobnosti ϕ.

(b) =��D��P{åHPH�RGYRGL"�Q[X] a stochastický proces [ ]( )
0

| ≥ttFXQ .

-H�YKRGQp�QDKUDGL"�SUHPHQQp�ϕk tzv. URþQêPL�SUHPHQQêPL Yj. Definujeme 10 ≡Y

a

∏
=

=
k

j
jk Y

1

ϕ   





≡= ∏

/∈0
0 1

j
jYϕ   (2.9)

9ãHWN\� Y]"DK\� REVDKXM~FH� SUHPHQQ~� ϕk� P{åHPH� SUHStVD"� SRPRFRX� URþQêFK

premenných.
Potom

[ ] ∑ ∑
= +=

++
+





+=

t

k

n

tk
tkkttk

tk
t FXYYYEX

YY
FXQ

0 1
21

1

|....
....

1
|   (2.10)

3R�Y\QiVREHQt�YêUD]X�URþQRX�SUHPHQQRX� tY  dostaneme

[ ] ∑ ∑
= +=

++
+





+=

t

k

n

tk
tkktttk

tk
ttt FXYYYEYX

YY
YFXQY

0 1
21

1

|.....
....

1
.|.
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[ ] ∑ ∑
= +=

+
−+





+=

t

k

n

tk
tkkttk

tk
tt FXYYYEX

YY
FXQY

0 1
1

11

|....
....

1
|.

[ ] ( )ttt

t

k

n

tk
tkkttttk

tk
tt FXYEFXYYYEXYX

YY
FXQY ||....

....

1
|.

1

0
1

11

−



++= ∑ ∑

−

= =
+

−+

9\SRþtWDMPH�SRGPLHQHQ~�VWUHGQ~�KRGQRWX

[ ][ ] ( ) ( )

[ ]1

1

0
1

1

1

0
111

11
1

||

||....|
....

1
||.

−

−

= =
−

−

−

= =
−+−

−+
−

=







+=

=−



++=

∑ ∑

∑ ∑

t

t

k

n

tk
tk

t

k
k

t

k

ttt

t

k

n

tk
tkktttttk

tk
ttt

FXQFXEX

FXYEFXYYYEFXYEX
YY

FFXQYE

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

Odvodili sme rekurzívny vzorec

[ ][ ] [ ]11 |||. −− = tttt FXQFFXQYE  (2.11)

Po vynásobení tohto výrazu premennou ϕt-1��D�Y\XåLWtP�Y]"DKX�� ttt Y.1−= ϕϕ
dostaneme:

( )[ ] [ ]111 |.||. −−− = ttttt FXQFFXQE ϕϕ   (2.12)

9êVOHGRN�QiP�KRYRUt��åH�� [ ]( ) nttt FXQ ,.....,2,1,0| =ϕ  je martingal .

�����52ý1e��675$7<

V�QDVOHGXM~FHM�þDVWL�GHILQXMHPH�SRMHP�URþQêFK�VWUiW�SRLV"RYQH�D�]DPHULDPH�VD
QD�LFK�UR]NODG�QD�VWUDW\�WHFKQLFNp�D�ILQDQþQp�

2.5.1  Základné  pojmy

6WiOH�SUHGSRNODGiPH��åH�SODWt�SULQFtS�HNYLYDOHQFLH��W�M�� [ ] 0=XQ .

Obrázok  2.1�5RþQp�VWUDW\
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Výraz
( ) [ ] [ ]1||. −−= tttt FXQFXQYXL    (2.13)

R]QDþXMH� W]Y��URþQ~� VWUDWX�SRLV"RYQH�v období ( ]tt ,1−  (diskontovanú k�]DþLDWNX
þDVRYpKR�LQWHUYDOX��

Zaujíma nás UR]GHOHQLH� URþQêFK� VWUiW na straty technické (spôsobené
technickými premennými kX ) a straty ILQDQþQp� �VS{VREHQp� ILQDQþQêPL

premennými kϕ ���3UH�SRLV"RY�X�Pi�Yê]QDP�SR]QD"�WRWR�UR]GHOHQLH��SUHWRåH�NDåG~

]R�VWUiW�EXGH�ILQDQFRYD"�] iných zdrojov.

3RPRFRX�Y]"DKX�������P{åHPH�URþQ~�VWUDWX v období ( ]tt ,1− �XSUDYL"�QDVOHGXM~FLP

spôsobom:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )11

11

||.||.

||||.

−−

−−

−+−=
=+−+=

tttttt

tttttt

FXRFXRYFXAFXAY

FXRFXAFXRFXAYXL

Platí

( ) ( )

tt

j

t

j t

j
j

t

j t

j
ttj

t

j t

j
j

t

j t

j

j

t

j t

j

j

t

j t

j

tj

t

j t

j

j

t

j t

j

tttt

XY

X
YY

YY
X

YY

YY
XYX

YY

YY
X

YY

YY

X
YY

YY
X

YY

YY
YXXYFXAFXAY

=

=−+=−=

=−=−=−

∑∑∑∑

∑∑∑∑
−

= −

−

= −

−

= −= −

−

= −=

−

= −=
−

1

0 11

1
1

0 11

1
1

0 11

1

0 11

1

1

0 11

1

0 1

1
1

0 10
1

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....
||

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

Potom
( ) ( ) ( )1|| −−+= tttttt FXRFXRYXYXL

a po úprave
( ) ( )[ ] ( )1|| −−+= ttttt FXRFXRXYXL    (2.14)

2]QDþPH�V~þHW�GLVNRQWRYDQêFK�URþQêFK�VWUiW

( ) ( )∑
=

−=
n

k
kk XLXM

1
1ϕ   (2.15)

3RPRFRX�Y]"DKRY��������D��������P{åHPH�UR]StVD"

( ) ( )[ ] ( )011110 ||. FXRFXRXYXL −+=ϕ
( ) ( )[ ] ( )11222121 ||. FXRYFXRXYYXL −+=ϕ

                                          0

( ) ( )[ ] ( )1121211 |.....|...... −−− −+= nnnnnnn FXRYYYFXRXYYYXLϕ
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Z�GHILQtFLH�ILQDQþQêFK�SUHPHQQêFK�YLHPH��åH� nn YYY .....21=ϕ .
Potom

( ) ( ) ( )02211 ||..... FXRFXRXXXXM nnnn −++++= ϕϕϕϕ

3ULSRþtWDMPH�D�RGSRþtWDMPH�YêUD]� 00 Xϕ  ( 0X  = konštanta, 10 ≡ϕ ):

( ) ( ) ( ) 000221100 ||..... XFXRFXRXXXXXM nnnn ϕϕϕϕϕϕ −−+++++=

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 000
0

000
0

||

||

XFXRFXRX

XFXRFXRXXM

n

n

j
j

n

j
n

nn

n

j
j

n

j
n

ϕ
ϕ
ϕ

ϕ

ϕϕ
ϕ
ϕ

ϕ

−−







+=

=−−+=

∑

∑

=

=

=�GHILQtFLH�SURVSHNWtYQHM�UH]HUY\�Y�þDVH�W� ���YLHPH��åH

( ) 0| 000 =− XFXR ϕ

D�NH�åH�SODWt�Y]"DK��������GRVWDQHPH

( ) ( )nn FXQXM |ϕ=   (2.16)

Poznámka:
8YHGHQê�Y]"DK�VPH�RGYRGLOL�SUH�n ��NWRUp�R]QDþXMH�G�åNX�WUYDQLD�SRLVWQHM�]POXY\�
Pre V~þHW�GLVNRQWRYDQêFK�URþQêFK�VWUiW� ( )XM m  , nm ≤ ��SODWt�DQDORJLFNê�Y]"DK�

( ) ( ) [ ]∑
=

− ==
m

k
mmkkm FXQxLXM

1
1 |.. ϕϕ                   (2.17)

 Teda platí nasledujúce tvrdenie:

6~þHW�GLVNRQWRYDQêFK�URþQêFK�VWUiW��� ( ) ,.....2,1=mmM   je martingal.

Z toho vyplýva tzv. Hattendorfova veta,�NWRUi�WYUGt��åH�
a) URþQp�VWUDW\�V~�QHNRUHORYDQp�

b) MH�PRåQp�Y\SRþtWD"�disperziu:  ( )[ ] ( )[ ]∑
=

−=
m

k
kkm xLDXMD

1
1.ϕ

2.5.2  5R]NODG��URþQêFK��VWUiW

V�QDVOHGXM~FHM�þDVWL�XYHGLHPH�YêVOHGQp�Y]"DK\��NWRUp�QiP�XPRåQLD�Y\SRþtWD"
UR]NODG� URþQêFK� VWUiW� QD� VWUDW\� WHFKQLFNp� D� ILQDQþQp�� 2GYRGHQLH� WêFKWR� Y]"DKRY

P{åHPH�QiMV"�Y práci [1].
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3RXåLMHPH�MHPQHMãLX�ILOWUiFLX

.....322110 ⊂⊂⊂⊂⊂⊂ GFGFGF

kde
( )mmm XXXF ϕϕϕσ ,.....,,;,.....,, 1010=

mF  (podobne ako predtým) Y\MDGUXMH� IDNW�� åH� Y�þDVH� m sú všetky technické a
ILQDQþQp�SUHPHQQp�]QiPH�GR�þDVX�m (vrátane m).

( )mmm XXXG ϕϕϕσ ,.....,,;,.....,, 10110 −=

mG  Y\MDGUXMH��åH�Y�þDVH�m V~�WHFKQLFNp�SUHPHQQp�]QiPH�OHQ�GR�þDVX�m-1 (vrátane
m-1���]DWLD��þR�ILQDQþQp�SUHPHQQp�V~�]QiPH�GR�þDVX�m (vrátane m).     

&HONRYp�URþQp�VWUDW\ ( )XLm �SUHGVWDYXM~�V~þHW�technických strát ( )mLT a ILQDQþQêFK

strát ( )mLF .

Teda
( ) ( ) ( )mmm LFLTXL +=  (2.18)

SULþRP

( ) [ ][ ] [ ]mmmmmm GXRYFXRXYLT || +−+=                  (2.19)
a

( ) [ ] [ ]1|| −
+ −= mmmm FXRGXRYLF       (2.20)

Výraz [ ]mGXR |+  definujeme ako

[ ] 



= ∑

=

+
m

n

mk
kk

m
m GXEGXR |

1
| ϕ

ϕ
2]QDþXMH�SURVSHNWtYQX�UH]HUYX�Y�þDVH�m (vrátane platby v�þDVH�m).

�����(;3/,&,71é��02'(/��1$��9é32ý(7��32,671é&+��5(=(59

V�SUHGFKiG]DM~FLFK� SRGNDSLWROiFK� VPH� XYLHGOL� PHWyGX�� NWRUi� QiP� XPRåQt
QXPHULFN\�Y\þtVOL"�KRGQRWX�SRLVWQêFK�UH]HUY�SUH�GDQê�YHNWRU�SODWLHE��$SOLNXMPH�MX

teraz na konkrétny model�� NWRUê� XPRå�XMH� H[SOLFLWQH� Y\MDGUL"� YãHWN\� SRWUHEQp
KRGQRW\� D� WêP� L� SRLVWQp� UH]HUY\� EH]� YH�NpKR� QXPHULFNpKR� ~VLOLD�� )RUPXOiFLX

QDVOHGXM~FHKR�D��DOãtFK�XNiåNRYêFK�PRGHORY�P{åHPH�QiMV"�Y práci [1].
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Formulácia modelu:

5RþQp�SUHPHQQp�V~�GDQp�Y]"DKRP

( ) kkk ZZY .1 δε +−=
kde 10 ≤<< δε .
$N�R]QDþtPH� εδ −=∆ ��SRWRP�P{åHPH� kY �Y\MDGUL"�DNR

( ) kkkkk ZZZZY ∆+=−+=+−= εεδεδεε ..

Teda

kk ZY ∆+= ε                  (2.21)

Premenné kY �V~�YiåHQp�SULHPHU\ ε  a δ . kZ vyjadrujú stochastické váhy.

( )M
kZ  nadobúda hodnoty 

M

j
 ( )Mj ,.....,2,1,0= .

Poznámka:
Ak 1=M , dostaneme binárny model.

¾ pri danom p majú ( )M
kZ  ( )nk ,.....,2,1=  rovnaké rozdelenie

( )pMBi
M

,
1

×

kde ( )pMBi , �R]QDþXMH�ELQRPLFNp�UR]GHOHQLH�V parametrami M, p.

¾ p má beta rozdelenie s parametrami βα ,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 11

, 1
.

−− −
ΓΓ
+Γ= βα

βα βα
βα

pppf

SULþRP� 10 ≤≤ p .
2]QDþPH� nD  diskontný faktor��RG�þDVX�Q�GR����

3RWRP�P{åHPH�QD�]iNODGH�Y]RUFD��������D�XYHGHQêFK�YODVWQRVWt�RGYRGL"�Y]"DK:
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Po úprave dostaneme

( )
[ ]

( )[ ]∑
=

−

−
−

+
∆





=

n

k
kn

kn
knk

n k

n
D

0

..,
βα

αεβα        (2.22)

SULþRP�� [ ] ( ) ( )1.....1 −++= jj αααα

Numerické výsledky

3UL� QXPHULFNRP� YêSRþWH� VPH� SRXåLOL� SURJUDP� Y� VRIWYpUL� 0DWKHPDWLFD�� NWRUê� MH

uvedený v prílohe diplomovej práce. Zvolili sme nasledujúce hodnoty parametrov:

1=M , 16=n , 5.0=ε , 95.0=δ , 10=α , 2=β

.H�åH�0� ����PRGHO�MH�ELQiUQ\�

Pre dané konkrétne hodnoty sme teda dostali model

( ) kkkk ZZZY 45.05.095.015.0 +=+−=

V WDEX�NH���� sú uvedené hodnoty diskontných faktorov 1621 ,.....,, DDD ��SULþRP

10 =D ��9êVOHGN\�VPH�]tVNDOL�SR�GRVDGHQt�KRGQ{W�SDUDPHWURY�GR�Y]"DKX��������

7DEX�ND�������Diskontné faktory 1621 ,.....,, DDD

D1 0.8750 D9 0.3288
D2 0.7678 D10 0.2936
D3 0.6755 D11 0.2627
D4 0.5958 D12 0.2354
D5 0.5268 D13 0.2112
D6 0.4668 D14 0.1899
D7 0.4145 D15 0.1709
D8 0.3688 D16 0.1540

Na obrázku 2.2 sú graficky znázornené hodnoty diskontných faktorov.
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Obrázok  2.2  Grafické znázornenie hodnôt diskontných faktorov.

=tVNDQp�YêVOHGN\�QiP�SRP{åX�Y\SRþtWD"�poistné rezervy�SUH�þDV��W� ����������������

3UHGSRNODGDMPH��åH�PiPH�GDQê�vektor platieb ( )nXXXX ,.....,, 10= , n = 16:
X = (0,  -16,  9,  24,  21,  6,  -39,  -16,  15,  1,  15,  30,  -49,  14,  -18,  8,  -48)

-H�]UHMPp��åH�]tVNDQp�QXPHULFNp�YêVOHGN\�EXG~�]iYLVLH"�QDMPl�RG�YR�E\�YHNWRUD

platieb.

3UHGSRNODGiPH��åH�SODWt�princíp ekvivalencie, t.j. valuácia v�þDVH�W� ���MH�QXORYi�

[ ] 0
00

=



=



= ∑∑

==

n

k
kk

n

k
kk XDEXEXQ ϕ (2.23)

kde kD , nk ,.....,1,0=  sú diskontné faktory.

Akumulované platby�Y\SRþtWDPH�SRPRFRX�Y]"DKX��������Y ktorom sme definovali
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k

t

k
t

k
k

t

k
t X

D

D
XFXA

00

|
ϕ
ϕ

 (2.24)

Po dosadení príslušných hodnôt do (2.24) dostaneme hodnoty uvedené v WDEX�NH

2.2.

7DEX�ND������ Hodnoty akumulovaných platieb

A[X|F 1] -16.00 A[X|F 9] 17.70
A[X|F 2] -9.23 A[X|F 10] 34.82
A[X|F 3] 13.50 A[X|F 11] 68.92
A[X|F 4] 36.31 A[X|F 12] 27.92
A[X|F 5] 47.07 A[X|F 13] 45.11
A[X|F 6] 14.12 A[X|F 14] 32.19
A[X|F 7] -0.10 A[X|F 15] 43.76
A[X|F 8] 14.89 A[X|F 16] 0.56
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[ ]tFXA | �R]QDþXM~�DNXPXORYDQp�SODWE\��NWRUp�SRLV"RY�D�Y\SODWLOD�SRLVWHQFRYL

GR�þDVX�W���YUiWDQH�W���9LGtPH��åH�Y�þDVH�t = 1, 2 a 7 sú záporné.

=R�Y]RUFD�������RGYRGtPH�Y]"DK pre prospektívnu rezervu:

[ ] [ ]∑∑∑
+=

++
+=

++
+=

=



=
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
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
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Definujme výraz ( )k
tV  (t <�N��Y]"DKRP�

  ( ) [ ] ( )tttktktt
k

t DFYYYEV βα ,|...... 21 −++ ==        ( 16,.....,2,1=t )          (2.25)
s�SULHEHåQH�DNWXDOL]RYDQêPL�KRGQRWDPL

ttt ZM .1 +=+ αα   ( )αα =0

( )ttt ZM −+=+ 1.1 ββ  ( )ββ =0

( )k
tV � R]QDþXMH� ]QiP\� SRMHP� ]�ILQDQþQHM� PDWHPDWLN\� �� KRGQRWX� EH]NXSyQRYpKR

dlhopisu (pozri [1]).
Po dosadení (2.25) GR�Y]"DKX�SUH�SURVSHNWtYQX�UH]HUYX�GRVWDQHPH

[ ] ( )∑
+=

=
n

tk
k

k
tt XVFXR

1

|   (2.26)

Po dosadení hodnôt do (2.26) dostaneme numerické výsledky uvedené
v WDEX�NH 2.3.

7DEX�ND������ Hodnoty prospektívnej rezervy

R[X|F1] 15.81 R[X|F9] -11.87
R[X|F2] 8.57 R[X|F10] -29.14
R[X|F3] -9.40 R[X|F11] -60.50
R[X|F4] -32.44 R[X|F12] -20.12
R[X|F5] -43.91 R[X|F13] -38.30
R[X|F6] -8.68 R[X|F14] -26.42
R[X|F7] 5.46 R[X|F15] -39.20
R[X|F8] -9.00 R[X|F16] 0

Prospektívne rezervy predstavujú rozdiel medzi budúcimi výdavkami a
EXG~FLPL�SUtMPDPL�SRLV"RYQH�Y príslušnom roku. V�QDãRP�SUtNODGH�Y\ãOL�YlþãLQRX
záporné hodnoty.

1D�YêSRþHW�valuácie pre�þas t >���SRXåLMHPH�Y]"DK������
[ ] [ ] [ ]ttt FXRFXAFXQ ||| +=

Po dosadení akumulatívnej a prospektívnej rezervy dostaneme hodnoty uvedené
v WDEX�NH����.
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7DEX�ND�������+RGQRW\�YDOXiFLH�SUH�þDV�W�> 0

Q[X|F1] -0.19 Q[X|F9] 5.8
Q[X|F2] -0.66 Q[X|F10] 5.7
Q[X|F3] 4.1 Q[X|F11] 8.4
Q[X|F4] 3.9 Q[X|F12] 7.8
Q[X|F5] 3.2 Q[X|F13] 6.8
Q[X|F6] 5.4 Q[X|F14] 5.8
Q[X|F7] 5.4 Q[X|F15] 4.6
Q[X|F8] 5.9 Q[X|F16] 0.56

9\SRþtWDOL�VPH�KRGQRW\� [ ]tFXQ | ��W�M��DNXPXORYDQp�VWUDW\�SRLV"RYQH�GR�þDVX�W

YUiWDQH��9]K�DGRP�QD�]DGDQp�KRGQRW\�Y�WRPWR�SUtNODGH�Y\ãOL�QD�]DþLDWNX�]iSRUQp

hodnoty, postupne prešli do kladných hodnôt. Na konci poistnej doby je hodnota
DNXPXORYDQHM� VWUDW\� NODGQi�� DOH� QLåãLD� Y porovnaní s�SUHGFKiG]DM~FLPL�� NH�åH
v závere poistnej doby prHYDåXM~�]iSRUQp�KRGQRW\�]ORåLHN�YHNWRUD�;�

5RþQ~�VWUDWX v období  ( ]tt ,1− �VPH�GHILQRYDOL�Y]"DKRP��������

( ) [ ] [ ]1||. −−= tttt FXQFXQYXL

.H�åH�URþQ~�SUHPHQQ~� tY �P{åHPH�Y\MDGUL"�DNR

11 −−

==
t

t

t

t
t D

D
Y

ϕ
ϕ

,

dostaneme po dosadení výraz

( ) [ ] [ ]1
1

|| −
−

−= tt
t

t
t FXQFXQ

D

D
XL

Po dosadení príslušných diskontných faktorov a valuácie získame numerické
hodnoty uvedené v WDEX�NH����.

7DEX�ND�������5RþQp�VWUDW\

L1(X) -0.17 L9(X) -0.68
L2(X) -0.39 L10(X) -0.75
L3(X) 4.30 L11(X) 1.85
L4(X) -0.69 L12(X) -1.44
L5(X) -1.07 L13(X) -1.69
L6(X) 1.65 L14(X) -1.62
L7(X) -0.68 L15(X) -1.67
L8(X) -0.12 L16(X) -4.1
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V�SUHGFKiG]DM~FHM� WDEX�NH� V~� XYHGHQp� URþQp� VWUDW\� SRLV"RYQH�� QLH� YãDN
akumulované, ale v jednotlivých rokoch. Záporné hodnoty predsWDYXM~� URþQê�]LVN

SRLV"RYQH�� 9�SRVOHGQRP� URNX� SRLVWHQLD� MH� ]LVN� SRLV"RYQH� YêUD]QH� Y\ããt� QHå

v�SUHGFKiG]DM~FLFK��þR�RSl"�V~YLVt�VR�VS{VRERP�]DGDQLD�YHNWRUD�SODWLHE�;�

Pre GLVNRQWRYDQ~�VXPX�URþQêFK�VWUiW platí vzorec (2.17), teda:

( ) ( ) [ ] [ ]mmmm

m

k
kkm FXQDFXQXLXM ||

1
1 === ∑

=
− ϕϕ

7DEX�ND���� obsahuje konkrétne hodnoty ( )XM m .

7DEX�ND�������'LVNRQWRYDQi�VXPD�URþQêFK�VWUiW

M1(X) -0.17 M9(X) 1.92
M2(X) -0.51 M10(X) 1.67
M3(X) 2.77 M11(X) 2.21
M4(X) 2.30 M12(X) 1.84
M5(X) 1.67 M13(X) 1.44
M6(X) 2.54 M14(X) 1.10
M7(X) 2.22 M15(X) 0.78
M8(X) 2.17 M16(X) 0.086

V��DOãRP�NURNX�Y\SRþtWDPH�SRPRFRX�Y]"DKRY����������������D��������UR]NODG
FHONRYêFK� URþQêFK� VWUiW� QD� technické a ILQDQþQp� VWUDW\. Výsledné hodnoty sú
uvedené v�QDVOHGXM~FLFK�WDEX�NiFK�

7DEX�ND������ Technické straty

LT 1(X) -0.25 LT 9(X) 5.0
LT 2(X) -0.68 LT 10(X) 4.8
LT 3(X) 3.5 LT 11(X) 7.2
LT 4(X) 3.3 LT 12(X) 6.7
LT 5(X) 2.65 LT 13(X) 5.7
LT 6(X) 4.7 LT 14(X) 4.8
LT 7(X) 4.6 LT 15(X) 3.7
LT 8(X) 5.0 LT 16(X) 0

$NR�VPH�Xå�XYLHGOL�� WHFKQLFNp�VWUDW\�V~�]DSUtþLQHQp� WHFKQLFNêPL�SUHPHQQêPL

kX . V�SUYêFK� URNRFK� SRLVWHQLD� MH� EDGDWH�Qê� WHFKQLFNê� ]LVN�� QHVN{U� WHFKQLFNi
strata.
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7DEX�ND�������)LQDQþQp�VWUDW\

LF1(X) 0 LF9(X) -5.65
LF2(X) 0.29 LF10(X) -5.57
LF3(X) 0.77 LF11(X) -5.39
LF4(X) -3.97 LF12(X) -8.10
LF5(X) -3.72 LF13(X) -7.44
LF6(X) -3.00 LF14(X) -6.40
LF7(X) -5.25 LF15(X) -5.32
LF8(X) -5.15 LF16(X) -4.06

)LQDQþQp� VWUDW\� V~� ]DSUtþLQHQp� ILQDQþQêPL� SUHPHQQêPL� kϕ  (zmenou
~URNRYêFK�PLHU���6~�NRPSHQ]RYDQp�WHFKQLFNêPL�VWUDWDPL��9LGtPH��åH�QD�]DþLDWNX

poistnej doby dochádza k stratám spôsobeným úrokovými mierami, neskôr k zisku.

Záver:

$NR� VPH� Xå� VSRPHQXOL�� YêVOHGQp� KRGQRW\� ]iYLVLD� RG� YR�E\� YHNWRUD� SODWLHE�

Pri QDãRP� ]DGDQt� YHNWRUD� ;� VPH� Y\SRþtWDOL� URþQp� VWUDW\� D� ]LVWLOL� VPH�� åH� WDNPHU
YåG\�PDM~�QD�QLFK�Ylþãt�SRGLHO�WHFKQLFNp�VWUDW\�QHå�ILQDQþQp�
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3.  APLIKÁCIE  APROXIMÁCIE  CIEN  DLHOPISOV
9��ä,927120��32,67(1Ë

V tejto kapitole VD� EXGHPH� ]DREHUD"� LQRX� PHWyGRX� QD� YêSRþHW� SRLVWQpKR
MHGQRWOLYêFK�W\SRY�SRLVWHQLD��%XGHPH�SUHGSRNODGD"��åH�~URNRYi�PLHUD�VD�ULDGL

SRG�D� stochastickej diferenciálnej rovnice�� 8YHGLHPH� Y]"DK� SUH� DSUR[LPiFLX
cien dlhopisov aplikovanú na Cox-Ingersoll-Rossov model, ktorý neskôr
SRXåLMHPH�QD�YêSRþHW�YêãN\�SRLVWQpKR�Y�SUtSDGH�GRþDVQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�

GRåLYRWQpKR� SRLVWHQLD� QD� ~PUWLH� D� ]PLHãDQpKR� SRLVWHQLD�� 8YHGHQp� KRGQRW\

porovnáme s�YêVOHGNDPL� ]tVNDQêPL� SRXåLWtP� PHWyG\� QD� YêSRþHW� SRLVWQpKR
v prípade konštantnej úrokovej miery.

3.1  ZÁKLADNÉ  POJMY

Nech ( )( )PF tt ,, 0≥Ω  je daný pravdepodobnostný priestor, kde ( ) 0≥ttF  je
ILOWUiFLD���'HILQtFLX�VWRFKDVWLFNpKR�SURFHVX�VPH�Xå�XYLHGOL�Y podkapitole 2.1.

Symbolom B� R]QDþtPH� Brownov pohyb. Rozumieme pod ním spojitý
systém náhodných premenných  ( ){ }0, ≥ttw , pre ktorý platí:
y ( ) 00 =w ,

y ( )tw  ∼ ( )tN ,0 ,

y prírastky ( ) ( )swtsw −+  ∼ ( )tN ,0 �D�SUH�U{]QH�þDV\�V~�QDY]iMRP�QH]iYLVOp��W�M�

sú nezávislé od filtrácie { } 0≥ssF ).

3UHGSRNODGiPH�� åH� krátkodobá úroková miera X sa riadi stochastickou
diferenciálnou rovnicou s jediným nezáporným riešením

( ) sssss dBXvdsXdX ++= δβ2   (3.1)

kde
( ) 0≥ssB  je Brownov pohyb

β < 0, v - konštanty

δ� ��QH]iSRUQê�SUHGSRYHGDWH�Qê�VWRFKDVWLFNê�SURFHV� WDNê��åH� ∫
t

udu
0

δ < ∞ , skoro

všade +∈∀ Rt  a

∫ →−
s

vs
udus

0

..1 δδ            (ozn. s.v. → skoro všade)

SULþRP� +→Ω R:δ .

Dosadením výrazov

2

.4

σ
t

t

r
X = ,      v = 2,     

2

κβ −= ,     
2

.4

σ
γκδ t

t = ,
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do rovnice (3.1) a po úprave

t
tttt dB

r
dt

rr
d

2222

4
2

444

σσ
κγ

σ
κ

σ
+





 +−=







( ) ( ) ttttt dBrdtrrd
σ

γ
σ

κ
σ

2
2

44
22

++−=

dostaneme dvojfaktorový Cox-Ingersoll-Rossov model s krátkodobými
úrokovými mierami r:

( ) ttttt dBrdtrdr σγκ +−=                                   (3.2)

kde
( ) 0≥ttγ  je stochastický proces

( ) 0≥ttB  je Brownov pohyb

 κ ,σ  sú kladné konštanty

Zameriame sa však na jednofaktorový Cox-Ingersoll-Rossov, ktorý je
definovaný ako

  ( ) tttt dBrdtrdr σγκ +−=     (3.3)

SULþRP�γ  je konštanta.

3.2   APROXIMÁCIA  CIEN  DLHOPISOV

8YHGLHPH� Y]"DK� SUH� DSUR[LPiFLX� FLHQ� GOKRSLVRY� DSOLNRYDQ~

na jednofaktorový Cox-Ingersoll-Rossov model.

Zaujíma nás idea aproximácie výrazu∫
t

udur
0

�SUH�GRVWDWRþQH�YH�Np�t��SUHWRåH

tento výraz sa vyskytuje v GLVNRQWQêFK� IDNWRURFK�� � GRåLYRWQêFK� G{FKRGNRFK� D

podobne.

V�SUiFL� >�@� MH� XYHGHQp� RGYRGHQLH� Y]"DKX� SUH� DSUR[LPiFLX� FLHQ� GOKRSLVRY
SRPRFRX�%URZQRYKR�SRK\EX��&LH�RP�WHMWR�NDSLWRO\�MH�YãDN�]DPHUD"�VD�QD�MHKR

Y\XåLWLH� Y�åLYRWQRP� SRLVWHQt�� SUHWR� KR� WX� QHEXGHPH� RGYRG]RYD"�� $SOLNiFLRX

GDQpKR�Y]"DKX�QD�  jednofaktorový Cox-Ingersoll-Rossov model��SRG�D�NWRUpKR

sa krátkodobá úroková miera  r  riadi rovnicou (3.3) dostaneme nasledujúcu
aproximáciu:

( )





−−−





 −













 ∫ −−

γ
κκ

σγ
κ

02

2 1
1

2
.exp~0

0
r

e
teE

tdur

r

t

u

 (3.4)

9]"DK�������P{åHPH�SRXåL"�SUL�YêSRþWH�SRLVWQpKR�MHGQRWOLYêFK�W\SRY�åLYRWQpKR

poistenia.

3RPRFRX� QXPHULFNêFK� YêSRþWRY� VD� YãDN� ]LVWLOR�� åH� UR]GLHO\� PHG]L

presnými výsledkami a odhadovanými hodnotami zostávajú pre prax príliš
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YH�Np� �$SUR[LPiFLX�SRPRFRX�%URZQRYKR�SRK\EX�MH�PRåQp�SRXåL"�OHQ�YWHG\��DN
nie sú k�GLVSR]tFLL� åLDGQH� H[DNWQp� Y]RUFH� D� SUHVQp� YêSRþW\� V~� þDVRYR� YH�PL
QiURþQp�(pozri [2]).

3.3   APLIKÁCIE V �ä,VOTNOM POISTENÍ

2]QDþPH

xK ���GLVNUpWQD�QiKRGQi�SUHPHQQi�QDGRE~GDM~FD�FHORþtVHOQp�KRGQRW\�

2]QDþXMH� SRþHW� NRPSOHWQH� SUHåLWêFK� URNRY� SRLVWHQFD�� NWRUê� Pi� Y�þDVH

uzavretia zmluvy  presne x  rokov.
Z - V~þDVQi�KRGQRWD�SRLVWQHM�GiYN\�VSODWQHM�SRG�D�SUtVOXãQHM�SRLVWQHM�]POXY\�

%XGHPH�VD�]DREHUD"�WURPL�W\SPL�SRLVWHQLD�

� GRþDVQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH��QD�Q�URNRY�
� GRåLYRWQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH
� zmiešané poistenie

$SUR[LPiFLX�FHQ\�GOKRSLX��������SRXåLMHPH�QD�YêSRþHW�strednej hodnoty Z
(jednorázového nettopoistného) a disperzie Z príslušného typu poistenia.

3UL� YãHWNêFK� SRLVWQêFK� GUXKRFK� EXGHPH� SUHGSRNODGD"�� åH� GDQp� SRLVWHQLH

uzavrela osoba vo veku x = 30 rokov.

Na zistenie jednorázového nettopoistného v prípade konštantných
~URNRYêFK�PLHU� L�  � ����� D� L�  � ����� SRXåLMHPH�PHWyGX� XYHGHQ~� Y kapitole 1.
3UtVOXãQp� SRLVWQp� Y\SRþtWDPH� SRPRFRX� W]Y�� NRPXWDþQêFK� þtVHO� �SR]UL [5]).
3RXåLMHPH� SULWRP� ~PUWQRVWQ~� WDEX�NX� þHVNRVORYHQVNêFK� SRLV"RYQt� ����� �� ��

uvedenú v práci [5] (limitný vek ω  = 85 rokov).

Numerické hodnoty� DSUR[LPiFLH� SRLVWQpKR� Y\SRþtWDPH� SUH� SRþLDWRþQ~
(t.j. aktuálnu) úrokovú mieru 04.00 =r , 08.00 =r  a pre parametre Cox-Ingersoll-
5RVVRYKR�PRGHOX��NWRUp�EROL�SRXåLWp�DM�Y práci [2]:

23394.0=κ ,  0808.0=γ ,  0854.0=σ

DRþDVQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH (na n rokov)

3RLVWQi�VXPD���SH�DåQi�MHGQRWND����S�M���EXGH�Y\SODWHQi�QD�NRQFL�URNX�~PUWLD

SRLVWHQHM�RVRE\��DN�VPU"�QDVWDQH�SRþDV�Q�URNRY�RG�X]DYUHWLD�SRLVWQHM�]POXY\�

Premenná Z bude definované ako











−= ∫

+1

0

exp
xK

uduXZ         ak 1,.....,1,0 −= nK x

0=                              ak  ,.....1, += nnKx
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kde
( )

�≥XX
; �R]QDþXMH�NUiWNRGRE~�~URNRY~�PLHUX�GHILQRYDQ~�SRPRFRX�VWRFKDVWLFNHM

diferenciálnej rovnice
( ) ttttt dBXvdtXdX ++= δβ2

Ne-centrálny moment rádu m premennej Z je daný ako

[ ] ∑ ∫
−

=

+


















−=

1

0

1

0

|..exp
n

k
xk

k

u
m qduXmEZE                (3.5)

kde

xk q| �R]QDþXMH�SUDYGHSRGREQRV"��åH�SRLVWHQHF�]RPULH�Y��N����URNX�

Aproximáciu jednorázového nettopoistného dostaneme dosadením (3.4)
do�Y]"DKX (3.5) pre [ ]mZE ��SULþRP�SRORåtPH�m = 1.
Teda

[ ] ( )
( )

( ) xk

n

k

kn

k
xk

k

u qr
e

kqduXEZE |.
1

1
2

1exp~|.exp
1

0
0

1

2
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∑∑ ∫
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+−−
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+




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
−−−


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 −+


















−= γ

κκ
σγ

κ

Disperziu [ ]ZD �Y\SRþtWDPH�]R�Y]"DKX

[ ] [ ] [ ]ZEZEZD 22 −= ,

SULþRP� [ ]2ZE �Y\SRþtWDPH�GRVDGHQtP�m = 2 do vzorca (3.5).

V WDEX�NH� ��� sú uvedené numerické hodnoty aproximácie jednorázového
nettopoistného [ ]ZE  a disperzie [ ]ZD  v�SUtSDGH�GRþDVQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�

7DEX�ND� ��� obsahuje hodnoty jednorázového nettopoistného v prípade
konštantných úrokových mier.

7DEX�ND������ Aproximácia v�SUtSDGH�GRþDVQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH

E[Z] D[Z]
n

r0 = 0.04 r0 = 0.08 r0 = 0.04 r0 = 0.08
1 0.0026 0.0025 0.0025 0.0023
5 0.0130 0.0120 0.0112 0.0096
10 0.0251 0.0225 0.0184 0.0150
15 0.0365 0.0322 0.0228 0.0181
20 0.0478 0.0417 0.0253 0.0199
25 0.0585 0.0508 0.0264 0.0207
30 0.0688 0.0594 0.0266 0.0208
35 0.0787 0.0678 0.0261 0.0204
40 0.0878 0.0754 0.0252 0.0198
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7DEX�ND� ���� 'RþDVQp� SRLVWHQLH� QD� ~PUWLH� ]D� SUHGSRNODGX� NRQãWDQWQêFK

úrokových mier

E[Z] D[Z]
n

i = 0.04 i = 0.08 i = 0.04 i = 0.08
1 0.0026 0.0025 0.0025 0.0023
5 0.0134 0.0119 0.0117 0.0094
10 0.0273 0.0222 0.0213 0.0147
15 0.0428 0.0317 0.0295 0.0177
20 0.0610 0.0409 0.0366 0.0194
25 0.0818 0.0497 0.0421 0.0201
30 0.1056 0.0579 0.0456 0.0201
35 0.1331 0.0658 0.0465 0.0198
40 0.1633 0.0730 0.0444 0.0192

Pre n = 1 sú výsledky obidvoch modelov rovnaké. Pri úrokovej miere i = 0,04
Y\ãOL� KRGQRW\� MHGQRUi]RYpKR� SRLVWQpKR� Y\ããLH� QHå� SUL� DSUR[LPiFLL�� $YãDN� SUL

i� ������MH�WR�Xå�RSDþQH��3RGREQi�VLWXiFLD�VD�MDYt�DM�SUL�YêSRþWH�GLVSHU]LH�
9LGtPH�� åH� UR]GLHO\� Y�KRGQRWiFK� SRLVWQpKR� SRþtWDQRP� U{]Q\PL� PHWyGDPL� SUL

~URNX������V~�PHQãLH�QHå�SUL������

DRåLYRWQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH

V tomto prípade bude�SRLVWQi�VXPD�XUþLWH�Y\SODWHQi��D�WR�QD�NRQFL�URNX�~PUWLD
poistenca.
Potom
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Ne-centrálny moment rádu m má tvar
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   (3.6)

Po dosadení m = 1�GR�Y]"DKX�������D�SUtVOXãQHM�DSUR[LPiFLH�������GRVWDQHPH
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     V WDEX�NH� ��� sú uvedené numerické hodnoty aproximácie jednorázového
nettopoistného [ ]ZE  a disperzie [ ]ZD  v�SUtSDGH�GRåLYRWQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH�
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7DEX�ND������ Aproximácia v�SUtSDGH�GRåLYRWQpKR�SRLVWHQLD�QD�~PUWLH

E[Z] D[Z]
r0 = 0.04 r0 = 0.08 r0 = 0.04 r0 = 0.08
0.1034 0.0886 0.0228 0.0180

Uvedené hodnoty porovnáme s výsledkami získanými pri konštantných
úrokových mierach.

7DEX�ND� ���� 'RåLYRWQp� SRLVWHQLH� QD� ~PUWLH� ]D� SUHGSRNODGX� NRQãWDQWQêFK

úrokových mier

E[Z] D[Z]
i = 0.04 i = 0.08 i = 0.04 i = 0.08
0.2342 0.0853 0.0276 0.0176

3RURYQDQtP� YêVOHGNRY� YLGtPH�� åH� QDVWiYD� URYQDNi� VLWXiFLD� DNR� SUL

GRþDVQRP�SRLVWHQt�QD�~PUWLH��3UL�NRQãWDQWQHM�~URNRYHM�PLHUH�L� ������MH�KRGQRWD

MHGQRUi]RYpKR� SRLVWQpKR� YlþãLD� R� ������� QHå� � Y�SUtSDGH� DSUR[LPiFLH�� þR� MH

SRPHUQH�YH�Nê�UR]GLHO��3RGREQH�MH�WR�DM�Y prípade disperzie. Pri  i = 0,08 je to
RSl"� RSDþQH�� 5R]GLHO\�PHG]L� Y\SRþtWDQêPL� KRGQRWDPL� V~� QLåãLH� SUL� ~URNRYHM

miere 0.08.

Zmiešané poistenie

Poistná suma je vyplatená
• QD� NRQFL� URNX� ~PUWLD�� DN� SRLVWHQHF� ]RPULH� SRþDV� Q� URNRY� RG� X]DYUHWLD

poistnej zmluvy,
• v�þDVH�Q��DN�SRLVWHQHF�SUHåLMH�Q�URNRY�

V�G{VOHGNX�WRKR�EXGH�V~þDVQi�KRGQRWD��Z  zmiešaného poistenia definovaná ako
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V WDEX�NH� ��� sú uvedené numerické hodnoty aproximácie jednorázového
nettopoistného [ ]ZE  a disperzie [ ]ZD  v prípade zmiešaného poistenia.

7DEX�ND������ Aproximácia v prípade zmiešaného poistenia

E[Z] D[Z]
n

r0 = 0.04 r0 = 0.08 r0 = 0.04 r0 = 0.08
1 0.9617 0.9280 0 0
5 0.7749 0.6891 0.0002 0.0003
10 0.5570 0.4782 0.0017 0.0018
15 0.3956 0.3364 0.0048 0.0045
20 0.2852 0.2422 0.0087 0.0075
25 0.2123 0.1804 0.0125 0.0104
30 0.1654 0.1409 0.0159 0.0130
35 0.1364 0.1164 0.0186 0.0149
40 0.1195 0.1022 0.0205 0.0163

7DEX�ND� ���� obsahuje hodnoty ( )ZE  a ( )ZD  získané pomocou metód
na�YêSRþHW�SRLVWQpKR�]D�SUHGSRNODGX�NRQãWDQWQêFK�~URNRYêFK�PLHU�

7DEX�ND� � ���  Zmiešané poistenie za predpokladu konštantných úrokových
mier

E[Z] D[Z]
n

i = 0.04 i = 0.08 i = 0.04 i = 0.08
1 0.9615 0.9259 0 0
5 0.8229 0.6823 0.0001 0.0003
10 0.6798 0.4696 0.0008 0.0019
15 0.5647 0.3280 0.0023 0.0045
20 0.4731 0.2347 0.0046 0.0075
25 0.4012 0.1740 0.0076 0.0104
30 0.3460 0.1354 0.0111 0.0129
35 0.3052 0.1118 0.0147 0.0147
40 0.2768 0.0981 0.0181 0.0160
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9LGtPH��åH�SUL�~URNRYHM�PLHUH�L� ������V~�KRGQRW\�MHGQRUi]RYpKR�SRLVWQpKR

Y\ããLH� QHå� Y prípade aproximácie s 04.00 =r . To však neplatí pre n = 1.
Disperzie sú vo všetkých prípadoch pre n = 1 nulové. Pre ostatné hodnoty n sú
ich hodnoty v obLGYRFK�PRGHORFK�SULEOLåQH�URYQDNp�

Záver:

3RURYQDQtP�YêVOHGNRY�VPH�]LVWLOL��åH�KRGQRW\� MHGQRUi]RYpKR�SRLVWQpKR� VD

SUL� MHGQRWOLYêFK� PHWyGDFK� YêSRþWX� OtãLD�� 6PHURGDMQi� RGFKêOND� �W�M�� GUXKi

odmocnina z disperzie) nám udáva riziko poistenia. Konkrétne hodnoty uvedené
v�WDEX�NiFK�SRWYUG]XM~�IDNW��åH�V�UDVW~FRX�G�åNRX�SRLVWQHM�GRE\�UDVWLH�DM� UL]LNR
poistenia.

$NR� VPH� Xå� XYLHGOL�� Y� SUD[L� VD� RGSRU~þD� SRXåtYD"� XYHGHQp� DSUR[LPiFLH

poistného len v prípade, ak nemáme k�GLVSR]tFLL� åLDGQH� H[DNWQp� Y]RUFH�

SUtSDGQH�LFK�YêSRþHW�MH�þDVRYR�SUtOLã�QiURþQê�



50

ZÁVER

V QDãHM� SUiFL� VPH� VD� ]DPHUDOL� QD� K�DGDQLH� PHWyG� XPRå�XM~FLFK� YêSRþHW

jednorázového nettopoistného a poistných rezerv v prípade stochastických úrokových
mier.

V prvej kapitole sme sformulovali diskrétny a spojitý stochastický model
åLYRWQpKR� SRLVWHQLD� MHGQHM� RVRE\�� 8Ni]DOL� VPH�� åH� MHGQRUi]RYp� QHWWRSRLVWQp

Y\SRþtWDPH�DNR�VWUHGQ~�KRGQRWX�QiKRGQHM�SUHPHQQHM�Y\MDGUXM~FHM�YêGDYN\�SRLV"RYQH

v þDVH�X]DYUHWLD�SRLVWQHM� ]POXY\��6WRFKDVWLFNê�PRGHO� XPRå�XMH�Y\SRþtWD"� DM� VWUHGQp

UL]LNR�SRLVWHQLD��þR�P{åH�E\"�Y SUD[L�SUH�SRLV"RY�X�XåLWRþQp�
V GUXKHM� NDSLWROH� VPH� XYLHGOL� PHWyGX� QD� YêSRþHW� SRLVWQêFK� UH]HUY� Y prípade

VWRFKDVWLFNêFK�~URNRYêFK�PLHU��$SOLNRYDOL�VPH�MX�QD�XNiåNRYê�PRGHO�V konkrétnymi
KRGQRWDPL�SDUDPHWURY�D�Y\þtVOLOL�VPH�DNXPXORYDQp�VWUDW\�SRLV"RYQH��URþQp�VWUDW\�D�LFK

rozdelenie.
2EVDKRP� WUHWHM� NDSLWRO\� EROD� LQi� PHWyGD� QD� YêSRþHW� SRLVWQpKR�� %ROD� ]DORåHQi

na SUHGSRNODGH�� åH� ~URNRYi� PLHUD� VD� ULDGL� VWRFKDVWLFNRX� GLIHUHQFLiOQRX� URYQLFRX�

$SOLNRYDOL�VPH�MX�QD�WUL�NRQNUpWQH�SRLVWHQLD���GRþDVQp�SRLVWHQLH�QD�~PUWLH��GRåLYRWQp

poistenie na úmrtie a zmiešané poistenie. Výsledky sme porovnali s hodnotami
SRLVWQpKR�Y\SRþtWDQpKR�SUL�NRQãWDQWQêFK�~URNRYêFK�PLHUDFK��5R]GLHO\�YR�YêVOHGNRFK

V~�EDGDWH�Qp��0HWyGD�Y\XåtYDM~FD�DSUR[LPiFLX�FLHQ�GOKRSLVRY�VD�RGSRU~þD�SRXåtYD"

v praxi len v nevyhnutných prípadoch.
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PRÍLOHA

Program v VRIWYpUL� 0DWKHPDWLFD�� QD� QXPHULFNê� YêSRþHW� YDOXiFLH� Y modeli
so VWRFKDVWLFNêPL�~URNRYêPL�PLHUDPL�D�UR]NODGX�URþQêFK�VWUiW�QD�WHFKQLFNp�D�ILQDQþQp
straty. Model je opísaný v kapitole 2.

Stochastické váhy nkZk ,.....,2,1, = �P{åHPH�JHQHURYD"�SUtND]RP

 For[i=0,i<=n-1,i++,Z[i]=Divide[Random[Integer,{0,M}],M]];
V našom príklade sme pracovali s nasledujúcimi náhodnými hodnotami:

,10 =Z  ,11 =Z  ,02 =Z  ,13 =Z  ,14 =Z  ,05 =Z  ,16 =Z  ,17 =Z  ,18 =Z

 ,19 =Z  ,010 =Z  ,011 =Z  ,112 =Z  ,013 =Z  ,014 =Z  .015 =Z

M=1; doba=16; n=16; epsilon=0.5; delta=0.95; alfa=10; betaa=2;
DELT=N[delta-epsilon];
Discount[i_,alfa_,betaa_]:=
                  N[Sum[Binomial[i,k]*epsilon^k*DELT^(i-k)*
                  Divide[Pochhammer[alfa,i-k],Pochhammer[alfa+betaa,i-k]],{k,0,i}]];
q=Table[Discount[i,alfa,betaa],{i,0,n}];
g1=ListPlot[q,PlotJoined->True,PlotRange->{0,1}];
Array[Z,n,0];
Z[0]:=1; Z[1]:=1; Z[2]:=0; Z[3]:=1; Z[4]:=1; Z[5]:=0; Z[6]:=1; Z[7]:=1; Z[8]:=1;
Z[9]:=1; Z[10]:=0; Z[11]:=0; Z[12]:=1; Z[13]:=0; Z[14]:=0; Z[15]:=0;
Array[a,n,0];
Do[a[0]=alfa;a[i+1]=a[i]+M*Z[i],{i,0,n-1}];
Table[a[i],{i,0,n-1}];
Array[b,n,0];
Do[b[0]=betaa;b[i+1]=b[i]+M*(1-Z[i]),{i,0,n-1}];
Table[b[i],{i,0,n-1}];
Array[V,n+1,0];
V[0]:=SetPrecision[Discount[n,a[0],b[0]],10];
V[n]:=1;
Do[V[j]=SetPrecision[Discount[n-j,a[j],b[j]],5],{j,1,n-1}];
Table[V[i],{i,0,n}];
Array[X,n+1,0];
X[0]:=0; X[1]:=-16; X[2]:=9; X[3]:=24; X[4]:=21; X[5]:=6; X[6]:=-39; X[7]:=-16;
X[8]:=15; X[9]:=1; X[10]:=15; X[11]:=30; X[12]:=-49; X[13]:=14; X[14]:=-18;
X[15]:=8; X[16]:=-48;
Array[AXF,doba];
For[t=1,t<=doba,t++,
AXF[t]=Sum[Divide[Discount[k,alfa,betaa],Discount[t,alfa,betaa]]*X[k],{k,0,t}]];
Table[SetPrecision[AXF[t],5],{t,1,doba}];
Array[RXF,doba,0];
For[t=1,t<=doba,t++,RXF[t]=Sum[Discount[k-t,a[t],b[t]]*X[k],{k,t+1,n}]];
Table[RXF[t],{t,1,doba}];
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Array[QXF,doba,0];
QXF[0]=0;
For[t=1,t<=doba,t++,QXF[t]=AXF[t]+RXF[t]];
Table[SetPrecision[QXF[t],3],{t,1,doba}];
Array[LTX,doba];
For[t=1,t<=doba,t++,
LTX[t]=Divide[Discount[t,alfa,betaa],Discount[t-1,alfa,betaa]]*QXF[t]-QXF[t-1]];
Table[SetPrecision[LTX[t],3],{t,1,doba}];
Array[MX,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,MX[m]=Sum[Discount[k-1,alfa,betaa]*LTX[k],{k,1,m}]];
Table[SetPrecision[MX[m],3],{m,1,doba}];
Array[rplus,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,
       rplus[m]=(1/Discount[m,alfa,betaa])* Sum[Discount[k,a[0],b[0]]*X[k],{k,m,n}]];
Table[rplus[m],{m,1,doba}];
Array[LT,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,
LT[m]=N[(Discount[m,alfa,betaa]/Discount[m-1,alfa,betaa])*(X[m]+RXF[m])-
                 (Discount[m,alfa,betaa]/Discount[m-1,alfa,betaa])*rplus[m],10]];
Table[SetPrecision[LT[m],3],{m,1,doba}];
Array[LF,doba];
RXF[0]=Sum[X[k]*Discount[k,a[0],b[0]],{k,1,n}];
For[m=1,m<=doba,m++,
SetPrecision[LF[m]=(Discount[m,alfa,betaa]/Discount[m-1,alfa,betaa])* rplus[m]-
                                   RXF[m-1],6]];
Table[SetPrecision[LF[m],3],{m,1,doba}];

Premenné v programe

M daný parameter
doba G�åND�SRLVWQHM�GRE\

n dimenzia vektora platieb
epsilon daný parameter
delta daný parameter
alfa daný parameter
betaa daný parameter
Discount diskontný faktor
Z stochastické váhy
a aktualizované hodnoty parametra alfa
b aktualizované hodnoty parametra beta
V hodnota bezkupónového dlhopisu
X vektor platieb
AXF DNXPXORYDQp�SODWE\�GR�D�YUiWDQH�þDVX�t
RXF prospektívna rezerva
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QXF DNXPXORYDQp�VWUDW\�SRLV"RYQH

LTX URþQp�VWUDW\

MX GLVNRQWRYDQp�URþQp�VWUDW\

rplus pomocná premenná
LT technické straty
LF ILQDQþQp�VWUDW\


