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VYZNAM NAJCASTEJSIE POUZIVANYCH SYMBOLOV

P, pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba sa dozije veku (x+1)

a, pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba sa nedozije veku (x+1)

. P, pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba sa dozije veku (x+n)

.0, pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba sa nedozije veku (x+n)

Ja, pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba sa dozije veku (x+n), ale nedozije

sa veku (x+n+1)
I pocet 0s0b dozivajucich sa veku x

W limitny vek

[ urokova miera
v diskontny faktor

d diskontna miera

o intenzita urokovania

T, pocet rokov, ktoré este prezije x-rocna osoba

f (t) hustota pravdepodobnodtj

F.(t) distribu¢na funkcia T,

E[g(x)] stredna hodnota funkcig(x)

D(X) disperzia (rozptyl) nahodnej premennej X

U, intenzita imrtnosti Xx-ro¢nej osoby

U vydavky poistovne v Case uzavretia poistnej zmluvy
X vektor platieb (technické premenné)

¢ stochasticky diskontny vektor (finan¢né premenné)
VaI[X | Ft] valuacia vpripade konstantnych trokovych mier (v Case t)
Q[X | Ft] valuacia wripade stochastickych urokovych mier (v ¢ase t)
A[X | Ft] akumulované platby do a vratane Casu t

R[X | Ft] prospektivna rezerva (v Case t)

Y, rocn¢ premenne

L, (X) ro¢né straty poist'ovne (v Case t)

M (X) sucet diskontovanych roénych strat

(LT technické straty poistovne v ¢ase m

finan¢né straty poistovne v ¢ase m



UvoD

Poistenie zabezpeCuje obfanom pravo na vyplatu zmluvne dohodnutej
finan¢nej Ciastky (tzv. poistnej sumy) v pripade, Ze nastane poistna udalost’ v dobe
platnosti poistnej zmluvy. Poistna udalost’ ma charakter nahodnej udalosti.

V sucasnosti ponukaji poistovne mnozstvo produktov. Jednym z nich je
poistenie 0sOb, pri ktorom sa poistuji ndhodné udalosti stuvisiace so Zivotom,
umrtim a zdravim ¢loveka.

V naSej praci sa zameriame haotné poistenie, ktoré je sucast'ou poistenia
0s6b. Predstavuje spdsob sporenia, investovania a v pripade umrtia poistenej osoby
i ochranu pozostalych.

Modely zivotného poistenia moéZeme vo vSeobecnosti rozdelit’ na

o diskrétne - premenna vyjadrujuca ¢as nadobtda diskrétne hodnoty. To
znamena, ze uvazujeme o casovych okamihoch ako mesiac, rok a podobne.

* spojité - Casova premennd nadobuda 'ubovolné hodnoty z dané¢ho casového
intervalu.

Obidva modely mozno modelovat deterministicky alebo stochasticky.
V deterministickom pristupe su vSetky premenné dané, pripadne sa daju vypocitat’.
Avsak stochastisky pohl'ad znamend, Ze aspon jedna premenné nadobuda hodnoty,
ktoré dopredu nepozname, su teda nahodné.

V praxi sa najcastejSie pouziva najjednoduchsi diskrétny deterministicky
model. Poistovne neustale vyvijaju nové poistné produkty a s tym nevyhnutne
suvisi aj hl'adanie novych kvalitnejSich metdd na vypocet potrebnych tdajov. Preto
s rozvojom poist'ovnictva nachddza svoje uplatnenie i1 stochasticky model.

Cielom diplomovej prace je vypracovat metdody na vypocet poistného a
poistnych rezerv v pripade nahodne sa meniacej urokovej miery. Prislusné metody
sa pokusime aplikovat’ na konkrétne data.

Uvodom do problematiky bude pre nas stochasticky model Zivotného poistenia
jednej osoby - diskrétny i spojity, ktory je opisany v prvej kapitole. Uvedieme
predpoklady modelov a vysvetlime zakladné pojmy, ktoré wankvztahuju. Za
predpokladu konStantnych urokovych mier odvodime vztahy pre vypocet
poistného ako aj d’alSie charakteristiky niektorych typov poistenia.



V druhej kapitole sa zameriame na poistné rezervy a metody ich vypoctu
v pripade stochastickych urokovych mier. Zaver kapitoly obsahuje priklad modelu
ilustrujici metddu vypoctu poistnych rezerv na konkrétnych datach.

Tretia kapitola popisuje iny pristup k vypoctu hodnoty poistného — pomocou
predpokladu, Ze urokova miera sa riadi podl'a stochastickej diferencialnej rovnice.
Metddu zalozent na aplikacii aproximacie cien dlhopisov na Cox-Ingersoll-Rossov
model vyuzijeme na vypocet vysky jednorazového nettopoistného pre niektoré typy
zivotného poistenia.

Dakujem vedticemu diplomovej prace doc. RNDr. Rastislavovi Potockému, CSc.
za odborné vedenie a cenné pripomienky pri pisani tejto prace.



1 STOCHASTICKY MODEL ZIVOTNEHO POISTENIA
JEDNEJ OSOBY

V prvej kapitole uvediemdiskrétny a spoijity stochasticky modelzivotného
poistenia za predpokladkonStantnych urokovych miePri niektorych typoch
poistenia odvodime vztahy umoziujuce vypocitat vysku jednordzového
nettopoistného ako aj tzv. stredné riziko poistenia. Pre ostatné typy uvedieme
v tabul’ke len vysledné vztahy, ked’Ze sposob odvodenia je analogicky. Vysvetlime
pojem jednordzové a bezné nettopoistné a vzt'ah medzi nimi. Podrobnejsie sa touto
problematikou zaoberaju napr. prace [4] a [3].

1.1 DISKRETNY MODEL

V tejto Casti sa zameriame na diskrétny stochasticky modelktorého
predpoklady znacne zjednodusuja skutocnost’.

1.1.1 Predpoklady a zakladné pojmy
Pri formulacii modelu vychadzame z nasledujugobdpokladov:
1. Dika trvania poistnej zmluvy je konecnd.
Aj pri uzavreti dozivotného poistenia predpokladame, ze poistna udalost’

nastane do nejakého veku(tzv. limitny vek). U nas zvycajne w =103 rokov.

2. Pre interval dizky poistenia x-roénej osoby (0, - x) je definovanyrozklad casu
Z ={ty,ty,t, ), t, =0<t, <...<t, =w-X tak, Ze pre kazdé 0< j < n plati

t -t =t -t

Predpokladajme, ze t, —t, =1 rok, takze Z = {O,LZ,....}.

3. Poistné udalosti su splatné len v ¢asoch t,t,,.....L, .
Ak poistena osoba zomrie v Case tD(tj_l,tj), poistna suma bude vyplatena

pozostalym v Case t;.
4. Pravdepodobnost umrtia je v priebehu intervalu (tj_l,tj) konStantna

5. Pravdepodobnosti umrtia a urocenie su nezavislé od vysky poistnych plneni.



Oznaéme

. P, - pravdepodobnost’, Ze x-ro€na osoba sa doZije veku (x+t),
.q, - pravdepodobnost’, Ze x-rocnd osoba sa nedozije veku (x+t),

.| q, - pravdepodobnost’, Ze x-rona osoba sa doZije veku (x+t), ale nedoZije sa
veku (x+t+1),
|, - pocet 0sob dozivajlcich sa veku x.

Pre pravdepodobnost’ , p, plati

I
P = (L.1)

Z uvedenych definicii je zrejmé, ze , p,+,q, =1.
Dalej definujme

T, - tzv.budiica diZka Zivota x-roénej osoby. Vyjadruje zostavajucu dizku

zivota osoby vo veku x. Je to spojita ndhodné premenna nadobudajuca
hodnotyt 0(0,w - x).

Jej distribu¢ni funkciu oznaéime F, (t). Nazyva sginkcia doby Zivota.
F.(t)=P(T, <t)=aq, (1.2)

K - tzv.skratena budiica diZka Zivota x-ro¢nej osoby. Je to diskrétna nahodna
premennd, ktora nadobtda hodndifo1.......w - x} .
K,=[T] tj. K, <T, <K, +1.
Jej distribuénu funkciu nazyvame funkcia prezitia, 0zn. S,(t).

5.(t)=1-F,)=P(T, >t)=p, (1.3)

Na zaklade definicie K, a vztahu (1.2) mozeme odvodit rozdelenie
pravdepodobnostikratenej buducej dizky Zivota:
P(Kx = t) = P(t <T, <t +1) =F, (t +1)_ Fy (t):t+qu O = 1Py (1_t px) =
=Py Tt41Px =1 Px Tt P Pt = Py (1 ~ Pyt )
Potom

P(K, = t)=P,0. = a, (1.4)



Teda diskrétna nahodna premennd, nadobida hodnotyt0{012,....}
spravdepodobnostou ,|q, .

Pouzité vzt'ahy mézeme slovne vyjadrit’ nasledujicim sposobom:

w1 Py =P, Pysr - pravdepodobnost’, ze osoba vo veku x sa dozije nasledujucich

(t +1) rokov sa rovna sucinu pravdepodobnosti, ze x-ro¢na osoba
sa dozije veku (x+t) a suCasne (x+t)-rocna osoba sa dozije veku
(x+t+1).

1d,=p,.0... -pravdepodobnost’, Ze x-ro¢na osoba zomrie v roku (t+1) sa rovna

sucinu pravdepodobnosti, Ze sa dozije veku (x+t) a sicasne
nedozije veku (x+t+1).

Distribu¢na funkcia skratenej buducej dizky zivota K, ozn.Gx(t), ma potom tvar:

ZP Z | 0y =1 Oy (1.5)

Skratent stredni diZzku Zivota x-ro¢nej osoby ozna¢ime symbolom e, a
vypocitame ju ako stredni hodnotu nahodnej premennej K, :

00 00

e =E(K,)=YtP(K, =t)=y P :1PT >1)=5 .p,

t=1 t=1 = t t=1

Teda
ex = Z t px (16)

Disperzia nahodnej premenné§, ma tvar (pozri [3]):

o | )
=2yt —-e - 1.7
; IX eX (e)() ( )



1.1.2 Zkladné typy Zivotného poistenia

Pod pojmomjednorazové nettopoistnérozumieme poistné bez nakladov
poistovne zaplatené poistenou osobou pri uzavreti poistnej zmluvy.

V tejto Casti odvodime vztahy pre vypocet jednorazového nettopoistného
niektorych poistnych druhov. Predpokladame, Ze poistna suma sa rovna jednej
penaznej jednotke (1 p.j.).

Zisk poistovne Vc¢ase t = O (v Case uzavretia poistnej zmluvy) ,0zn.Z, sa
rovna rozdielusicasnej hodnoty poistenia (jednorazového nettopoistného), ozn.
JP, a hodnotyydavkov poistovne v c¢ase t = 0 (0zn.U).

Teda
Z=JP-U

Logickou poziadavkou je, aby strednd hodnota zisku poistovne v ¢ase t = 0 bola
nulovj t.j. E(Z)=0.
Potom

0=E(z)=JP-E{U) O JIP=E{)

Teda sucasni hodnotu poistenia vypocitame ako strednii hodnotu vydavkov
poistovne v case uzavretia poistnej zmluvy.

Okrem strednej hodnoty premenngj odvodime aj jej disperziuD(U).

Pomocou nej mdZeme vypoéitat smerodajnd odchylku /D(U), ktord uruje
tzv. stredné riziko poistenia[4]. Poistenie je tym riskantnejSie, ¢im je stredné
riziko vyssSie.

1.1.2.1 Poistenie na doZitie

Pri tomto type poistenia je poistnou udalostou doZitie sa zmluvne dohodnutého
vekupoistenou osobou. T.j.

Poistoviia vyplati 1 p.j., ak sa dnes x-rocna poistend osoba doZije veku (x+n).

Sucasnt hodnotu tohto poistenia oznacujeme

1
xn|

10



Hodnota vydavkov poistovne v Case uzavretia poistnej zmluvy U je ndhodna
premennd, ktora je funkciou €asu K, :

U=g(K,)=0 pre K, <n
=Vv" pre K, =n
kde v — diskontny faktor.

T.j. ak sa poistenec
» dozije veku (x+n) (s pravdepodobnostou |, p,), poistovita mu vyplati sucasni

hodnotu poistnej sumyyv"
* nedozije veku (x+n) (s pravdepodobnostou , g, ), si¢asna hodnota vyplaty bude
nulova.

Sucasna hodnota poistenia sa rovna strednej hodnote ndhodnej premennej U:

A—l = E(U):anx +Vn'n px :Vn'n pX

xn|

Teda
A =v" p, (1.8)

xn|

Pomocou (1.8) odvodime vzt'ah pre disperziu:

DU)=EWL?)-E2U)=0%,q,+ (" F..p — (b ) =V v, B, ) =
=v2. p, [-,p,) = V2" Py, Oy

v 1 v , . . .. - . ,
Ak oznac¢ime symbolom ZAXT]| sucasnu hodnotu poistenia na dozitie s diskontnym

faktoromv?, mozeme disperziu ndhodnej premennej U vyjadrit’ ako
D)= (Vb -6 pF =y - (a ] (19)

Smerodajnit odchylku (nahodnti odchylku od ocakavanej hodnoty), ktora urcuje
stredné riziko poistenia vypocitame zo vztahu

0 =/DU) =V*"., P,

alebo

o= \/2A7n|1 _(Axﬂl)z (1.10)

11



1.1.2.2 Dozivotné poistenie na umrtie

Pri tomto type poistenia je poistnou udalostou smrt” poisteného. Nahodnost
poistnej udalostinespociva v tom, ¢i smrt’ nastane, ale kedy nastane.

Osoba vo veku x sa poisti tak, Ze ak zomrie, poistovia zaplati na konci roka 1 p.j.
jej dedicom.

T.j. ak poistenec zomrie

* na zaciatku poistenia, poistoviia vyplati pozostalym na konci roka 1 p.j., ktorej
sucasna hodnota je 1v,

e Vv prvom roku poistenjapoistoviia vyplati na konci roka 1 p.j., jej sucasna
hodnota jel.v?,

e Vv n-tom roku poistenjatcasna hodnota platby bude 1.v™.

Stucasnu hodnotu dozivotného poistenia na imrtie oznacujeme
A
Z uvedeného vyplyva, ze nahodna premenna U bude vtomto pripade dana
vzt'ahom
U =g(K,)=v""

Sucasnu hodnotu poistenia vypocitame opét’ ako stredni hodnotu premennej U :

w—X w—X

A =E(U)= ;v“l-P(Kx =t)= > VPt (1.11)

t=

Predisperziu ndhodnej premennej U plati

w—X

DU)=EU?)-E2(U)= sz(‘ﬂ).P(Kx =t)-E2[U)=2A - (A ) (1.12)

t=
kde®A je sti¢asna hodnota dozivotného poistenia na umrtie s diskontnym faktorom

V2,

Stredné riziko poistenia

o=,DU)=4?A -(A) (1.13)

12



1.1.2.3 ZmieSané poistenie

ZmieSané poistenige najcastejSou formou poistenia a predstavuje kombinaciu
doc¢asného poistenia na umrtie a poistenia na dozitie.

X-rocna osoba poisti tak, ze ak zomrie do veku (x+n), bude jej dedicom vyplatena 1
p.j. a ak sa doZije veku (x+n), bude 1 p.j. vyplatend jej.

Stcasnu hodnotu zmieSaného poistenia oznacujeme

Aq

Vypocitame ju ako strednt hodnotu ndhodnej premenne;j
U=g(K,)=v" preK, <n
=Vv" preK,=n

Je teda zrejmé, Ze st€asna hodnota zmieSaného poistenia sa rovna suctu sucasnej
: : P L e . .
hodnoty poistenia na umrtie na n rok(n/zn.Am ) asucasnej hodnoty poistenia

nadozitie (0zn.A_" ).
xn|

Teda
Aﬂ = A%nl + 'A%ll (1.14)
Potom
Zv”lPK =t)+ ZV” m+anP =t)=
_ 1_
- n p - xn| xn| - xn|
OznaCme

A, =EQ.)

xn|

A =E(U,),pricom U =U, +U, a U,,U, sl zavislé nahodné premenné.

Predisperziu U plati
D(U)=D(,)+DU,)+2.coMu,,U,) (1.15)

kde kovariancia je definovana vztahom
covU,,U,)=E{U,U,)-EU,)EU,).

Ked'ze
uU,u,=0 O covWU,,U,)=-EU,)EU,)

13



Potom
D(U)=D(,)+DU,)+2.coMu,,U,)=D(,)+DU,)-2.EU,)EU,)=

:ZAiT1| —(Aiﬂ)2 +v2a p,.. 0, —2.v”.an.Ai—n|

Po uprave dostaneme
pU)=A - (AL f +vrp v g, -2AL ) (1.16)

xn|

Stredné riziko poistenia vyjadrlme ako

o= ,/D(Uj—\/ L - an)z v g X—ZAm) (1.17)

1.1.2.4 Poistenie dochodkov

V nasledujucej Casti uvedieme odvodenie jednorazového nettopoistného pre
docasny predlehotny dochodok. Pri tomto type poistenia bude— rocnd osoba
dostdavat kazdorocne na zaciatku roka (predlehotne) 1 p.j., pokial bude nazive,
najviac vSak n rokov.

Stucasnt hodnotu oznacujeme

xn|

Rovnako ako v predchadzajicich typoch poistenia sa bude rovnat’ strednej hodnote
nadhodnej premennej U, ktora je v tomto pripade definovana ako

U= g(Kx):%m

Z finan¢nej matematiky vieme, ze plati

8§?:1+vt +....+Vvit =

(1.18)

kde d=1-v je diskontna miera.

Pouzitim vzt'ahu (1.18) dostaneme

14



Plati

—l

v p(K, =t)+ S v P(K, =t)= A
;V ;

kde A, Je siicasna hodnota zmieSan¢ho poistenia.

Potom

1
E(U):H ‘Am]:%

V poslednom kroku sme pouzili znamy vzorec z poistnej matematiky, ktory
plati analogicky aj pre dalSie typy poistenia. Jeho platnost moézeme overit
napriklad pre dozivotny predlehotny dochodok, ktorého sucasnti hodnotu
oznacujeme &:

~ ~ — i+ _1_E(Vt+1)_1_A<
&'E(%)'Egld E_ d

Teda
. % (1.19)

Disperzianahodne;j premennej U bude mat’ tvar

DU)=EU?)-E? (Hu)2 P(K, =t) +§(agﬁ)2.P(KX:t)—E2(u)
Z t=n

T

xn| ( ><n|)z (120)
kde 28%' je stcasna hodnota docasného predlehotného ddchodku s diskontnym
faktoromv?.
Poznamka:

Disperzia dochodkowa pre zlozitost zvy€ajne vyjadruje pomocou poistenia
na umrtie.

Napr. predozivotny dochodok plati
_ygt+l 1
D)= Dl )= oY L o)=L (A - &)
Teda
1
D)8 - (&) = (A - A) (1.21)

Analogicky vzt'ah dostaneme pre d’alSie poistné druhy.
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Zaver:
Odvodili sme vztahy pre vypocet jednorazoveho poistnéhoa stredného
rizika poistenia niektorych typov Zivotného poistenia.

V tabul’ke €.1 s uvedené tvary ndhodnej premennej U (t.j. vydavky poistovne
Vv Case uzavretia poistnej zmluvy), ich stredné hodnoty a disperzie aj d’alSich
poistnych druhov v pripadgiskrétneho stochastického modébzno ich odvodit’
podobnym postupom (pozri [4], [3]).

Poznamka:

Ako sme uz uviedli, poistné bez nakladov poistovne zaplatené pri uzavreti
poistnej zmluvy nazyvamgdnorazové nettopoistné alebo sucasnd hodnota
poistenia Oznalujeme ho symbolom 7, pripadne n(), kde v zatvorke
Specifikujeme druh poistenia. Ak chceme zdoraznit, Ze ide o x-ro¢nu osobu,
pouzivame symbol 77, .

Vieme, ze plati m=E{), kde U je prislusna nahodna premenna vyjadrujica
hodnotu vydavkov poistovne v ¢ase uzavretia poistnej zmluvy.

BeZné nettopoistné oznadujeme P (resp. P() alebo P,). Pod tymto pojmom

rozumiemepravidelné predlehotné rocné splatky poistného, pricom neuvazujeme
0 ndkladoch poistovne.
Bezné nettopoistné bude platené m rokoy m< n, kde n je dlzka trvania poistenia.

Vztah medzi jednordzovym a beznym nettopoistnym mozeme vyjadrit’ ako
p=_" (1.22)
&,

Odvodenie tohto vzt'ahu je uvedené napriklad v praci [4].
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Tabul’ka 1.1 - Tvar nahodnej premennej U, jej stredna hodnota a disperzia pre
jednotlivé typy poistenia v pripade diskrétneho stochastického modelu.

Typ poistenia

U

E(U)

D(U)

Poistenie na
dozitie

0 akK,<n
vt ak K, 2n

1
xn|

a-(agf

DozZivotné
poistenie na
amrtie

VKX+1

A,

A - (A)

Docasne
poistenie na
amrtie

vkt ak K <n
0 akK, =n

1
xn|

A - f

xn|

Dozivotné
poistenie na
umrtie odlozZené
o k rokov

0 akK, <k
v ak K =2k

o A

2IA - (IA)

Docasné
poistenie na
umrtie odlozZené
0 k rokov

VKL

ak K Ofk,k +1,....k+n-1}

akK ,O{k,k+1,....k+n-

1
k | x|

2 AL - (1AL F

xn|

ZmieSané
poistenie

v ak K, <n

vt akK, =n

TR E

xn| xn|

- 1
+Vn'n Py Vr]'n dx 2%

Dozivotny
predlehotny
dochodok

K+l

la-ay]

Dozivotny
polehotny
dochodok

&

Docasny
predlehotny
dochodok

min{ Kx+l,n}|

10.

Docasny
polehotny
dochodok

amin{KX,n}|

i

A -]

11.

Dozivotny
predlehotny
dochodok
odlozeny o k
rokov

0 ak K, <k
& - ak K, 2k

K+l

o &

112 2
d_2 k|A<_(k|A<)]

12.

Docasny
predlehotny
dochodok
odlozeny o k
rokov

0 akK, <k

&rﬁm ak K, =Kk

o &,

laac-(iaf]
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1.2 SPOJITY MODEL

V nasledujucej podkapitole uvediemspojity stochasticky modeljeho
predpoklady, zakladné definicie a odvodime podobne ako v diskréthom
stochastickom modeli vztahy pre jednorazoveé nettopoistne

1.2.1 Predpoklady a zakladné pojmy

Ako sme uz spomenuli, predpoklady v diskrétnom modeli znacne zjednodusuju
skuto¢nost’.

Ak budeme wpojitom modeli pracovat’ s nahodnou premennot,, odstranime
predpoklady(1), (2) uvedené v diskrétnom modeli.

V spojitom modeli sgoistnd suma bude vyplacat okamZite po nastati poistnej
udalosti ¢im sa odstrani predpoklad (3).

Predpoklad(4) v diskréthom modeli odstranime, &knkciu |, (vyjadrujucu pocet

os6b dozivajucich sa veku x) budeme povazovat za spojitu a diferencovatelnu
na intervale[, «).

Preto definujeméntenzitu amrtnosti osoby vo veku x (ozm, ):

e = jim 22 (1.23)
h-0* h

kde
+d, - pravdepodobnost’, Ze x - rocnd osoba sa nedozije veku (x+h).

Uvedeny vztah mézeme upravit’ nasledujicim spdsobom:

,Ll —_ .. llx_|x+h __l, I><+h_|x __ld(lx)
< limy T | , dx

| =

Dostali sme d’alSie moznosti vyjadrenia intenzity imrtnosti:

u, =-190) (1.24)
|, dx
alebo
" __d(n1,) (1.25)
dx
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V spojitom modeli pouzijeme Spojité Urokovanie. Z finan¢nej matematiky vieme,
ze:

- intenzita Grokovaniad = In(1+i)

— diskontny faktor v=e? [0 vi=g"

Pomocou vzorcov (1.1) a (1.2) odvodime vztah pre hustotu pravdepodobnosti
nahodnej premenndj :

odkial

dt - I'lx+t I><+t
Po dosadeni
1 _
_l’lx+t l x+t ~t px'le+t

Tedahustotu pravdepodobnostim6ézeme vyjadrit’ v tvare

d
fx(t):a(_t px):tpx':uxﬂ (126)

Predistribu¢nu funkciu ndhodnej premenndj, potom plati:

t t
:I fx(s)ds :Is P.-M,.dS=,q, (1.27)
0 0

Oznaéme strednmi hodnotu budiicej dizky Zivota E(T) Symbolome Pouzitim
metody per partedostaneme

p) ud?t ) u=1
e =E(T Itf (t)dt= It 0,1, 0t = It dt=|, _ O;tpx vepl
=lim|-t. pxz+w pxdt:0+w pxdt:m p,dt
lim(-t..p,J; [ [ pat=[.
Teda
& = [ p.dt (1.28)
J)'t
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Disperziabuducej dizky Zivota D(T,) bude mat tvar:

D(r,)= E(r2)-£°(1,)= 1.1, (- FB.F = [t ct-FE.

Pouzitim metodyper partesa po Uprave dostaneme

D(T, )= 2.]it.t p,dt— Et pxdtg (1.29)

1.2.2 Zkladné typy Zivotného poistenia

V tejto Casti odvodime vzorce umoznujuce vypocet jednorazového
nettopoistnéhgq t.j. strednt hodnotu nahodnej premennej, ktora vyjadruje vydavky
poistovne v ¢ase uzavretia poistnej zmluvy. Podobne ako v diskréthom modeli
odvodime aptredné riziko poistenia

1.2.2.1 Docasné poistenie na umrtie s vyplatou davky \ase smrti

Predpokladame, ze poistnda suma bude vyplatend okamzite po umrti poistenej
osoby.
Sticasnt hodnotu poistenia oznacujeme

Al
A

Nahodna premenna U ma v tomto pripade tvar
U=g(T,)=v" preT, <n
=0 preT, >n

Sucasni hodnotu poistenia vypocitame ako stredni hodnotu ndhodnej premenne;j
U, teda

AL =EQ)=[ol)f, ()t =[v., p, 4, o (1.30)
0 0

Predisperziu plati

D(U ) = E(U )_ EZ(U ) :j’VZt 't px'leHdt - %Vt "t px'l’lx+tdt§
0

Teda
D(U)="AL - (AL f (1.31)

xn|

priCom Z'E‘xlﬂ je sucasnd hodnota docasné¢ho poistenia na umrtie s intenzitou

urokovania2d .
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Stredné riziko poisteniavypocitame ako druhti odmocninu z disperzie, t.].
DU a/Zm—fmF (1.32)

xn| xn|

Poznamka:
Podobne ako diskrétnom modeli plati vzt'ah (odvodenie moZeme najst’ v praci
[4):

A =1-da, (1.33)
Analogické vyjadrenie dostaneme aj pre ostatné typy poistenia.

Poznamka:
V praxi sa poistenia na Umrtie svyplatou davkyase smrti aproximuiju
diskrétnym poistenim

1.2.2.2 DoZivotny dochodok vypldacany spojite v priebehu roka

V diskrétnom modelisme predpokladali, Ze poistoviia vyplaca ddchodok
v diskrétnych ¢asovych okamihoch. V spojitom modeli hovsak bude vyplacat
spojite pocas celého roka.

Stcasnt hodnotu dozivotného déchodku oznacujeme

a

X

Hodnotu vydavkov poistovne v c¢ase uzavretia poistnej zmluvy definujeme
pomocou nahodnej premennej U
U=9(T,)=a,  preT,00)

kde a; je isty déchodok vyplacany spoijite t rokov.

\% spoj itom modeli plati analogicky vztah k (1.18):

< I o S B & _1-e% _1-V
a = J’v ds= J’e ds= [e ] =5 (e -1)= 5 T 3 (1.34)
Sucasnu hodnotu dochodku vypocitame pomocou metody per partes
o o o ; _l-e®*
8, =E0)=[ol) .0t = [a. posadt= Lo, M=l T TR =
0 0 tpxl’lx+t v :_t px
.0 1-eaff = a _ _
= |ZI[T;]° P H) -!’e -.p, )dt=0- J’e ~p, )t —'!'v‘ . P, dt
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Teda
a = !’v‘ . p.dt (1.35)

Odvodenie vzt'ahu pre disperziu nahodnej premennej U mozeme najst’ v praci [4].
Vysledny tvar je

DU)=EU?)-E*V)= . ~a)-@&) (1.36)

kde 2a, je hodnota dozivotného spojitého dochodku s intenzitou Urokovaniasd .

Potomstredné riziko poistenia

o=.,DU =\/§(ax—zax)—(ax)2 (1.37)

Poznamka:
V spojitom modeli mdézeme podobne ako v diskrétnom vyjadrit vztahy pre
disperzie dochodkogyomocou stuc¢asnej hodnoty poistenia na imrtie.
Napr. po dosadeni vzorca (1.33) dostaneme:
A 1-2A A YF
00)-2(a)- () - 2 A AL b-A)
0] 20 o)

Po Uprave

D)= -4 - ()] (1.38)

1.2.2.3 ZmieSané poistenia&amzitou vyplatou davky

Predpokladame, ze poistoviia vyplati poistnu sumu okamzite po nastati poistnej
udalosti.

Sucasnt hodnotu zmiesaného poistenia oznacujeme

Aq

Vypocitame ju ako stredntt hodnotu ndhodnej premenne;j
U=g(T,)=v" preT, <n
=Vv" preT, >n

Postupom uvedenymdiskrétnom modeli mézeme odvodit” analogicky vztah pre
disperziu v spojitom modeli (pozri vztahy (1.14), (1.15), (1.16)).
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Dostaneme
DU )=AL — (AL F +vr p, (.. q, - 2AL ) (1.39)

xn| xn| xn|

Stredné riziko poisteniapotom vyjadrime ako
0:1/DZUiz\/zﬂxinl—(Kxinl)z+v”.npx(v”.nqx—2%) (1.40)

Zaver:

V tabul’ke €.2 s uvedené tvary ndhodnej premennej U (t.j. vydavky poistovne
Vv Case uzavretia poistnej zmluvy), ich stredné hodnoty a disperzie dalSich
poistnych druhov v pripadspojitého stochastického modelRostup pri ich
odvodzovani je analogicky (pozri [4] a [3]).

Poznamka:
Analogicky ako wiskrétnom modeli mdézeme vypocitat beZné nettopoistné
plateném rokov

p=_""
&

kde 7T oznacuje sucasnu hodnotu (jednorazové nettopoistné) v spojitom modeli.
Ak uvaZujeme o spojitom poisteni platenom spojite pocas m rokov (napr.
tyzdenne), bezné nettopoistné bude mat’ tvar:

p=

s\“"|:u

x
=1
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Tabul’ka 1.2 - Tvar ndhodnej premennej U, jej stredna hodnota a disperzia pre
jednotlivé typy poistenia v pripade spojitého stochastického

modelu.
Typ poistenia U E(V) D)
DozZivotne _ — — v
1. | poistenie na v A, ‘A -(A,)
amrtie
Docasné v akT <n _ — _
2. | poistenie na 0 kTX> Afﬂ ZAxlﬁ _(Axlﬂ)z
amrtie aklc=n
DozZivotné

, poi,stertl.ie na s akT 0 (k) A (A ( | Kx)z

. amrtie K -
odlozené o k 0 akT, 0 (0’ k) k k

rokov
Docasné N
poistenie na v akT,0(kn+k) _ _ _

2| " amrte JAL A (AL

odlozené o k 0 akT,0(k,n+ k)
rokov
2AL —(AL | +

g | Zmiesané vk akT <n A ( an)z ~

' poistenie v'  akT, >n o VTP (V”-nqx —2AG
Dozivotny = = 1z (& 2]

6. dochodok | % 57k ™ (")

N a— akT, <n _ -

7 | Docams i | mlA- BN
dochodok . akT, >n g2t x o
Dozivotny
dochodok . - & (1A 2]

a e P _
5. | gochodok : da. | SlA-(1a)
rokov
Docasny

o | dochodok a,  akT,O(kn+k) Ja, | Llya - |L)2]

" | odlozeny ok _ . 52 <

rokov w0 akT, O{n+k,o)
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2. VALUACIA V ZIVOTNOM POISTENI
SO STOCHASTICKYMI UROKOVYMI MIERAMI

Pod pojmomvaluécia rozumiemeproces vypoctu poistnych rezerv. V tejto
kapitole sa budeme =zaoberat valuiciou v pripade konStantnycha najma
stochastickych urokovych mieNa zaver plikujeme metodu vypoctu poistnych
rezerv na  konkrétny model dsnymi parametrami. Bliz§ie sa s touto
problematikou mézeme oboznamit’ napr. v praci [1].

2.1. ZAKLADNE POJMY

Uvedieme najskor definicie niektorych pojmov, ktorych znalost’ je potrebna
k pochopeniu d’alSich Casti tohto textu.

Medzi zakladné principy poistenia osbéb patri tpvincip ekvivalencie.
Predpoklada, ze pri uzatvarani suboru poistnych zmliv rovnakého typu musia sa
V ramci tohto siuboru rovnat vsetky prijmy poistovne s jej vydajmi,ked prijmy a
vydaje su diskontovanépolocnej casovej zdakladni.

Pod pojmompoistna rezerva rozumieme ciastku, ktoru musi poistovia
nahromadit’ z prebytkov a urokov yrvych rokoch poistenia tak, aby mohla plnit
svoje zavazky aj v buducnosti.

Poistné rezervy rozdel'ujeme na
* nettorezervy (néklady poistovne neberieme do tvahy)
* bruttorezervy (naklady poistovne berieme do uvahy)

Rezervy je mozné vyjadrit’ dvomi spdsobmi:
* retrospektivne
* prospektivne

Retrospektivna nettorezervahodnota minulych prijmov poistovne v i-tom roku
poistenia minus hodnota minulych vydavkov
poistovne v i-tom roku poistenia

Prospektivna nettorezervahodnota budicich vydavkov poistovne v i-tom roku

poistenia minus hodnota bududcich  prijmov
poistovne v i-tom roku poistenia

V d’alsom kroku uvedieme definicie filtracie, podmienenej strednej hodnoty a

martingalu, pretoze tieto pojmy su kl'ai¢ové pri h'adani metdd na vypocet poistnych
rezerv v pripade stochastickych urokovych mier.
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Filtracia na priestore(Q, S) je systén{F,}
ak 0<ss<t [J F,OF

o - algebierF, O S takych, ze

t=0

Nech je dany pravdepodobnostny priest®,S,P), X:Q ~ R je nahodna
premennd takd, Ze EQX|)< 00 .
Potompodmienenou strednou hodnotowmazyvame taku funkcig(X |H): Q - R,

pre ktoru plati
s E(X|H) je H- meratelnd

« [E(X|H)P=[xXdP, OGOH
l’(l) |

kde H ={0,0}.
Vlastnosti podmienenej strednej hodnoty:

a) E(aX+bY|H)=aE(X |H)+bE(Y|H), kdea,bOR
b) E(E(X |H))=E(X)

c) E(X|H)=X, ak X je H-meratelné

d) E(Y.X|H)=Y.E(X |H), ak Y je H-meratelné

Pod pojmonstochasticky procesozumiemennozinu nahodnych premennych
{X.},.- na pravdepodobnostnom priestd@, S,P). T sa nazyva indexovd mnozina,

T=(0,0).

Hovorime, Ze stochasticky proces {X }. je adaptovanyna systén{S}., ak
OtOT @ X, je § - meratelné

Martingal, ktory predstavuje Specialnu triedu stochastického procesu, definujeme
nasledujucim sp6sobom:
Stochasticky procegx, }

1) E(X|)<w, OtOT
2) aks<t: E(X,|S.)= X,

adaptovany na systé{s,} —sa nazyvanartingal, ak

taT taT

Budeme uvazovat o docasnom poisteni na n rokov. Kazda poistnd zmluva
predstavujeok nahodnych platiebv ¢asovych okamihoch 0,1,...,n.

Tieto platby mézeme zapisat’ pomocou vektora X = (XO, ) ST ,Xn).
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Jednotlivé zlozky vektora sa interpretuju nasledovne:

X, =poistna davka poistencovi (k -1, k] - poistné v k+ naklady poistovne
v (k-1k]

X, >0 predstavuje teda kladnu finan¢nt sumu, ktoru poistoviia vyplatila.

Poznamka:
Predpokladame, Ze platby sa uskuto&iujti na konci casového intervalu (k -1, k].

2.2 VALUACIA V PRIPADE KONSTANTNYCH UROKOVYCH
MIER

V nasledujucej podkapitole uvedieme metédu na vypocet poistnych rezerv za
predpokladu konstantnych arokovych mier pre cast=0at > 0.

2.2.1 \aluacia v case t=0.

1 . Definujmevaluaciu vektora

Nech v je Standardny diskontny faktor , tvj.:m

platiebv ¢ase t = 0:

val[X]= Eivk.xkﬁ (2.1)

Prijmy a vydavky poistovne diskontované k rovnakej casovej zdkladni musia byt
podla principu ekvivalencie rovnake.

Z toho vyplyva
Val[X]=0 (2.2)
2.2.2 Valuacia vcase t>0.
Ku kazdej poistke mdzeme priradit’ filtraciu
FOFRO..0F,0FO..OF

kde F,  predstavuje , informaciu“ dostupnu ¢ase t, matematicky hovorime
0 rastucej postupnosti - algebier.
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MysSlienku ,, X, je zname ¥ase k “ mozeme teda prelozit do matematického
jazyka ako , X, je F, - meratelné .

Valuaciu vcase t > 0 vypocitame potom nasledujucim spdsobom:

val[X |F,]= Eivk‘t.xk |F, E: Eivk“.xk |F, E+ Eﬁivk‘t.xk |F, E:

- (2.3)
! WAL 0
=y rk X, +ER) VKULX | F
&N ERR Y XIRG
kde arokovaci faktor -1 :
V
Oznacme
t
retrospektivnu rezervu AX |F]= Z}rt‘k.xk (2.4)
) O, 0
prospektivnu rezervu  R[X |F,]= EBZV X, | FtH (2.5)
=t+1
Potom mézeme vyjadrit’ valuaciu v ¢ase t > 0 ako
val[x |F,]= AlX |F ]+ RX | F] (2.6)

Z pohl'adu o¢akavani (t.j. v priemere) plati
_A[X | Ft]: R[X | Ft]

2.3 VALUACIA V PRIPADE STOCHASTICKYCH UROKOVYCH
MIER

Hladajme odpoved’ na otazku: ,, Aka je sucasna hodnota 1 penaznej jednotky
splatnej o jeden rok? “

Ozna¢me tuto sucasnii hodnotu x. EXistuju dva rézne pristupy:

RieSenie A (diskontny pristup):

e ak by bol aroki znamy potom x = 1—1{'

* ak je uroki stochasticky,potom zoberieme strednu hodnotu, teda= Eai—_g
|
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RiesSenie B (akumulacny pristup):

* ak by bol Groki znamy x by vzrastlo po roku na hodnoty(l+i)

 ak je Grok i stochastickyx vzrastie na hodnoteE[1+i], ktord by sa mala
rovnat’ 1.

Odtial
1

X:E|1+i|

Ked'Ze vysledky nie su rovnaké, otdzne ostava, ktoré z rieSeni je gravne- A alebo
B?

2.3.1 Valuacia véase t=0

V pripadefixnych (konsStantnych) udrokovych mi@ne pouzili oznacenie pre
valuaciuval[X], v pripadestochastickyclu ozn. Q[X].

Predpokladajme, 7e Q[X] budekladny spojity linearny funkcional

Nech X =(X,,X,,......X, )OL2,, (Hilbertov priestor), t.j. ze

E§X3E<m

V Hilbertovom priestore jekalarny sucin definovany ako:

(X,Y)= Eixk.vkﬁ

KedZze I'ubovolny spojity linearny funkciondl moze byt vyjadreny ako skaldrny
sucin, plati nasledujuce tvrdenie:

Dany je vektorg = (¢,,0,,.....4, )OI L2,, taky, Ze

Qlx]= Eim.xkﬁ (2.7)

a ked'ze predpokladame, ze Q[X] je kladny funkciondl, musi byt ¢, >0
spravdepodobnostou 1 pre vSetky k=1,2,...n (¢, =1, vase t = 0 sa nahodna
premennd X, a ¢, degeneruju na konstanty).

Poznamky:
e X =(X,, X;,....X,) nazveme tzvtechnické premenné

¢ =(0,.9,.....0.) tzv. financné premenné (3pecialny pripadg, = v*)
e ¢, (ma tlohu ako/* vo Val[x] ) sa hazyvatochasticka diskontna funkcia.
e ¢ sa nazyvatochasticky diskontny vektor.
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2.3.2 Valuéacia v ¢ase t>0

V tomto pripadezna¢ime valuaciu symbolom Q[X|F kde
Fo = 0(Xg,00 Xy, OrreenX (00, )

Vyraz Q(X | F,) oznaduje akumulovan( stratgoistovne do ¢asu t vratane.

Pret > 0 dostaneme:
U
Q[X|F]——E§¢kx 7 ;‘bk X, |Fta+Emz e X, IF.oF
Btﬂ t [l (2 8)

¢k ¢k
X +E E X F AIX FI+RX|F
tt DHl Et | tD | ] [ | ]

=akumu|ovane platby do acuse ¢ + prospektivna rezerva

2.4 PRINCIPY MODELOVANIA

V nasledujucej cCasti uvedieme zdkladné principy modelovania, odvodime
rekurzivny vzorec pre valuaciu a pomocou neho ukdzeme, Ze vyraz

@.Q[X | F])ors.., j& martingal.

(a) Kedze vsetky stochastické modely urokovych miedzu byt opisané pomocou
diskontného vektorap = (¢,.9,,...4,), modelovanie pozostava z konstrukcie

rozdelenia pravdepodobnogti
(b) Z (a) mdzeme odvodit’ Q[X] a stochasticky proce®Q[X |F,])

t>0 "

Je vhodné nahradit’ premenné ¢ tzv. roénymi premennymi Y;. Definujemey, =1

a
o = |ij %o = I_!YJ El% (2.9)

Vsetky vztahy obsahujice premennu ¢y moézeme prepisatt pomocou roc¢nych
premennych.
Potom

QX |FR]= Zavm

Po vynésobeni vyrazu ro¢nou premennou Y, dostaneme

Y, Q[X |F]= YZ)

Xk + EEZYHlYHZ“"kak | Ftﬁ (210)

=t+1

[
X +Y EHZ t+1 t+2° kak |FIH

=t+1

k+l
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X +EHZY t+le kaletE

=t+1

Y. QX |F]= Z)

k+l

Y. QX |F]= ;D

0
xk +Y, X, + E&YYM Y X, |FtH— E(Y, X, |F,)
=t

k+l

Vypocitajme podmienenﬁ stredni hodnotu

n 0
EN.QIX |F]IFL]= ; X, QX F) Eﬁmﬂ...nxk IFa T B FL)=

Yk +1* =

¢kX +E§¢kx IFuD QX IF.]

Odvodili smerekurzivny vzorec
El. QX F]IF.]=QX F.] (2.11)

Po vynasobeni tohto vyrazu premenigQy a vyuzitim vztahu ¢, =¢,. .Y,
dostaneme:
Elp. QX IF)IF.]=¢,.QX | F] (2.12)

Vysledok nam hovori, Ze: (¢tQ[X | F, ]) je martingal.

t=0,1,2,.....n

2.5 ROCNE STRATY

V nasledujucej Casti definujeme pojem rocnych strat poistovne a zameriame sa
na ich rozklad na straty technické a financné.

2.5.1 Zakladné pojmy

Stale predpokladame, ze plati princip ekvivalencie, t.j. Q[X] =0.

QIX|Fy4]
0 1 : 0
—
Lifz)

Obrazok 2.1Ro¢né straty
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Vyraz
L, (X) =Y, Q[X | Ft]_ Q[X | Ft—l] (213)

oznaduje tzv. ro¢énu stratu poistovne v obdobi (t Lt] (diskontovanu kaciatku
casového intervalu).

Zaujima nas rozdelenie rocnych strat na straty technické (spésobené
technickymi premennymi X,) a straty finanéné (sposobené finanénymi

premennymig, ). Pre poistoviiu ma vyznam poznat’ toto rozdelenie, pretoze kazda
zo strat bude financovat’ z inych zdrojov.

Pomocou vztahu (2.8) mbzeme roénu stratu v obdobi (t :Lt] upravit’ nasledujucim
sposobom:

Lt (X) :Yt'[A(X | Ft)+ R(X | Ft )]_ [A(X | Ft—1)+ R(X | Ft—l)] =
=Y AX|F )= AX T FL)+ Y RX | F)-RX | F)

Plati
. g, _r—lYl...yj _
YAXIF)- AX )= tg Z%x YZY % Z—v Y_lxj_

D A e s

=Y X,

Potom
L (X)=Y.X, +Y,R(X |F,)-R(X | F_,)

a po uprave
L (X)=Y.[X, + RX 1R )] - R(X | F) (2.14)

Oznacme stcet diskontovanych roénych strat
= Zfl)k-l'-k(x) (2.15)
=1
Pomocou vzt'ahov (2.14) a (2.15) m6Zeme rozpisat’
¢0-L1(X):Y1[x1 + R(X | Fl) - R(X | Fo)
¢1-L2(X) :Yle[Xz + R(X | Fz)]_YlR(X | Fl)

\
¢n—1'Ln(X):Y1Y2“"'Yn[Xn + R(X I Fn) _Y:LYZ""'Yn—lR(X | I:n—l)
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Z definicie finan¢nych premennych vieme, ze ¢, =VY,Y,....Y,.
Potom

M(X)=9:X, +9,X, ...t 6, X, +9,R(X | F, )= R(X | F,)
Pripocitajme a odpocitajme vyraz ¢,X, (X, = konStantag, =1):

M (X)=¢,X +¢1 LG X, H B X+, RX|F,) = R(X | Fy) =, X
M (X) ¢Z ‘x 9, R(X |F,)=R(X | Fy)=9,X, =

' ]
w@i—'xj X IF)RIX T F,)- 0

Z definicie prospektivnej rezervy v ase t = 0 vieme, Ze
R(X | Fo)_¢oxo =0

a ked’Ze plati vzt'ah (2.8), dostaneme
M(X)=¢,Q(X|F,) (2.16)

Poznamka:
Uvedeny vztah sme odvodili pre n, ktoré oznacuje dlzku trvania poistnej zmluvy.
Presucet diskontovanych rocnych strat M m(X) , m<n, plati analogicky vzt'ah:

X)= ;¢L ()=, QX |F,] (2.17)

Teda plati nasledujuce tvrdenie:

Sicet diskontovanych rocnych strat (M m)m=1,2 ______ je martingal.

Z toho vyplyva tzvHattendorfova veta, ktora tvrdi, Ze:
a) rocne straty su nekorelované,

b) je mozné vypotitat’ disperziu: D[M (X)) = i D[¢, ,.L. (X)]
=1

2.5.2 Rozklad ro¢nych strat

V nasledujucej Casti uvedieme vysledné vztahy, ktoré ndam umoznia vypocitat
rozklad ro¢nych strat na straty technické a finan¢né. Odvodenie tychto vztahov
moézeme najst’ v praci [1].
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Pouzijeme jemnejsiu filtraciu

F,0G, 0F0G,0F0G,0O...
kde

F.o=0(Xg XX i By )
F. (podobne ako predtyyrwyjadruje fakt, ze v ¢ase m su vSetky technické a
finan¢né premenné zname do ¢asu m (vratanem).

Gm :a(XO'xl’ """ ’Xm—1;¢0'¢1’ """ !¢m)

G,, vyjadruje, ze v ¢ase m st technické premenné zname len do ¢asu m-1 (vratane
m-1), zatial’ ¢o finan¢né premenné st zname do ¢asu m (vratanem).

Celkové rocné straty L_(X) predstavuju stidet technickych stra{LT), afinancnych
strat (LF), .

Teda

L. (X)=(LT), +(LF), (2.18)
pricom

(LT), =Y [X, +RIX |F,]-Y,R*[X1G,] (2.19)
a

(LF), =Y, R*[X ]G, ]-RIX|F,.] (2.20)

Vyraz R*[X |G, | definujeme ako
1 L U
RY[X16,]= =B X\ 16,1

Oznacuje prospektivnu rezervu v ¢ase m (vratane platby ¥ase m).

2.6 EXPLICITNY MODEL NA VYPOCET POISTNYCH REZERYV

V predchadzajucich podkapitolach sme uviedli metédu, ktord nam umozni
numericky vy¢islit’ hodnotu poistnych rezerv pre dany vektor platieb. Aplikujme ju
teraz na konkrétnynodel ktory umoziuje explicitne vyjadrit' vSetky potrebné
hodnoty a tym i poistné rezervy bez velkého numerického usilia. Formulaciu
nasledujticeho a d’alSich ukazkovych modelov méZzeme najst’ v praci [1]
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Formulacia modelu:
Rocné premenné su dané vztahom

Y, =e(l-2,)+0.Z,
kde0<e<d <.
Ak ozna¢ime A =9 —¢, potom mdzeme Y, vyjadrit’ ako
Y, =e-£Z +0Z =c+(0-£)Z, = +AZ,
Teda
Y, =e+AZ, (2.21)

Premenne, su vazené priemery € ad. Z, vyjadrujustochastické vahy

Poznamka:
Ak M =1, dostaneméinarny model

> pridanompmaji z™ (k=12.......n) rovnaké rozdelenie
1 .
— x Bi(M,
> Bi(M, p)
kde Bi(M, p) oznacuje binomické rozdelenie s parametrami M, p.

> pmabeta rozdelenis parametrami, 8

fos(p)= % pet@-p)

pricom 0< p<1.
Ozna¢me D, diskontny faktofod ¢asu n do 0).

Potom mézeme na zdklade vzorca (2.21) a uvedenych vlastnosti odvodit’ vzt'ah:

D, (@, B)= E[p,]= EIV,Y,....Y,] = E[(e + AZ,)(e + 8Z,).... (¢ + AZ, )] = E|(e + 2p)’| =

:E%%ﬂ_pn+g§y“l.p“‘%+@%‘ pr2.e? +, E“ 1@&@9“‘%%%@:
:ZE%Z%KN-WHE

=]
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Po Uprave dostaneme
a[n—k

D (a,8)= ;E:%mkm[]_“ (2.22)

pricom alil =a(a+1)...[a +j-1)
Numerické vysledky

Pri numerickom vypocte sme pouzili program v softvéri Mathematica, ktory je
uvedeny v prilohe diplomovej prace. Zvolili sme nasledujuce hograaymetrov:

M =1, n=16, =05, =095, a=10, 3 =2
Ked'ze M = 1, model je binarny.
Pre dané konkrétne hodnoty sme teda dostali model
Y, =05(1-2,)+0.95Z, =0.5+0.45Z,

V tabulke 2.1 st uvedené hodnotliskontnych faktorov D,,D,,.....,D,s, priCom
D, =1. Vysledky sme ziskali po dosadeni hodn6t parametrov do vztahu (2.22).

Tabulka 2.1 Diskontné faktoryD,,D,,.....,Dy

D, 0.8750 Do 0.3288
D, 0.7678 Dy, 0.2936
D5 0.6755 D1y 0.2627
D, 0.5958 D1, 0.2354
Ds 0.5268 Dy 0.2112
Ds 0.4668 Dy, 0.1899
D, 0.4145 Dys 0.1709
Ds 0.3688 Dy 0.1540

Naobrazku 2.xu graficky znazornené hodnoty diskontnych faktorov.
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i.5 5 7.5 10 1.5 15

Obrazok 2.2 Grafické znazornenie hodndiskontnych faktorav
Ziskané vysledky nam pomdézu vypocitat’ poistné rezervypre ¢as t=0,1,2,.....,16.

Predpokladajme, ze mame dany vektor platiebX = (XO,Xl, ..... ,Xn), n=16:
X=(0, -16, 9, 24, 21, 6, -39, -16, 15, 1, 15, 30, -49, 14, -18, 8, -48)

Je zrejmé, ze ziskané numerické vysledky budu zavisiet’ najmé od vol'by vektora
platieb.

Predpokladame, Ze plati princip ekvivalencigt.j. valuacia Wase t = 0 je nulova:

Q[x]:Eimxkﬁ: Ekaxkﬁzo (2.23)

kde D, , k=01,.....,n su diskontné faktory.

Akumulované platby vypoéitame pomocou vztahu (2.8), v ktorom sme definovali
D,

AX|F]= ijkx _Z) X, (2.24)

Po dosadeni prislusnych hodnot do (2.24) dostaneme hodnoty uvedénéiy
2.2

Tabul’ka 2.2 Hodnoty akumulovanych platieb

AIX|F 4] -16.00 AX|F¢] 17.70
AIX|F] -9.23 A[X|F 1] 34.82
A[X|F 4] 13.50 A[X|F 1] 68.92
AIX|F 4] 36.31 AX|F 17 27.92
A[X|F¢] 47.07 AIX|F 13 45.11
A[X|F g 14.12 A[X|F 14 32.19
AX|F] -0.10 A[X|F 15] 43.76
A[X|E g] 14.89 AIX|F 1¢] 0.56
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A[X | Ft] oznacuju akumulované platby, ktoré poistovia vyplatila poistencovi
do Casu t (vratane t). Vidime, Zze v ¢ase t = 1, 2 a 7sU zaporné.

Zo vzorca (2. 8) odvodime vztah preprospektivnu rezervu
¢,

RIX|F]=E X|F— Yo XX RS EY LYY X, | F

[ ] %Zrlt ID HZﬂtltz szd[tltz ]
Definujme vyrazv,() (t < k) vztahom:

Vo =E[N,,Y,,..Y, |F]=D(@,.8) (t=12...16) (2.25)
Spriebezne aktualizovanymi hodnotami
Qg =0 + M 'Zt ((,YO = a)

:Bt+1 = ﬁt +M '(1_Zt) (IBO = ﬁ)

V&) oznaduje znidmy pojem z finanénej matematiky - hodnotu bezkupdénového
dlhopisu (pozri [1]).
Po dosadeni (2.25)o vzt'ahu pre prospektivnu rezervu dostaneme
RIX |F]= in(k)Xk (2.26)
k=t+1
Po dosadeni hodnét do (2.26) dostaneme numerické vysledky uvedené
V tabulke 2.3

Tabulka 2.3 Hodnoty prospektivnej rezervy

R[X|F4] 15.81 R[X|F¢] -11.87
R[X|F4] 8.57 R[X|F1] -29.14
R[X|Fs] -9.40 R[X[F1] -60.50
R[X|F.] -32.44 R[X|F1] -20.12
R[X|Fs] -43.91 R[X|F1d] -38.30
R[X|Fg] -8.68 R[X|F14] -26.42
R[X|F] 5.46 R[X|F1] -39.20
R[X|Fg] -9.00 R[X|F1q 0

Prospektivhe rezervy predstavuju rozdiel medzi budicimi vydavkami a
budtcimi prijmami poistovne v prisluSnom roku. Vhasom priklade vysli va¢Sinou
zaporné hodnoty.

Na vypocet valuacie precas t> 0 pouzijeme vztah (2.8)
QX [F]=AX|F]+RX |F]

Po dosadeni akumulativnej a prospektivnej rezervy dostaneme hodnoty uvedené
V tabulke 2.4.
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Tabul’ka 2.4 Hodnoty valuécie pre ast >0

Q[X|F1] -0.19 Q[X|Fg] 5.8
Q[X|F3] -0.66 Q[X|F 5.7
Q[X[F4] 4.1 Q[X|F4] 8.4
QIX|F4] 3.9 Q[X|F ] 7.8
Q[X|F¢] 3.2 Q[X|Faq] 6.8
Q[X[Fé] .4 Q[X|F4] 5.8
Q[X|F] 5.4 Q[X|F 1] 4.6
Q[X|Fg] 5.9 Q[X|F1d 0.56

Vypocitali sme hodnoty Q[X | Ft], t.j. akumulované straty poistovne do ¢asu t
vratane. Vzhl'adom na zadané hodnoty v tomto priklade vysli na zaciatku zaporné
hodnoty, postupne presli do kladnych hodn6t. Na konci poistnej doby je hodnota
akumulovanej straty kladna, ale nizS$ia v porovnani $redchadzajicimi, ked'ze
v zavere poistnej doby @razuji zaporné hodnoty zloziek vektora X.

Roéni stratu v obdobi (t —1,t] sme definovali vztahom (2.13):
L, (X) =Y, Q[X | Ft]_ Q[X | Ft—l]

Ked’Ze ro¢nti premennu Y, mdéZeme vyjadrit’ ako
¢t _ Dt

¢t—l Dt—l
dostaneme po dosadeni vyraz

L ()= QX IR ]-QlX IF..]

Yt:

t-1

Po dosadeni prislusnych diskontnych faktorov a valuacie ziskame numerické
hodnoty uvedené subulke 2.5.

Tabul’ka 2.5 Roc¢né straty

L.(X) 20.17 Lo(X) -0.68
L,(X) -0.39 L 1o(X) -0.75
Ly(X) 4.30 L 12(X) 1.85
LX) -0.69 L 1o(X) -1.44
Ls(X) -1.07 L 15(X) -1.69
Le&(X) 1.65 L 14(X) -1.62
L(X) -0.68 L15(X) -1.67
Lg(X) -0.12 L 16(X) 4.1
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V predchadzajucej tabulke su uvedené ro¢né straty poistovne, nie vSak
akumulované, ale v jednotlivych rokoch. Zaporné hodnoty preds ro¢ny zisk
poistovne. V poslednom roku poistenia je zisk poistovne vyrazne vyS$i nez
v predchadzajucich, ¢o opat stvisi so spdsobom zadania vektora platieb X.

Prediskontovani sumu roénych strat plati vzorec (2.17), teda:
My (X)= 3 dali(X) =9, QX 1F,]= D, QIX IF,
=)

Tabulka 2.6 obsahuje konkrétne hodnoby, (X).

Tabul’ka 2.6 Diskontovana suma ro¢nych strat

M (X) -0.17 Mg(X) 1.92
M »(X) -0.51 M 19(X) 1.67
M(X) 2.77 M 13(X) 2.21
M.4(X) 2.30 M 15(X) 1.84
Ms(X) 1.67 M 15(X) 1.44
M ¢(X) 2.54 M 14(X) 1.10
M7(X) 2.22 M 15(X) 0.78
M g(X) 2.17 M 1¢(X) 0.086

V d’alsom kroku vypocitame pomocou vztahov (2.18), (2.19) a (2.20) rozklad
celkovych roénych strat na technické a finan¢né straty. Vysledné hodnoty su
uvedené \nasledujucich tabul’kach.

Tabul’ka 2.7 Technické straty

LT 1(X) -0.25 LT o(X) 5.0
LT »(X) -0.68 LT 1o(X) 4.8
LT 3(X) 3.5 LT 14(X) 7.2
LT «(X) 3.3 LT 1o(X) 6.7
LT 5(X) 2.65 LT 15(X) 5.7
LT (X) 4.7 LT 14(X) 4.8
LT 4(X) 4.6 LT 15(X) 3.7
LT o(X) 5.0 LT 1(X) 0

Ako sme uz uviedli, technické straty st zapricinené technickymi premennymi
X, . Vprvych rokoch poistenia je badatelny technicky zisk, neskor technicka

strata.
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Tabul’ka 2.8 Financné straty

LF 4(X) 0 LFo(X) -5.65
LF »(X) 0.29 LF 1o(X) 557
LF 5(X) 0.77 LF 13(X) -5.39
LF 4(X) -3.97 LF 1(X) -8.10
LF 5(X) -3.72 LF 15(X) -7.44
LF o(X) -3.00 LF 14(X) -6.40
LF ,(X) -5.25 LF 15(X) -5.32
LF ¢(X) -5.15 LF 15(X) -4.06

Finanéné straty su zapri¢inené finanénymi premennymi ¢, (zmenou
urokovych mier). Su kompenzované technickymi stratami. Vidime, Ze na zaciatku
poistnej doby dochadza k stratam spésobenym urokovymi mierami, neskor k zisku.

Zaver:
Ako sme uz spomenuli, vysledné hodnoty zéavisia od vol'by vektora platieb.

PrinaSom zadani vektora X sme vypocitali rocné straty a zistili sme, ze takmer
vzdy maju na nich vacsi podiel technické straty nez finan¢né.
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3. APLIKACIE APROXIMAC[E CIEN DLHOPISOV
V ZIVOTNOM POISTENI

V tejto kapitolesa budeme zaoberat’ inou metéodou na vypocet poistného
jednotlivych typov poistenia. Budeme predpokladat, ze urokova miera sa riadi
podla stochastickej diferencialnej rovnic&/vedieme vztah pre aproximaciu
cien dlhopisov aplikovani naox-Ingersoll-Rossov modektory neskor
pouzijeme na vypocet vysky poistného v pripade docasného poistenia na umrtie,
dozivotného poistenia na umrtie a zmieSané¢ho poistenia. Uvedené hodnoty
porovname sysledkami ziskanymi pouzitim metédy na vypocet poistného
v pripade konStantnej arokovej miery.

3.1 ZAKLADNE POJMY

Nech (Q,(F,).,.P) je dany pravdepodobnostny priestokde (F,)., je

filtracia . Definiciu stochastického procesu sme uz uviedli v podkapitole 2.1.
Symbolom B ozna¢ime Brownov pohyb. Rozumieme pod nim spojity

systém nahodnych premennyéi(t),t = 0}, pre ktory plati:

* w0)=0,

e wt) ON(O,1),

o prirastkyw(s+t)-w(s) 0 N(0,t) a pre rozne &asy su navzajom nezavislé (t.j.

su nezavislé od filtracigr.}_,).

Predpokladame, ze kratkodoba urokova miera Xa riadi stochastickou
diferencialnou rovnicows jedinym nezapornym rieSenim

dX, = (2BX, + 3, )ds+v,/X dB, (3.1)
kde
(B.).., je Brownov pohyb

B<0,v- konStanty
t

0 - nezaporny predpovedatelny stochasticky proces taky, ze J’6udu< o, skoro
vSadeOtOR* a O
S‘ljéudu N Q) (ozn. s.v skoro v3ade)
0
pricom 5:Q - R*.

Dosadenim vyrazov

_Ar _ _ K _4Kky,
t_o__zt! V=2, ﬁ__E' o =—°
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do rovnice (3.1) a po Uprave
dBﬂHZB—Kﬂ+ﬂ&|t+2JﬂdB{
Ep-Z |:| |:| 0-2 0-2 |:| 0-2

4 4 2
?d(rt):a_l;(_ i +yt)dt+25\/EdBi

dostaneme dvojfaktorovy Cox-Ingersoll-Rossovmodel s kratkodobymi
arokovymi mieramt:

dr, =k(y, -r, )dt+o,/r.dB (3.2)
kde
(v, )., j& stochasticky proces

(B,).., ie Brownov pohyb
k ,0 su kladné konsStanty

Zameriame sa vSak ngednofaktorovy Cox-Ingersoll-Rossov, ktory je
definovany ako

dr, =k(y -r,)dt+o/r, dB (3.3)

pricom y je konStanta.

3.2 APROXIMACIA CIEN DLHOPISOV

Uvedieme vztah pre aproximaciu cien dlhopisov aplikovant
najednofaktorovy Cox-Ingersoll-Rossov model

t
Zaujima nasdea aproximécie/yrazuj'rudu pre dostato¢ne velké t, pretoze
0

tento vyraz sa vyskytuje diskontnych faktoroch, dozZivotnych déchodkoch a
podobne

V praci [2] je uvedené odvodenie vzt'ahu pre aproximéaciu cien dlhopisov
pomocou Brownovho pohybu. Cielom tejto kapitoly je vSak zamerat’ sa na jeho
vyuzitie v Zivotnom poisteni, preto ho tu nebudeme odvodzovat. Aplikaciou
daného vztahu na jednofaktorovy Cox-Ingersoll-Rossov mogeldl'a ktorého
sa kratkodoba urokova miera riadi rovnicou (3.3)dostaneme nasledujucu
aproximaciu:

|]—[ruduD 2 —
Erﬂal D~ex%/.taa——la—l eKt(ro—y)E (3.4)
I

Vztah (3.4) mézeme pouzit’ pri vypocte poistného jednotlivych typov zivotného
poistenia.

Pomocou numerickych vypoctov sa vSak zistilo, ze rozdiely medzi
presnymi vysledkami a odhadovanymi hodnotami zostapagi prax prilis
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vel’ké. Aproximaciu pomocou Brownovho pohybu je mozné pouZit len vtedy, ak
nie su kdispozicii Ziadne exakiné vzorce a presné vypocty su casovo velmi
narocné (pozri [2]).

3.3 APLIKACIE V ZIVOTNOM POISTENI

OznaCme

K, - diskrétna ndhodné premenné nadobudajica celociselné hodnoty.
Oznacuje pocet kompletne prezitych rokov poistenca, ktory ma v case
uzavretia zmluvy presne x rokov

Z - sucasna hodnota poistnej davky splatnej podla prislusnej poistnej zmluvy.

Budeme sa zaoberat’ tromi typmi poistenia:
* docasné poistenie na umrtie (na n rokov)
* dozivotné poistenie na umrtie

* zmieSaneé poistenie

Aproximaciu ceny dlhopiu (3.4) pouzijeme na vypocet strednej hodnoty Z
(Jjednorazoveho nettopoistnéhodlisperzie Z prislusného typu poistenia.

Pri vSetkych poistnych druhoch budeme predpokladat’, ze dané poistenie
uzavrela osoba vo veku= 30 rokov.

Na zistenie jednorazového nettopoistného v pripade konstantnych
urokovych mier i = 0,04 a i = 0,08 pouzijeme metédu uvedenu v kapitole 1.
Prislusné poistné vypocitame pomocou tzv. komutaénych ¢&isel (pozri [5]).
PouZzijeme pritom umrtnostnu tabulku ceskoslovenskych poistovni 1927 - 36
uvedenu v praci [5] (limitny veko = 85 rokov).

Numerické hodnoty aproximacie poistného vypocitame pre pociatocnu
(t.j. aktualnu) drokovu mieru, =0.04, r, =0.08 a pre parametre Cox-Ingersoll-
Rossovho modelu, ktoré boli pouzité aj v praci [2]:

k =0.23394, y =0.0808, o =0.0854

Docasné poistenie na umrtie (na n rokov)

Poistna suma 1 penazna jednotka (1 p.j.) bude vyplatena na konci roku umrtia
poistenej osoby, ak smrt nastane pocas n rokov od uzavretia poistnej zmluvy.

Premenn& bude definované ako

Ky +1
Z :ex% J’Xudu@ akK, =01....,n-1
0

=0 ak, =nn+1,.....
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kde

(x,),., oznaduje kratkodobu urokovii mieru definovani pomocou stochastickej
diferenciélnej rovnice

= (2B, +3,)dt+v,[X, dB
Ne-centralny momemédum premennef je dany ako
k+1
E[Z gEEex mJ’X du% |q, (3.5)
kde

| a4, oznacuje pravdepodobnost’, Ze poistenec zomrie v (k+1) roku.

Aproximaciu jednoradzového nettopoistného dostaneme dosadenim (3.4)
dovztahu (3.5) pre E[Zm], pri¢om polozime m = 1
Teda

k+ n- +
E[z]= Z}Eiex 1|J’1X dU%Iqx 1e>< k+1§2K —1EL1 e o—y)%Iqx

Disperziu D[Z] vypo¢itame zo vztahu
D[z]=E[z*]-E*[2],

pricom E[ZZ] vypocitame dosadenim m = 2 do vzorca (3.5).

V tabulke 3.1 sU uvedené numerické hodnoty aproximacie jednorazoveho
nettopoistnéhE[Z] a disperzi®[Z] v pripade docasného poistenia na umrtie.

Tabulka 3.2 obsahuje hodnoty jednordzového nettopoistného v pripade
konStantnych urokovych mier.

Tabul’ka 3.1 Aproximacia vpripade do¢asného poistenia na umrtie

- E[Z] D[Z]
ro= 0.04 ro= 0.08 ro= 0.04 ro= 0.08

1 0.0026 0.0025 0.0025 0.0023
5 0.0130 0.0120 0.0112 0.0096
10 0.0251 0.0225 0.0184 0.0150
15 0.0365 0.0322 0.0228 0.0181
20 0.0478 0.0417 0.0253 0.0199
25 0.0585 0.0508 0.0264 0.0207
30 0.0688 0.0594 0.0266 0.0208
35 0.0787 0.0678 0.0261 0.0204
40 0.0878 0.0754 0.0252 0.0198
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Tabul’ka 3.2 Docasné poistenie na umrtie za predpokladu konsStantnych
arokovych mier

- E[Z] D[Z]
i=0.04 i=0.08 i=0.04 i=0.08

1 0.0026 0.0025 0.0025 0.0023
5 0.0134 0.0119 0.0117 0.0094
10 0.0273 0.0222 0.0213 0.0147
15 0.0428 0.0317 0.0295 0.0177
20 0.0610 0.0409 0.0366 0.0194
25 0.0818 0.0497 0.0421 0.0201
30 0.1056 0.0579 0.0456 0.0201
35 0.1331 0.0658 0.0465 0.0198
40 0.1633 0.0730 0.0444 0.0192

Pren = 1 su vysledky obidvoch modelov rovnaké. Pri Urokovej miere i = 0,04
vysli hodnoty jednordzového poistného vysSie nez pri aproximadcii. AvSak pri

I = 0,08 je to uz opacne. Podobna situdcia sa javi aj pri vypocte disperzie.

Vidime, ze rozdiely v hodnotach poistného pocitanom ré6znymi metdédami pri
uroku 0.08 st mensie nez pri 0,04.

DoZivotné poistenie na umrtie
V tomto pripade budgoistna suma urcite vyplatend, a to na konci roku timrtia

poistenca.
Potom

K, +1
Z =ex XuduE akK, =01,..... w—-x-1
i [

Ne-centralny momemédum ma tvar

E[zm ]_ngEeX mkj'lx du% lq, (3.6)

Po dosaderr’n = 1do vztahu (3.6) a prislusnej aproximacie (3.4) dostaneme

E[z]= Z} Elex kfx du% la, ~ Z}ex;%/k+lﬁa —15—1 e (ro - )Equx

V tabulke 3.3 su uvedené numerické hodnoty aproximacie jednorazoveho
nettopoistnéh&(z] a disperzi®[z] v pripade dozivotného poistenia na Gimrtie.
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Tabulka 3.3 Aproximécia vpripade dozivotného poistenia na tmrtie

E[Z] D[Z]
ro= 0.04 ro= 0.08 ro= 0.04 ro= 0.08
0.1034 0.0886 0.0228 0.0180

Uvedené hodnoty porovndme s vysledkami ziskanymi pri konStantnych
arokovych mierach.

Tabul’ka 3.4 Dozivotné poistenie na umrtie za predpokladu konstantnych
arokovych mier

E[Z] D[Z]
i =0.04 i=0.08 i=0.04 i=0.08
0.2342 0.0853 0.0276 0.0176

Porovnanim vysledkov vidime, Ze nastava rovnaka situacia ako pri
doCasnom poisteni na amrtie. Pri konStantnej irokovej miere i = 0,04 je hodnota
jednorazového poistného vicsia o 0,1308 nez v pripade aproximacie, co je
pomerne vel’ky rozdiel. Podobne je to aj v pripade disperzie. Pri i = 0,08 je to
opat’ opacne. Rozdiely medzi vypocitanymi hodnotami su nizsie pri urokove;j
miere 0.08.

ZmieSané poistenie

Poistna suma je vyplatena

* na konci roku umrtia, ak poistenec zomrie pocas n rokov od uzavretia
poistnej zmluvy,

* Vcase n, ak poistenec prezZije n rokov.

V doésledku toho bude suc¢asna hodnota Z zmieSaného poistenia definovana ako

Ky +1 E
Z=ex X,du ak K ,=01.....,n-1
L
=exp§~-i'xudu% ak K, =n,n+1,.....
0

Ne-centralny momemédum sucasnej hodnoty je dany vztahom

E[Zm] = zEgex% mkj’lxudu%k lq, + Egex% m}Xudu%n P, (3.7)
= 0 0
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Potom

k+l

Elz]= ;E[ex J’x du

~ Z}ex% k+1

g 1-e™"
+exI%/.n§2K2 —1@— p (r, —y)%v P,

V tabulke 3.5 su uvedené numerické hodnoty aproximacie jednorazového

% |qX+E[ex IX du% p, ~

15_1 e« k+1)

—V)EKIQX+

nettopoistnéh&[z] a disperzi®[z] v pripade zmie$aného poistenia.

Tabulka 3.5 Aproximacia v pripade zmieSaného poistenia

- E[Z] D[Z]
ro=0.04 ro=0.08 ro=0.04 ro=0.08

1 0.9617 0.9280 0 0

5 0.7749 0.6891 0.0002 0.0003
10 0.5570 0.4782 0.0017 0.0018
15 0.3956 0.3364 0.0048 0.0045
20 0.2852 0.2422 0.0087 0.0075
25 0.2123 0.1804 0.0125 0.0104
30 0.1654 0.1409 0.0159 0.0130
35 0.1364 0.1164 0.0186 0.0149
40 0.1195 0.1022 0.0205 0.0163

Tabulka 3.6 obsahuje hodnotyE(zZ) a D(z) ziskané pomocou metdd
navypocet poistného za predpokladu konstantnych urokovych mier.

Tabulka 3.6 ZmieSané poistenie za predpokladu konStantnych Grokovych

mier
n E[Z] D[Z]
i=0.04 i=0.08 i=0.04 i=0.08

1 0.9615 0.9259 0 0

5 0.8229 0.6823 0.0001 0.0003
10 0.6798 0.4696 0.0008 0.0019
15 0.5647 0.3280 0.0023 0.0045
20 0.4731 0.2347 0.0046 0.0075
25 0.4012 0.1740 0.0076 0.0104
30 0.3460 0.1354 0.0111 0.0129
35 0.3052 0.1118 0.0147 0.0147
40 0.2768 0.0981 0.0181 0.0160
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Vidime, ze pri urokovej miere 1 = 0,04 st hodnoty jednorazového poistného
vysSie nez v pripade aproximacie 1§ =0.04. To vSak neplati pre n = 1.
Disperzie su vo vSetkych pripadoch pre n = 1 nulové. Pre ostatné hodnoty n su
ich hodnoty v olalvoch modeloch priblizne rovnaké.

Zaver:

Porovnanim vysledkov sme zistili, ze hodnoty jednorazového poistného sa
pri jednotlivych metdédach vypoctu liSia. Smerodajnd odchylka (t.j. druha
odmocnina z disperzie) nam udava riziko poistenia. Konkrétne hodnoty uvedené
v tabul’kach potvrdzuju fakt, Ze s rasticou diZkou poistnej doby rastie aj riziko
poistenia.

Ako sme uz uviedli, v praxi sa odporuca pouzivat uvedené aproximacie
poistného len v pripade, ak nemamaelidpozicii Ziadne exaktné vzorce,
pripadne ich vypocet je Casovo prili§ naro¢ny.
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ZAVER

V nasej praci sme sa zamerali na hladanie metdod umoziujicich vypocet
jednorazového nettopoistného a poistnych rezerv v pripade stochastickych trokovych
mier.

V prvej] kapitole sme sformulovali diskrétny a spojity stochasticky model
zivotného poistenia jednej osoby. Ukdazali sme, ze jednorazové nettopoistné
vypocitame ako strednti hodnotu ndhodnej premennej vyjadrujiacej vydavky poistovne
V Case uzavretia poistnej zmluvy. Stochasticky model umoziiuje vypocitat’ aj stredné
riziko poistenia, co moze byt’ v praxi pre poistoviiu uzitocné.

V druhej kapitole sme uviedli metdodu na vypocet poistnych rezerv v pripade
stochastickych trokovych mier. Aplikovali sme ju na ukazkovy model s konkrétnymi
hodnotami parametrov a vyc¢islili sme akumulované straty poistovne, rocné straty a ich
rozdelenie.

Obsahom tretej kapitoly bola ind metdda na vypocet poistného. Bola zalozena
napredpoklade, Ze urokovd miera sa riadi stochastickou diferencialnou rovnicou.
Aplikovali sme ju na tri konkrétne poistenia - do¢asné poistenie na imrtie, dozivotné
poistenie na umrtie a zmieSané poistenie. Vysledky sme porovnali s hodnotami
poistného vypocitaného pri konStantnych trokovych mierach. Rozdiely vo vysledkoch
su badateI'né. Metoda vyuZivajica aproximaciu cien dlhopisov sa odporuca pouzivat
v praxi len v nevyhnutnych pripadoch.
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PRILOHA

Program vsoftvéri Mathematica. na numericky vypocet valudacie v modeli
Sostochastickymi urokovymi mierami a rozkladu rocnych strat na technické a financné
straty. Model je opisany v kapitole 2.

Stochastické vahg, .k =12,....., n mozeme generovat prikazom
For[i=0,i<=n-1,i++,Z[i]=Divide[Random[Integer,{0,M}],M]];
V naSom priklade sme pracovali s nasledujiucimi nahodnymi hodnotami:
Z,=1 2,=12,=0, 2,=1, Z,=1, Z. =0, Z, =1, Z, =1, Z, =1,

Z,=1 72,=0, 2,,=0, Z,=1 Z,=0, Z,,=0, Z.=0.

M=1; doba=16; n=16; epsilon=0.5; delta=0.95; alfa=10; betaa=2;
DELT=N][delta-epsilon];
Discount[i_,alfa_,betaa_]:=
N[Sum[Binomial[i,k]*epsilon*k*DELT"(i-k)*
Divide[Pochhammer[alfa,i-k],Pochhammer[alfa+betaa,i-K]],{k,0,i}]];
g=Table[Discount[i,alfa,betaa],{i,0,n}];
gl=ListPlot[qg,PlotJoined->True,PlotRange->{0,1}];
Array[Z,n,0];
Z[0]:=1; Z[1):=1; Z[2]:=0; Z[3]:=1; Z[4]:=1; Z[5]:=0; Z[6]:=1; Z[7]:=1; Z[8]:=1,
Z[9]:=1; Z[10]:=0; Z[11]:=0; Z[12]:=1; Z[13]:=0; Z[14]:=0; Z[15]:=0;
Array[a,n,0];
Do[a[0]=alfa;a[i+1]=a[i]+M*Z][i]{i,0,n-1}];
Table[a[i],{i,0,n-1}];
Array[b,n,0];
Do[b[0]=betaa;b[i+1]=b[i]+M*(1-Z][i]),{i,0,n-1}];
Table[b[i],{i,0,n-1}];
Array[V,n+1,0];
V[0]:=SetPrecision[Discount[n,a[0],b[0]],10];
V[n]:=1;
Do[V[j]=SetPrecision[Discount[n-j,a[j],b[j]],5].{j,1,n-1}];
Table[V]i],{i,0,n}];
Array[X,n+1,0];
X[0]:=0; X[1]:=-16; X[2]:=9; X[3]:=24; X[4]:=21; X[5]:=6; X[6]:=-39; X[7]:=-16;
X[8]:=15; X[9]:=1; X[10]:=15; X[11]:=30; X[12]:=-49; X[13]:=14; X[14]:=-18;
X[15]:=8; X[16]:=-48;
Array[AXF,dobal;
For[t=1,t<=doba,t++,
AXF[t]=Sum[Divide[Discount[k,alfa,betaa],Discount[t,alfa,betaa]]*X[k],{k,0,t}]];
Table[SetPrecision[AXF[t],5],{t,1,doba}];
Array[RXF,doba,0];
For[t=1,t<=doba,t++,RXF[t]=Sum[Discount[k-t,a[t],b[t]]*X[Kk],{k,t+1,n}]];
Table[RXF[t],{t,1,doba}];
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Array[QXF,doba,0];
QXF[0]=0;
For[t=1,t<=doba,t++,QXF[t]=AXF[t]+RXF[t]];
Table[SetPrecision[QXF[t],3],{t,1,doba}];
Array[LTX,doba];
For[t=1,t<=doba,t++,
LTX[t]=Divide[Discount[t,alfa,betaa],Discount[t-1,alfa,betaa]|*QXF[t]-QXF[t-1]];
Table[SetPrecision[LTX[t],3],{t,1,doba}];
Array[MX,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,MX[m]=Sum[Discount[k-1,alfa,betaa]*L TX[k],{k,1,m}]];
Table[SetPrecision[MX[m],3],{m,1,doba}];
Array[rplus,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,
rplus[m]=(1/Discount[m,alfa,betaa])* Sum[Discount[k,a[0],b[0]]*X[K],{k,m,n}]];
Table[rplus[m],{m,1,doba}];
Array[LT,doba];
For[m=1,m<=doba,m++,
LT[m]=N[(Discount[m,alfa,betaa)/Discount[m-1,alfa,betaa])*(X[m]+RXF[m])-
(Discount[m,alfa,betaa)/Discount[m-1,alfa,betaa])*rplus[m],10]];
Table[SetPrecision[LT[m],3],{m,1,doba}];
Array[LF,doba];
RXF[0]=Sum[X[k]*Discount[k,a[0],b[0]],{k,1,n}];
For[m=1,m<=doba,m++,
SetPrecision[LF[m]=(Discount[m,alfa,betaa]/Discount[m-1,alfa,betaa])* rplus[m]-
RXF[m-1],6]];
Table[SetPrecision[LF[m],3],{m,1,doba}];

Premenné v programe

M dany parameter

doba dizka poistnej doby

n dimenzia vektora platieb
epsilon  dany parameter

delta dany parameter

alfa dany parameter

betaa dany parameter
Discount diskontny faktor

Z stochastické vahy

a aktualizované hodnoty parametra alfa
b aktualizované hodnoty parametra beta
Vv hodnota bezkuponového dlhopisu

X vektor platieb

AXF akumulované platby do a vratane casu t
RXF prospektivna rezerva
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QXF
LTX
MX
rplus
LT
LF

akumulované straty poistovne
rocn¢ straty

diskontované ro¢né straty
pomocha premenna
technické straty

finan¢né straty
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