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Uvod

V 80-tych a 90-tych rokoch sa mnozstvo a objem obchodovanych derivatov trokovej
miery prudko zvysil. Potreby koncovych uzivatelov (investorov) sa zmenili a mnozstvo
novych produktov, ktoré sa vyvinuli, reflektovali tieto zmeny. Jednym z takychto pro-
duktov s derivéty drokovej miery, ktorych vyplata (ako aj ndzov naznacuje) nejakym
sposobom zavisia od hodnoty urokovej miery. Derivaty trokovej miery si v stucasnosti
jednou z najobchodovanejsich foriem finanénych derivatov a je velmi dolezité vediet
ich sprévne ocenit.

VSeobecnou pric¢inou vzniku tychto novych derivatov bola potreba hedgovania -
rokovych rizik investorov. Ti sa potrebovali poistit proti prilisnému poklesu alebo
narastu urokovych mier, resp. otocenia vynosovej krivky. Hlavnou tlohou pri modelo-
vani vyvoja tirokovej miery je najst solidny model na predpovedanie budiicich hodnot
urokovej miery a ocenovanie jej derivatov.

Derivéaty trokovych mier st tazsie ocenitelné ako derivaty akcif, pretoze

e spravanie urokovych mier je zlozitejsie

e pri akcidch staéi popisat vyvoj jedného procesu, kym pri trokovych mierach je
treba popisat vyvoj celej vynosovej krivky

e volatility réznych bodov na vynosovej krivke si rozne.

Urokové miery a ich dynamika tvoria pravdepodobne vypoctovo najnarocénejsiu
¢ast novodobej finanénej teérie. Pomocou nich sa éasovym diskontovanim ocefiujii
nielen dlhopisy, ale aj mnohé iné typy derivétov. Urokové miery maji velky vyznam
aj na podnikovej trovni, pretoze investitné rozhodnutia si do velkej miery z4vislé
na ocakdvaniach tykajucich sa alternativnych prilezitosti a kapitdlovych nakladov -
oboje zavisi od urokovej miery. Poznanie ¢asovej Struktiry drokovej miery vo viacerych
¢asovych bodoch je zékladnym predpokladom na uréenie budicich drokovych mier (t.j.
budicej ¢asovej Struktiry urokovych mier).

Existuje niekolko teérif vysvetlujicich dynamiku éasovej truktiry drokovych mier
- napr. hypotéza oddelenjch trhov, hypotéza prémie za likviditu atd. Iny sposob
je modelovanie ¢asovej Struktiry pomocou stochastickych procesov. V nasej praci sa
budeme venovat tomuto pristupu. Sustredime sa na term structure modely, ktoré
vychddzaju z uréitych predpokladov pravdepodobnostného spravania sa short rate.

Konkrétne, budeme pracovat s diskrétnymi modelmi tirokovej miery. Popiseme si
postupy na vytvorenie binomickych (resp. trinomickych) stromov short rate, pricom
budeme dbat, aby boli konzistentné so si¢asnou éasovou struktirou trokovych mier.
Rozoberieme si ulohu rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti pri ocenovani derivatov
tirokovej miery. Pri kalibrovani stromov budeme pouzivat redlne d4ta drokovych mier
a realnu volatilitu drokovych mier. Volatilita sa d4 odhadniit jednoduchym vypoétom
z historickych dat.

Samotna praca je ¢lenend nasledovne: V prvej kapitole uvedieme definicie zak-
ladnych pojmov a niektoré zakladné vztahy, druh4 kapitola je venovans derivitom
urokovych mier. Tretia kapitola sa zaoberd modelmi irokovej miery a popisuje spojité
verzie stochastickych modelov vyvoja short rate. St to konkrétne modely Ho & Lee,
Hull-White a Black-Derman & Toy. Stvrtd kapitola je venovani stromom trokovej



miery a piata kapitola opisuje zdkladny term structure model a ocenovanie réznych
derivatov. V Siestej kapitole odvodime postupy na vytvorenie stromov tdrokovej miery
v diskrétnych verzidch spomenutych modelov. Nakoniec v siedmej kapitole uvedieme
niekolko numerickych vysledkov ako ukdzku aplikdcie uvedenej tedrie na vypoéitanie
cien deriviatov irokovej miery.

Aj touto cestou by som sa rad podakoval vedicemu diplomovej prace Mgr. Igorovi
Melicheréikovi, Ph.D. za odborné vedenie, cenné rady, pripomienky a podnety, ktoré
vyraznou mierou prispeli k skvalitneniu obsahu prace.



1 Zakladné pojmy

Urokovd miera

Intuitivne trokovd miera je nieo velmi jasné. Uvazujme platbu 18, ktord bude re-
alizovand s uréitostou v ¢ase ¢ od dnes. Ak je trhové cena tejto platby P,, potom
sa d4 trokova miera na éas t vypoéitat z rovnice Py = (1+1§W' Urok R(0,t), ktory
riesi tuto rovnicu, oznacime ako ¢istd diskontniu drokovi mieru na t ¢asovych jednotiek.

Diskontny (bezkupénovy) dlhopis s maturitou T

Zakladny kontrakt zalozeny na trokovej miere je dohoda o zaplateni urcitej sumy dnes
za slub o prijat{ vyssej sumy neskor. Ak4 je adekvédtna hodnota tohto kontraktu? Pre
uéely nasej prace vyliéime moznost nesplatenia zdvizku dlznikom a budeme uvazovat
len bezrizikové pozitiavanie. Potom na opisanie tohto kontraktu potrebujeme vediet
dizku jeho trvania - maturitu - (oznaéme T') a pomer velkosti dnesnej platby k budicej
(P(0,T)). Teda P(0,T) oznacuje kontrakt, ktory prinesie svojmu majitelovi jednotku
hotovosti v pevne stanovenom ¢ase 7. Inymi slovami, je to diskontng (bezkupdnovy)
dlhopis s maturitou T. P(t,T) je hodnota tohto dlhopisu v ¢ase ¢t. P(T,T) je hodnota
tohto dlhopisu v ¢ase splatnosti. Nazyvame ju aj nomindlnou hodnotou a predpok-
ladame, Ze pri diskontnych dlhopisoch sa rovnd jedne;j.

Kupénovy dlhopis s maturitou T

Bezkupénovy dlhopis prinaSa jeho vlastnikovi nenulovy cash flow iba v ¢ase splat-
nosti. Castejsie sa obchoduje s dlhopismi, ktoré v stanovenych éasovych intervaloch
(najcastejsie polroéne a ro¢ne) vypldcaji stanovené éiastky - kupény - a v maturite
aj nominalnu hodnotu. Nazyvame ich kupdnové dlhopisy. Kupénové dlhopisy sa daji
zostrojit ako portfélio bezkupénovych, éo sa vyuziva pri oceiiovani derivatov tirokovej
miery (napr. opcie na kupénovy dlhopis).

Cena dlhopisu P(t,T) je teda funkciou ¢asu ¢ a zdroven aj funkciou maturity 7.
Pre pevné t = t, predstavuje graf P(¢,T) (teraz funkcia T') ceny dlhopisov réznych
maturit v ¢ase ty a vo vSeobecnosti je to klesajica funkcia. Pre pevné T = T je
grafom funkcia ¢asu ¢, ktord popisuje spravanie dlhopisu az do maturity 75 a byva
rastica.

Casové struktira drokovych mier

Jednym z kli¢ovych pojmov v tedrii tirokovych mier je casovd Struktira drokovych mier
(term structure of interest rates). Je to funkcia, ktord odzrkadluje zdvislost sicasnej
urokovej miery na maturite 7.

Krivka P(t,T) hovori o cene celého spektra dlhopisov s réznymi maturitami, ale
priamo z nej nezistime, ¢o sa na trhu deje. Viac informativnym tddajom je implikovand
priemernd urokovd miera ponikand dlhopisom na ¢asovy interval (¢,7) (oznatme ako
R(t,T)). Pri spojitom troceni vypocitame cenu dlhopisu s maturitou 7' v ¢ase ¢

P(t, T) — e—R(t,T)(T—t)
a z toho dostavame

In P(¢,T)

R(t,T) = —=

Vi€ (0,T).
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Casové struktira trokovych mier je vlastne graf zdvislosti R(0,7) na maturite T'. Ak
pozndme term structure v ur¢itom ¢ase, mézeme ocefiovat dlhopisy a dalsie kontrakty
s fixnymi platbami. Casovd struktira méze byt klesajica, konstantnd, ale obycajne je
rastiuca. Je to z dévodu vyssSej neistoty trhu pri vzdialenejsich irokovych mierach, ale
ak su sucasné urokové miery prili§ vysoké a trh ocakdava ich pokles, vynosy dlhopisov
s kratkou maturitou budi vyssie ako pri dlhopisoch na dlh§ie obdobie.

Short rate
Zagiatok term structure oznacujeme ako short rate (pripadne overnight rate). Je to
urok na velmi kratku dobu definovany ako

: . InP(t,t+ At)
0= e A =

Short rate je nedplna informécia o ¢asovej truktire a t4 sa z nej ned4 vseobecne uréit.
Na modelovani budicej short rate si vSak zaloZené niektoré modely, pomocou ktorych
sa ocenuju derivaty.

Forwardova miera
Predstavme si, ze v ¢ase t sa dohodneme, 7ze v ¢ase 17 > t kupime za k jednotiek
diskontny dlhopis s hodnotou 1 v ¢ase T, > T;. Chceme, aby cena dnesSnd cena kon-
traktu bola nulovd. Aké musi byt £? Tento kontrakt sa d4 replikovat v éase ¢ kiipeny
dlhopisu s maturitou T3 a predanim k 77 dlhopisov. Pociatoéné ndklady (t.j. v Case t)
st kP(t,T1) — P(t,T2). Postavime ich rovné nule a dostdvame forwardovi cenu ndkupu
dlhopisu s maturitou 75 v ¢ase T}

k= P(t,T5)

- P,

Zodpovedajici vynos je forwardovd miera pokrgvajica periddu (I7,T5) a oznaéime ju
f(t,T1,Ts). Plati

P(t7 Tl) _ e—f(t,T17T2)(T27T1)

P(t,T5)

a z toho dostavame o P(1,T) — In P(t,T,)
n ,12) — 1N 41
t, Ty, T5) = )
f( y L1 2) T2 _ T1
Ak zvolime T} a T3 blizko seba, napr. T; = T a T, = T + At a nechdme At — 0,

dostavame okamzitd forwardovi mieru

f(t,7T)= —a%ln P(t,T).

Odhadovanie casovej struktiry z pozorovanych dat na trhu dlhopisov
Zakladnym predpokladom pre vytvaranie réznych modelov trokovej miery je poz-
nanie sicasnej ¢asovej Struktiry drokovych mier. Tu dokdzeme celkom jednoducho
odhadnit pomocou cien dlhopisov pozorovanych na trhu. Jednoduch4 idea postupu
je zobrat mnozinu dlhopisov {B;}, rozlozit kazdy z nich na postupnost platieb (cash
flow), diskontovat kazdd postupnost vzhladom na nezndmu term-structure a vysledny
vyraz sa musi rovnat pozorovanym cendm.



2 Derivaty drokovej miery

Derivaty odvodené od trokovej miery su v sic¢asnom svete asi najziadanejSou skupinou
finanénych derivatov. Patria medzi nich call a put opcie, kupénové a bezkupdnové
dlhopisy, forwardové kontrakty, swapy, capy, floory, floating rate dlhopisy a mnohé iné.

2.1 Opcie

Opcia je kontrakt, ktory ndm déva prdvo (nie povinnost) urobit nie¢o v budiicnosti.
Konkrétne, eurdpska call opcia na aktivum je pravo kipit toto aktivum za pevne uréenti
sumu (strike price) v pevne uréenom détume (expiraény céas), eurdpska put opcia je
pravo toto aktivum predat.

2.2 Forwardové kontrakty

Forwardovyj kontrakt na claim X je dohoda, uzavretd v ¢ase t < T, kiipit alebo predat
v ¢ase T' claim X za dohodnuti forwardovi cenu. V ¢éase ¢ neprebieha Ziadna vymena
hotovosti. Forwardova cena sa dohodne tak, aby mal kontrakt nulovi hodnotu v tomto
¢ase. Oznaéme dohodnutu éiastku, za ktort bude v éase T prijaty payoff claimu X
ako Fx(t,T). Tato ¢iastka sa nazyva forwardovd cena claimu X a je predeterminovand
v Case t takym spésobom (pri¢om sa berd do tvahy informdcie dostupné do ¢asu t),
aby bola arbitrdzna cena kontraktu v ¢ase ¢ rovnd nule.

2.3 Future kontrakty

Future kontrakt je podobne ako forwardovy kontrakt dohoda medzi dvoma stranami,
7ze v uréitom ¢ase v budicnosti predaju (resp. kipia) aktivum za uréiti cenu. Rozdiel
medzi future a forwardovym kontraktom spoéiva v tom, ze v pripade future kontraktu
nie je Specifikovany presny dodaci termin (delivery date). V kontrakte sa uvddza iba
mesiac, v priebehu ktorého sa musi aktivum dodat (drzitel short position mé4 pravo
uréit termin pocas celého mesiaca, kedy vykons dodanie). Cena future kontraktu je
zéroven v kazdom ¢ase udrziavand na nule. Drzitel future kontraktu m4 teda moznost
denne vyrovnaval ”usly zisk”, drzitel forwardového kontraktu m4 tdto moznost iba
na konci kontraktu. Hull v [2] ukdzal, ze ak predpokladdme konstantni bezrizikovi
urokovu mieru, ceny forwardového kontraktu a futures kontraktu s rovnakym delivery
date sa rovnaji. V skutocnosti vSak urokové miery nie si konstatné a teda ani ceny
jednotlivych kontraktov nie si rovnaké.

2.4 Capy

Capy urokovej miery boli navrhnuté ako poistenie voéi riziku, ze floating rate, za ktoru
si pozitiavame, sa vySplha nad urcitd uroven. Tato droven sa nazyva cap rate. Neskor
si ukdzeme, 7e cap je vlastne ekvivalentny s portféliom put opcii na bezkupdnovy
dlhopis.



3 Modely urokovej miery

Modely, ktoré opisuju pravdepodobnostné spravanie sa urokovych mier a si spojené
s pohybmi celej vynosovej krivky, nazyvame term structure modely (t.j. modely ¢asovej
Struktiry trokovych mier). Oproti Blackovmu pristupu, ktory vie analyticky ocenit
mnohé derivaty, maji tu vyhodu, Ze popisuji stochastické spravanie urokovych mier
a cien dlhopisov. V prici sa zameriame na term structure modely, ktoré si zalozené
na popisani spravania short-rate r. RozliSujeme dva zakladné typy term structure
modelov: rovnovaine a no-arbitrage modely.

Rovnovizne (equilibrium) modely

Rovnovazne modely vychadzaju z urcitych predpokladov o premennych v ekonomike
a z nich odvodzuji proces, ktory sleduje rizikovo-neutralna short-rate r. Potom zistujd,
¢o tento proces implikuje ohladne cien dlhopisov a opcif. Ceny viak vo vieobecnosti
nie st konzistentné so sti¢asnou term-structure a ich odhad nemusi byt tiplne presny.
Aj mal4 chyba odhadu ceny dlhopisu sa stane velkou pri odhade ceny opcie na dlhopis.
V rovnovaznych modeloch drift short rate nie je obvykle funkciou ¢asu. Medzi takéto
modely patria napr. Vasiékov model a Cox-Ingersoll-Ross model.

No-arbitrage (bezarbitrazne) modely

Bezarbitrazne modely st na rozdiel od rovnovaznych konzistentné so sucasnou vyno-
sovou krivkou. Rozdiel medzi tymito dvoma typmi modelov sa d4 zhrniit nasledovne:
v rovnovdznych modeloch je poéiatoénd term structure vystupom modelu, zatial ¢o
v bezarbitraznych modeloch je pociatoénd term structure vstupom. Drift short rate
je vo vSeobecnosti zavisly od ¢asu. Tvar vynosovej krivky ovplyviiuje budici vyvoj
short rate - ak je krivka rastica, r bude v priemere tieZ rast a ak je krivka klesajica,
r bude v priemere klesat. Medzi no-arbitrage modely patria napr. Ho & Lee model,
Hull-White model ¢i Black-Karasinski model.

3.1 Ho & Lee model

Prvy no-arbitrage model navrhli v roku 1986 Ho a Lee. Uviedli ho vo forme bi-
nomického stromu cien dlhopisov. Limitne sa model v spojitom ¢ase d4 vyjadrit rovni-
cou

dr = 0(t)dt + odW, (3.1)

kde W je standardny, jednorozmerny Brownov pohyb, 6(t) je drift (priemerny smer,
ktorym sa uberd r v ¢ase t) a o smerodajnd odchylka short-rate (konstantnd). Pre-
mennd (1) je funkcia ¢asu zabezpecujiica presné vystihnutie poc¢iatoénej (pozorovanej)
term structure a je nezdvisld na r. D4 sa vypoéitat analyticky:

ot) = 2L (0,4) + o1, (3.2)

ot

kde F(0,t) je okamzitd forwardovd miera pre maturitu ¢ voimand v ¢ase nula. Vidime
teda, Ze drift short rate je vyjadreny sklonom okamzitej forwardovej krivky a volatilitou
short rate.
V Ho & Lee modeli sa bezkupénové dlhopisy a eurépske opcie na bezkupénové dlhopisy
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daji ocenit analyticky. Vyraz pre cenu bezkupénového dlhopisu v ¢ase t ako funkcia
short rate:

P(t,T) = A(t,T)e "®T 8 (3.3)
kde P(0,T) dlnP(0,t) 1
- L) RN L e 2
InA(t,T) =1n P, 1) (T —1) 5 50 (T —t)*.

V uvedenych rovniciach rozumieme pod ¢asom nula sti¢asnost. Pre éasy v budicnosti ¢
a T plati T > t. Tieto rovnice teda definujui cenu bezkupénového dlhopisu v budicom
case t ako funkciu short rate v ¢ase t a cien bezkupénovych dlhopisov v sicéasnosti.
Cena eurdpskej call opcie s maturitou 7' na bezkupénovy dlhopis s maturitou s je
v ¢ase 0 rovnd
LP(0,s)N(h) — XP(0,T)N(h — op),

kde L je hodnota dlhopisu v maturite, X je strike price,

o, =0(s = T)WT

b= 1 I LP(O s)
T op P(O,T)X T)X 2 '
Cena put opcie na bezkupénovy dlhopis je

XP(0,T)N(=h + op) — LP(0, s)N(—h).

Ho & Lee model presne vystihuje suc¢asni ¢asovu Struktiru drokovych mier a umoziuje
nam analyticky vypoéitat ceny dlhopisov a opcii. Nevyhodou modelu vsak je, Ze
Struktura volatilit je obmedzend (vSetky drokové miery maji rovnaki smerodajni
odchylku). Model neobsahuje ani prvok mean-reversion (neberie ohlad na to, aké
vysokd (resp. nizka) je irokovd miera v ¢ase) a priemerné smerovanie drokovych mier
je v kazdej ¢asovej periéde rovnaké.

3.2 Hull-White model

Hull a White prezentovali v roku 1990 model, ktory zdokonaloval Ho & Lee model
a zaroven aj Vagickov model:

dr = (8(t) — ar)dt + odW, (3.4)

kde sui premenné rovnaké ako v Ho& Lee modeli, pribudla iba mean-reversion a.
Hull-White model je niekedy charakterizovany ako Ho & Lee model so stupiiom mean-
reversion na trovni a. Podobne sa d4 stretniit aj s vyrazom ”rozsireny Vasic¢kov”
model, kedze sa od Vasickovho modelu 1i8i iba tym, ze hodnota, ku ktorej je short-rate
"tlacend”, je zavisla na Case.

(Vasicek: dr = a (b—r)dt + odW, Hull-White: dr = a (“’“ ) dt + cdW).

Funkcia 6(t) sa d4 vypoéitat z pociatoénej term structure:

OF o?

0(t) = ™ —(0,t) + aF(0,t) + %(1 — e~ %), (3.5)



Cena dlhopisu v ¢ase t sa d4 vyjadrit ako funkcia short rate:

P(t,T) = A(t, T)e B&Dr®) (3.6)

kde

1 — e—a(T—t)
B(t,T)= ———— (3.7)
a
P(0,T) dln P(0,1) 1 5, _aT —atr2/ 2t
= - B, T)——F—"— — “—et *=1). -

InA(t,T) =1n PO.5) (¢,T) 5 130 (e e" %) (e ). (3.8)

Analytické vzorce na vypocet ceny call a put opcie su rovnaké ako v Ho & Lee modeli,
jediny rozdiel je v hodnote

o o 1 — e 2T
ang[l—e as T)] —oa

Struktdra volatilit v Hull-White modeli z4visi od ¢ aj od a. Volatilita ceny bezkupé-
nového dlhopisu s maturitou 7' v Case t je

I — o™,
a

3.3 Black-Derman & Toy model

Problém zapornych tdrokovych mier, ktory nas sprevadza v Ho & Lee modeli, sa d4
jednoducho vyriesit pouzitim lognormalnych trokovych mier. Black-Derman & Toy
navrhli v r. 1990 model, ktory vychadza z predpokladu, ze logaritmus zmeny short-rate
m3 normalne rozdelenie. Model sa d3 vytvorit algoritmicky - skon§truujeme binomicky
strom short rate tak, aby presne vystihoval su¢asnu ¢asovi §truktiru drokovych mier
a volatilit. Model zahfia v sebe aj mean-reversion (podobne ako Hull-White model),
ktoru dosahuje v ¢ase klesajicou volatilitou short rate. Ak je uroven mean-reverzie
dostatocne vysokd, volatilita short rate sa blizi v dlh§om c¢asovom horizonte k nule
a short rate ku konstante. Tento fakt byva casto kritizovany.

V lognormdalnom Black-Derman & Toy modeli neexistuji analytické riesenia pre
vypocet cien dlhopisov & opcii. Analyzu a ocefiovanie opcii musime robit empiricky.

Proces pre short rate m4 tvar

r(£) = U(£)ele @V @) (3.9)

kde W je standardny, jednorozmerny Brownov pohyb, U(t) je medidn lognormélneho
pravdepodobnostného rozdelenia a o(t) je smerodajnd odchylka short rate. Po zloga-
ritmovani dostdvame

Inr(t) =InU(t) + o ()W (%).
Derivujeme podla ¢:

dinr(t) = mnT[tj(ﬂdt + o (t)dW (t) + W (t)o' (t)dt.



Z rovnice (3.9) dosadime za W (t) a dostdvame

olnU(t) d'(t)

dlnr(t) = 5 + (1) (In7(t) — InU(t))| dt + o(t)dW (¢), (3.10)
kde E’IHTZJ(” je drift a ¢'(t) predstavuje parcidlnu derivéciu ¢ vzhladom na ¢.
a'(t)

Vyraz — 0l je vlastne trovenn mean-reverzie. Ak by sme predpokladali konstantnost
volatility short rate, tento vyraz by mal nulovii hodnotu a model by nepodliehal mean-
reverzii. Na druhej strane, ak pozorujeme klesajicost volatility short rate v ¢ase,
uroven mean-reverzie je kladnd. Konkrétne, ak by volatilita short rate klesala expo-
nencidlne podla funkcie o(t) = o(0)e~%, a > 0, potom nadobiida mean-reverzia kladnn,
konstantni hodnotu a. Vo vieobecnosti, akdkolvek klesajiica éasova struktira volatilit

mad v sebe zakomponovani kladni mean-reverziu.
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4 Stromy urokovej miery

Stromy vyvoja trokovej miery reprezentujui stochasticky vyvoj short rate v diskrétnom
case. Ak je casovy krok v strome At a my sa nachddzame v case ¢, hodnoty miery
R v jednotlivych uzloch stromu predstavuji trok, ktorym sa spojito uroci pozicka na
velmi kratku dobu (¢, + At). Pri konstrukcii stromu predpokladdme, 7e této miera R
sleduje rovnaky stochasticky proces ako okamzitd tirokova miera r v prislu§nom spo-
jitom modeli. Rozdiel napr. od stromov vyvoja cien akcii spoéiva v sposobe diskon-
tovania. V pripade cien akcif je diskontnd miera rovnakd v kazdom uzle, zatial ¢o
v stromoch vyvoja tirokovej miery sa diskontnd miera meni od uzla k uzlu.

Na popisanie vyvoja tirokovej miery pouzivame vac¢Sinou binomické alebo trinomické
stromy. Binomické stromy si mozno o nieco jednoduchsie na zostrojenie, trinomické
stromy poskytuji extra stupeit volnosti a moézme nimi zachytif aj také vlastnosti
urokovej miery ako je mean-reversion.

4.1 Rizikovo-neutralne ocenovanie

Vsetky derivdty budeme ocetiovat za predpokladu, Ze svet (a investori) si rizikovo-
neutrilni. To znamen4, 7e na ticely ocenenia budeme predpokladat:

e ocakdvany vynos zo vSetkych obchodovanych cennych papierov je bezrizikova
urokova miera,

e budice toky hotovosti (cashflow) sa ocefiuju diskontovanim ich o¢akdvanych
hodnét bezrizikovou irokovou mierou.

8 %
7%
6 % 6 %
5% 5%
4% 4%
3%
2%

Obrazok 1: Priklad vyvoja tdrokovej miery v binomickom modeli
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4.2 Ocenovanie indukciou odzadu

Pri ocefiovani opcii za¢iname na konci stromu v dobe splatnosti opcie (¢as T) a pos-
tupujeme k predchadzajicicm uzlom. V ¢ase T je payoff opcie zndmy. Napriklad, put
opcia mé hodnotu max(X — Pr,0) a call opcia m4 hodnotu max(Pr — X,0), kde Pr
je cena dlhopisu s maturitou S > T v ¢ase T a X je strike price. Kedze predpok-
laddame existenciu rizikovo-neutralneho sveta, cena opciev kazdom uzle v ¢ase T — At
sa d4 vypoéitat ako ofakdvand hodnota v éase T diskontovans prislusnou turokovou
mierou, ktorou sa troé¢i poéas periédy (T'— At,T). Podobne, cena opcie v kazdom
uzle v éase T — 2At sa d4 vypoéitat ako ofakivand hodnota v ¢ase T — At diskon-
tovand prislu§nou trokovou mierou, ktorou sa troé¢i pocas periédy (T — 2At, T — A)
atd. Nakoniec, po prejdeni vietkymi uzlami, dostaneme cenu opcie v ¢ase nula.
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5 Zakladny term-structure model

Na zaciatku kapitoly 3 sme uviedli modely zaoberajiice sa spravanim celej vynosovej
krivky, tzv. term-structure modely. Pre tieto modely sa vyzaduju nasledovné vlast-
nosti:

e musia byt multiperiodické

e trokovii mieru, ktorou sa droé¢i poéas periédy (¢t — At, t] a ktord je zndma v ¢ase
t — At, ozna¢ime ako 7

o filtrdcia F = {F;;¢t = 0,1,...,T} opisuje mieru informécie o cene cenného pa-
piera, ktord je investorom znama

e oznatme bankovy ucet v ¢ase t ako B;
o plati r, = 228=at pre =1 .. TaBy=1

Bi_a¢
e cenu bezkupénového dlhopisu s maturitou 7 v ase ¢ sme oznagili P(¢,7) a tato
cena je definovand pre vsetky 7; 7 € [1, 7]

e P(.,7)={P(t,7);0 <t <7} je adaptovany proces taky, ze P(r,7) =1

e cena P(t,7) nie je definovand pre ¢t > 7.

V kazdom case t existuje sibor bezkup. dlhopisov {P(t,t+ 1), P(t,t +2),..., P(t,7)}.
Tento subor nazyvame casovd Struktira cien bezkuponovych dlhopisov. Term struc-
ture model musi byt zbaveny arbitraznych prilezitosti, teda musi existovat rizikovo-
neutralna pravdepodobnostnd miera (@, pod ktorou su diskontované ceny bezkupénovych
dlhopisov martingaly'. Inymi slovami, musi existovat nejaks pravdepodobnostns miera

Q (Qw) >0 VYw € Q), 7e pre vietky 7:

P(s,7) = BEg|P(t,7)/By|F], 0<s<t< (5.1)
Viem ale, 7e P(1,7) =1 a 5t = (1 + r411) ... (1 + 1), takie uvazujic ¢ = 7 vidime,

7e ceny bezkupénovych dlhopisov musia vyhovovat vztahu
P(s,7) = Eg[B;/B:|Fs] = Eg[1/{(1 + 7s41)...(1 + 1) }| Fs], 0<s<7 (52

pre rizikovo-neutralnu mieru Q. Ak zoberieme 7 = s+1, dostdvame

1

— =0,1,..,T—1. 5.3
P(s,s+1)’ ST (5:3)

Ts+1 +1=

V term structure modeloch vieme s uréitostou budice hodnoty niektorych cennych pa-
pierov (napr. bezkupénovych dlhopisov v ¢ase splatnosti). Najprv teda $pecifikujeme
pravdepodobnostny priestor (2, F, Q, F), kde Q bude rizikovo-neutrdlna pravdepodob-
nostnd miera, potom Specifikujeme okamziti tdrokovi mieru r (ktorej pravdepodob-
nostné spravanie bude s ohladom na Q) a nakoniec pomocou (5.2) vypoéitame ceny
bezkupénovych dlhopisov. Dok4zeme teda skonstruovat term-structure model konzis-
tentny so si¢asnou ¢asovou Struktirou drokovych mier a nemusi nds znepokojovat

teéria pravdepodobnostnych ofakévani a martingalov je podrobne opisand napr. v [8], kapitola 2
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pravdepodobnostné spravanie drokovych mier a bezkupdénovych dlhopisov v redlnom
svete.

Aké bude teda spravanie bezkupdnovych dlhopisov s réznymi maturitami v céase?
Na uréenie procesov P(.,1), P(.,2), P(.,3),... nembzeme vziat lubovolny stochasticky
proces, ktory spliia P(t,7) < 1pret < 7 a P(r,7) = 1. Musime respektovat pod-
mienku (5.1), aby sme zabranili vzniku arbitrdznych prilezitosti. Skuto¢ne, pri zndmych
P(r,7) pre 7 = 1,2,3,... ndm (5.3) ddva len jedinti moznost ako urcit P(r — 1,7) pre
r=1,23,...

Pri urcovani cien bezkupénovych dlhopisov teda postupujeme v strome odzadu.
Ak pozname ceny bezkupénovych dlhopisov vo vSetkych uzloch v nejakom c¢ase, ceny
v jednotlivych uzloch o jeden krok spit uréime

P(s,7) = Eg[(1 4 r51) " Ps + 1,7)| ] = (1 + 7o1) " Ep[P(s + 1,7)|F].  (5.4)
Tito rovnicu sme dostali dosadenim ¢ = s + 1 do (5.1).

Vo veobecnosti mbze byt cena akéhokolvek claimu (t.j. derivétu) C®, ktory nepripusta
arbitrdzne prilezitosti prostrednictvom kipy a predaja derivatov ¢i dlhopisov, vy-
pocitand pomocou rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti 7 ako diskontovana océaka-
vana hodnota. Teda:

OO = (14 701) " Bgl(CH) + X)) | 7] (5.5
kde X1 je cash flow derivatu v ¢ase t + 1.

Eurépska call opcia
Uvazujme, Ze eurépska call opcia na bezkupénovy dlhopis P(.,s) md v ¢ase 7 payoff:

X =(P(r,s) — K)*, 0<7<s<T,
kde K je strike price. Jej cenu m; v ¢ase ¢t < 7 vypocitame nasledovne:
my = ByFEg[(P(1,8) — K)*/B.|F], t<T. (5.6)

Forwardovy kontrakt

Uvazujme forwardovy kontrakt vypisany v case ¢ na claim X s dobou splatnosti T
(0 < ¢ < T). Forwardovi cenu claimu X sme v kapitole 2 oznaéili ako Fx(¢,T). Uz
pozndme vztah pre arbitrdznu cenu bezkupénového dlhopisu (5.1), arbitrdzna cena
claimu X v ¢ase ¢ je analogicky

m(X) = ByEo[X/Br|F], Vte (0,T), (5.7)

kde Q je rizikovo-neutralna miera.
Forwardovy kontrakt je reprezentovany premennou Gr = X — Fx(t,T). Arbitrdzna
cena tohto kontraktu Gr sa v ¢ase t rovnd nule, teda m(Gr) = 0. Podla (5.7) dostdvame

m(Gr) = BeEg|GrBy'|Fy) = By (Eo[XBy'|F] — Fx(t,T)Eg[Br'|F]) = 0.  (5.8)
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Forwardové cena Fx(t,T') claimu X sa v ¢éase t < T teda rovnd

BolX/BrlF] _ m(X)
Boll/BrlF] ~ P(LT)

Fx(t,T) = (5.9)

Future kontrakt
Oznaéme cenu future kontraktu na claim X v éase ¢t ako ®x(¢,T), kde T je doba splat-
nosti future kontraktu. Predpokladajme, Ze dni, v ktorych sa obchoduje, si diskrétne:

O=to<thi<...<t, =T.

Uvazujme, ze v Case ¢y vstupujeme do future kontraktu na strane long position. Cena je
vtedy ®x (1, T). V Case tyy1), ked je cena ®x (tg41,T), obdrzime platbu ®x (tg41,T) —
®x(ty, T). (Ak cena klesla, zaplatime —(®x(tx11,T) — Ox(tk,T)).) V Case t,, = T
budeme mat za sebou postupnosf platieb

Px (ter1, T) — Sx(trs T), @x (ty, T) — Px (i1, T)s ooy Bx (0 T) — Bx (01, 1)

v ¢asoch tg11, ko, - ..,t,. Hodnota tejto postupnosti v ¢ase £ =1y je
n—1
B Eqg By, (®x(tj11,T) — x(t;, T))|F;
j=k

V ¢ase ty nas vstup do future kontraktu nestoji ni¢ - hodnota tohto vyrazu je potom
nulova.
Cena future kontraktu je teda JF-adaptovany stochasticky proces

{®(t,T);0 <t < T},

ktory spfﬁa
(T, T)=np(X) a (5.10)

[ay

n—

BiEg | Y B! (®x(tjs1,T) — Ox(t;, T))|F| =0 0<t<T. (5.11)

<.
Il
En

Jeding proces?, ktory spina (5.10) a (7.13), je
@(t,T) = EQ [WT(X)|F,5] , 0 S t S T. (5.12)

Ak za claim X zoberieme bezkupénovy dlhopis P, cena future kontraktu s maturitou
T v case S je
®(t,T) = Eg[P(T,S)|F], 0<t<T, (5.13)

kde P(T,S) predstavuje cenu bezkupénového dlhopisu s maturitou S v ¢ase 7.

2dokaz najdeme v [8], kapitola 27
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Cap
Ak robime platby v ¢asoch T; = Ty + id,¢ € {1,...,n}, tak platime v ¢ase T; 0-
forwardovi mieru nastavenu v case T;_;

P S
L(E_l,ﬂ—l) - 5 (P(T’z—hﬂ) 1> .

Cap nam plati rozdiel medzi touto plavajicou sadzbou a cap rate k, dohodnutou pri

uzatvarani kontraktu
S(L(Ti-1,Ti1) — k)T

v kazdom case T;. Jednotliva platba uskutoénend v ¢ase T; sa nazyva caplet. Caplet
mozeme prepisat ako

X = (14 k8)P(T,_,,T)) (K — P)*, (5.14)

kde K = (14 ko).

Hodnota jednotlivého capletu X v case t je B;Eg(Bp'X|F), ¢o sa podla (5.14)
rovna

(1+ k6)BEg(Br,' (K — P(T;_1,T;))| ). (5.15)

To je zroven presnd hodnota (1 + kd) put opcii na bezkupénovy dlhopis s maturitou
T;, ktoré maju dobu splatnosti T;_; a strike price K.
T4to ekvivalencia medzi capletom a put opciou sa d4 zdévodnit aj intuitivne. Uvazujme,
kedy vyuzijeme j-ty caplet. Je to prave vtedy, ak L(T;_1,T;_1) > k, resp.

P(T;_1,T)) ' =14+ L(T;_1,Tj-1)6 > 1+ ké = K.

Této nerovnost plati, ak P(Tj_;,T;-1) < K, ¢o je stav, kedy vyuZijeme put opciu.
Mnozina udalosti, kedy sa vyuziju oba kontrakty, je teda rovnakd. Ak vyuzijeme
caplet, jeho payoff v ¢ase T; je 6(L(Tj_1,Tj-1) — k), resp.

OP(Tj—1, Tj)(L(Tj-1,Tj-1) — k) (5.16)

v Gase T;_;. Payoff (1 + k6) put opcii je (1 + k8)(K — P(T;1,T;)) = K 1(K —
P(T;-1,Tj) = 1= (1 + k6)P(T;_1,T;) =

5P(T; 1, T) (% (ﬁ - 1) - k) , (5.17)

¢o sa rovnd vyplate capletu.
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6 Diskrétne modely trokovej miery

V tejto kapitole si rozoberieme postupy na vytvorenie konkrétnych stromov vyvoja
tirokovej miery. Po zostrojeni tychto stromov vieme ocenit rozne derivity drokovej
miery aj inak ako analyticky.

6.1 Ho & Lee model v tvare binomického stromu

Binomicky strom je rekombinujici, ¢o znizuje vypoétovi naroénost modelu. Zakladna
idea je modelovat budtice spravanie celej term structure. Oznaéme Pi(t) (T) cenu dis-
kontného dlhopisu s maturitou T' v ¢ase t, kde i je stav sveta (uzol v binomickom
strome). V kazdej vetve binomického stromu sa cena diskontného dlhopisu zmeni
z P() bud na Pz(f{l)() (’posun hore’) alebo na P (\) (’posun dole’). Premenns «
definuje pravdepodobnost posunu hore v binomickom srome pod pravdepodobnostnou
mierou P. Dalej zavedieme perturbaénti funkciu h*(T — t), ktora je nezdvisld na stave
a uréuje velkost zmeny v cene dlhopisu za obdobie (t — A,t) (A je velkost ¢asového
kroku). Pri posune hore budeme oznaéovat perturbaénii funkciu A%(T —t) a pri posune
dole h%(T — t). Postup vytvorenia binomického stromu sa d4 rozdelit do troch ¢asti:

e urcenie perturbaénych funkcii
e odvodenie rizikovo-neutrdlnych pravdepodobnosti
e odvodenie nutnych podmienok pre nezivislost na ceste.

Perturbaéné funkcie
Proporéné posuny vynosovej krivky sa daju zapisat nasledovne:

pPEA(T
Pi(i)l(T) = Z@:T)()hu(T —t) v hornom stave,
P
AT
Pi(t) (T) = ZO&T)()hd(T —t) v dolnom stave. (6.1)
P()

Perturbac¢né funkcie nezdvisia vSeobecne od ¢asu, ale od zostavajiceho ¢asu do doby
splatnosti dlhopisu. Kedze v ¢ase splatnosti je cena dlhopisu rovnd face value, pertur-
ba¢né funkcie spfﬂajﬁ podmienku
PI(T) = K(0) = h*(0) = 1

Rizikovo-neutralne pravdepodobnosti
Na odvodenie rizikovo-neutralnych pravdepodobnosti zostrojime portfélio V' pozos-
tdvajice z dvoch Iubovolnych bezkupénovych dlhopisov s réznou dobou splatnosti.
Investujeme jednu jednotku do bezkupdnového dlhopisu s maturitou T a £ jednotiek
do bezkupdénového dlhopisu s maturitou S < T.

Hodnota portfélia V = P(T) + £P(S) v hornom stave i + 1 v ¢ase t < s < T je

PI(T)RY(T — 1) + EP (S)h(S - #)
Vz(ﬂ (T,S) = Pz'(ﬂ (T) + sz'(JZ(S) = EoLE P?t_A) (1)

(6.2)
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a v dolnom stave mé portfélio hodnotu

VO(T 8) = PO(T) + £PO(S) = PITWT — 1) + €7V (S)hU(S — 1)

(6.3)

Teraz chceme zvolit takd hodnotu &, ktord zabezpeéi bezrizikovost portfélia pocas
periédy (t — A, 1) (teda VI (T, S) = (T, S)). Dostévame

o = PEOMEHT 1) = h(T - )
PEA(S)(RA(S —t) — h(S — 1)

Dosadenim do (6.2) alebo (6.3) dostdvame

, _ PU(T) U(T — 1)h4(S — ) — h*(S — )h4(T — 1)
VT, 5) = P ) hi(S — ¢) — hu(S — 1)

)

(6.4)

Aby sme vyliéili moznost arbitrdze, vynos bezrizikového portfélia musi byt rovny
vynosu bezkupénového dlhopisu na jednu periédu W) . Po niekolkych tipravdch

a dosadeni za £* dostavame
h“(T —t)+ (1 —m)hd (T -t)=1 Vv, T, t<T. (6.5)

Premenn4d 7 je nezivisld na T a d4 sa chdpat ako rizikovo-neutrdlna pravdepodob-
nost. Ho & Lee model predpokladé jedint rizikovo-neutralnu pravdepodobnost a vSetky
naroky (claims) mozeme oceniovat ako keby investori boli rizikovo-neutralni.

Rizikovo-neutralne ocenovanie dlhopisov

Ocenovanie diskontnych dlhopisov je neutralne, ak za pravdepodobnosti posunu hore
1-h%(T—t)
R (T—t)—-h4(T-t)"
Cenu dlhopisu v ¢ase 0 dostaneme, ak postupujem v strome po uzloch spét az k uzlu
v éase 0. Cenu v lubovolnom uzle stromu vypoéitame pomocou vztahu

a dole berieme 7 a 1-7, kde 7 je definované rovnicou 7 =

POT) = (1 + o) H (@ PE(T) + (1 - 1) PE(T)),

¢o je vlastne len iny tvar rovnice (5.4).

Rizikovo-neutralne ocenovanie derivatov

Mézeme pouzit rizikovo-neutralne pravdepodobnosti 7 a 1-7 aj na oceniovanie vieobec-
nejsich produktov, t.j. réznych derivdtov drokovej miery? Odpoved na tito otdzku je
kladné. Postup je analogicky ako pri diskontnych dlhopisoch.

Nezavislost na ceste

Pri konstruovani binomickych modelov je velmi vhodné, ak je binomicky strom rekom-
binujici, t.j. bod, ktory dosiahneme posunom hore a naslednym posunom dole, je to-
tozny s bodom, ktory dosiahneme posunom dole a nédslednym posunom hore (v nasom

strome je to bod Pi(tHA) (T)). V opacnom pripade sa vypoctova zlozitost a poziadavky
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na paméit poéitaca privelmi zvysuji. Méme teda dve cesty, ktoré vytvdraji systém
dvoch rovnic

peiaaypy - POI) BT =t = AT =t = 24)

psaaypy - PO HUT - AT —t = 28)
T POt +2A) hi(A)

Z podmienky na nezivislost

Re(T —t — AYRYT —t —2A)  hHT —t — AYRY(T — t — 2A)

h(A) - hi(A)

a upravou dostavame diferenénii rovnicu prvého radu

1 _ 54 m(h*(A) —1) A 1
he(T —t—A) ~ he(T —t —2A) * he(A)(1 —7) (h“(T—t—2A) ﬂr) i
kde
§A = w
~ ()T

je parameter, ktory sa d4 chipat ako uréity determinant $irky medzi dvoma pertur-
ba¢nymi funkciami.
Jednotlivé hodnoty perturbaénych funkcii ziskame indukciou vpred:

hu(A)zéA(l—W)—Hr
! A ! -7 T=021—-7)+m
@A) = ° (hu(A) )* Amm
1 1

1 N 1
=g O (h“(T—t—A) -7

Dostévame teda vztahy pre perturbaéné funkcie

>+7r=6T_t(1—7r)+7r.

1 hd - 5(T—t)
0= o * AT-D= . (66)

(T —

Z tychto rovnic vieme vyjadrit

Kt ¢+ A)\ /2
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Rovnice (6.6), ktoré sme odvodili zo vztahov pre perturbaéné funkcie, rizikovo-neutrélne
pravdepodobnosti a podmienky nezavislosti na ceste, tvoria jadro Ho & Lee modelu.
Parameter ¢ sa nachddza v otvorenom intervale (0,1) (ak by napr. § = 1, premenlivost
trokovej miery by zanikla). Parameter ¢ jednoznacéne uréime pomocou volatility short
rate.

Ak pozname vyjadrenia perturbaénych funkcii, rekurzivhym dosadenim ziskame
vzorec pre cenu dlhopisu v akomkolvek uzle binomického stromu:

(1 — 7)gt-G+DA
(1 — m)dT-U+DA

Cena dlhopisu na jednu periédu je

POt +A) o=

POt +A) = .
i ) PO 7+ (1 —m)d

Este musime ale ur¢it 6. Z definicie short rate vieme, 7e

PP (t+4)

Ti(t)Z—ln A

Vertikdlna vzdialenost medzi jednotlivymi uzlami v strome je potom
T(i—l—l)(t) —_ Tz(t) = Aln5
a teda je konStantnd. Variancia urokovej miery na jednu periédu je

POt + A)

1
_] ?
TTTTA

=P7r(1—7r)(1n6)2 Vi=0,...,t.

o*A = Var[ri(t)] = Var

Nie je teda zavisld na case ani na stave, je konStantnd. Vzdy ked mame varianciu
urokovej miery exogénne zadantd, napr. odhadom z historickych dat, parameter ¢

nadobuda hodnotu .
A2

§=e Vri-m,

Ho & Lee model je najjednoduchsi bezarbitrazny model. Av§ak jeho hlavnou nevyhodou
je, 7e pripusta zdporné hodnoty tdrokovej miery a neumoziiuje volatilitdim menit sa
v Case.
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6.2 Vybudovanie trinomického stromu pomocou Hull-White
modelu

Uz vieme, ze Hull-White model pre okamziti drokovi mieru r vychadza z rovnice
dr = (8(t) — ar)dt + odW.

Predpokladajme, 7e ¢asovy krok v strome bude kon§tantny a rovny At a ze trokova
miera na periédu At (oznacili sme ju R) je riadend rovnakym procesom ako 7:

dR = (8(t) — aR)dt + cdW.

Prva c¢ast

Celtl procedury si rozdelime na dve ¢asti. V prvej najskor zostrojime trinomicky strom
] y

pre novi premennu R*, ktord je na zaciatku nulova a sleduje proces

dR* = —aR*dt + odW.

Tento proces je symetricky okolo nuly. Premennd R*(t+ At) — R*(t) je normadlne rozde-
lend, (podia jednej z vlastnost{ Brownovho pohybu). Ak zanedbidme vyrazy vyssieho
rddu ako At, strednd hodnota tejto premennej je —aR*(¢) At a disperzia je 02At. Defin-
ujme rozstup medzi drokovymi mierami na strome akoAR. Z pohladu minimalizdcie
chyby je dobry vyber

AR = oV 3At.

Na zostrojenie trinomického stromu pre R* potrebujeme vediet, ako sa v jednotlivych
uzloch strom rozvetvuje. Na obrazku 2 vidime tri mozné spésoby vetvenia trinomického
stromu. Pre prili§ vysoké (resp. nizke) hodnoty short-rate sa v Hull-White modeli
meni spésob rozvetvovania tak, aby potlacil short-rate naspit do zelatelnej dirovne. Ak
budeme vediet, v ktorej periéde nastidva takyto jav, potom uréime aj samotné pravde-
podobnosti v uzloch.

Oznaéme uzol v ¢ase t = 1At (teda po i krokoch) s hodnotou R* = jAR ako (i, 7).
(4,7 st celé &isla, navyse ¢ > 0.) Ak je mean-reversion a > 0, je nevyhnutné pre prilis
vysoké (resp. nizke) hodnoty j zmenif sposob rozvetvovania stromu. Definujme ako
jmaz hodnotu j, ked menfme sposob rozvetvovania stromu z toho na Obr. 2a na ten
na Obr. 2¢, podobne jmin ked menime z Obr. 2a na Obr. 2b. Hull a White ukdzali, ze
pravdepodobnosti v uzloch st kladné vidy ked za jnq vezmeme najmensie celé &islo
vécsie ako 0.184/(aAt) a jimin = —Jmaz-

Definujme pravdepodobnosti v uzle stromu pre horni, stredni a spodniu vetvu ako
Pu, Pm & Pg. Pravdepodobnosti uréime z rovnic pre stredni hodnotu a varianciu pre-
mennej R*(t+At)— R*(t) (zmena R* v ¢ase) a z podmienky na stcet pravdepodobnosti
(musi byt rovny 1). Dostdvame tri rovnice o troch nezndmych:

PAR — psAR = —ajARAt
PAR? + piAR? = 02 At + a2 AR A
PutPm+pa=1.
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(a) (b) (c)

Obrazok 2: Rozne spbsoby vetvenia trinomického stromu

Dosadenim AR? = 306%2At a vyrieSenim sdstavy dostdvame:

1 a?j?2A82 — ajAt
Pu =+
6 2

2
Pm =73~ a®j2 AL

1 a?j?2At? +ajAt
Pa=g~ 2 '

Tieto vyjadrenia pravdepodobnosti platia iba pre taky uzol (i,j), aky je zndzorneny
na Obrazku 2a. Pre uzol, v ktorom je vetvenie ilustrované na Obrazku 2b, st pravde-
podobnosti

1 a?j?2At? +ajAt

Pu=g ™" 2
1
Pm=—75— a®j2 A — 205 At
7 a?2A? + 3ajAt
Da= ; +
6 2
a pre uzol na Obrazku 2c
7 a?2At? — 3ajAt
Py =5+

6 2

1
Pm=—73~ a?j2 At + 205 At

1 N a?j2At? — ajAt
Pi=% 2 '
Vidime, Ze pravdepodobnosti zdvisia iba na j. St nezavislé od ¢ - nezilezi teda na tom,

v ktorej peridde sa nachadzame.

Druh4 éast

Ked uz mdme zostrojeny strom pre R*, konvertujeme ho na strom pre R. To dosiah-
neme pripoéitanim novej premennej o k uz zndmej R*. Struktira stromu zostane rov-
naka, akurat hodnoty drokovej miery v jednotlivych uzloch sa zmeni takym sposobom,
aby dokonale pasovali na sticasni ¢asovu Struktiru.

22



Definujme «; ako «(iAt) - je to hodnota R v Gase 1At na strome pre R minus
zodpovedajica hodnota R* v €ase 1At na strome pre R*. Definujme (), ; ako sti¢asnu
hodnotu cenného papiera, ktory, ak je dosiahnuty uzol (4, j), vypldca $1 a v opacnom
pripade nulu. Vyrazy o; a Q;; sa daji vypoé&itat pomocou indukcie vpred tak, 7e
je presne vystihnutd sucasnd ¢asova Struktira. Potom uz pozname vSetky premenné
potrebné na vypocitanie R v kazdom uzle.

Podme si tento postup nézorne ilustrovai:

Hodnota () je 1. Potom vypocitame o tak, aby ddvalo sprdvnu cenu bezkupénového
dlhopisu s maturitou v ¢ase At (to znamend, Ze «p bude rovné poéiatocnej tirokove;
miere na periédu Af.

Predpokladajme teraz, Ze existuje m > 0 také, Ze si uz urcené vsetky @); ; pre ¢ < m.
V dalsom kroku uréfme a,, tak, ze strom drokovych mier sprévne oceni bezkupénovy
dlhopis s maturitou v ¢ase (m —+1)At. Urokova miera v uzle (m, 5) je oy +jAR, takie
cena tohto dlhopisu je

N

Pt = Z Qe (Om HIARIAL

Jj=—Nm

kde n,, je pocet uzlov na kazdej strane od stredového uzla v ¢ase mAt. Upravou

dostaneme o ARA
In " Qe PR —In Py

J=—Nm
At

Moézme pokracovat dalej a pomocou a,, vypoéitame Qi; pre it =m + 1:

Qm—l—l,j = Z mekq(k,j)e[_(am+kAR)At],
k

G

kde ¢(k, j) je pravdepodobnost prechodu z uzla (m, k) do uzla (m + 1,j) a sumujeme
cez také k, pre ktoré je tadto pravdepodobnost nenulovi.

Hlavny rozdiel v implementacii Ho & Lee a Hull-White modelov: Hull a White §pe-
cifikuji vzdialenost medzi jednotlivymi uzlami v tom istom Ease (ktord je zdvisld na
volatilite) a z nich odvodia pravdepodobnosti. Ho & Lee najprv zadaju pravdepodob-
nosti a potom ngjdu zodpovedajicu funkciu volatility.
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6.3 Konstrukcia binomického stromu v Black-Derman & Toy
modeli

Black-Derman & Toy model predpokladd lognormadlne rozdelenie zmien short rate a do-
bre vyhovuje §truktire volatilit tym, 7e umoziuje volatilitAm menit sa kazdd periédu.
Oznaéme ocakavany logaritmus zmeny short rate ako u a volatilitu oéakavaného loga-
ritmu zmeny short rate ako 0. Potom m4d v spojitom ¢ase dynamika logaritmu short
rate tvar

dInr(t) = p(t)dt + o(t)dz, (6.7)

kde premennd z symbolizuje stav (uzol) v ¢ase a premennd dz predstavuje zmenu stavu
(v diskrétnom ¢ase je dz ndhodnd premennd, ktord nadobdda jednu z hodnét {—1,1}).
Reprezentdcia rovnice (6.7) v diskrétnom éase je

Alnr(t) = p(H)At + o () /A = In "0 +(t)“) Inr(t+Af) —lnr(s).  (6.8)
Z toho dostavame
r(t + At) = r(t)elHOMHOLVEY _ (1) o =OVAL (6.9)

kde U(t) = r(t)e 2 je medidn lognormalneho pravdepodobnostného rozdelenia. Ako
uré¢ime hodnotu U(t)? Nech Qgt) je cena cenného papiera, ktory vypldca $1 v case
¢, ak je dosiahnuty stav z, v opatnom pripade nulu. Kedze dnesnd éasovd struktira
irokovych mier je zndma, dnesnd cena diskontného dlhopisu s lubovolnou maturitou
je rovna

1
t t t t - 1+7, (t)At #

QY
a Z 1+ U(t)esO=OVALAL

(6.10)

kde sumujeme cez mozné stavy z v ¢ase .

Ako vstup do modelu slizia vynosy bezkupénovych dlhopisov a jednoroc¢né volatili-
ty (v diskrétnom modeli sa volatilita okamzitej jednoroénej miery rovn4 volatilite short
rate). Jedinou nezndmou v rovnici (6.10) teda zostdva vyraz U(t). Nanestastie, neds
sa vyjadrit analyticky, musime pouzit numerické rieSenie. Ilustrujme uvedeny post-

Maturita 1 2 3 4 ]
Vynos |1.93% (233% |2.73% |3.12% | 3.50 %

Tabulka 1: Term structure irokovej miery.

up na konkrétnom priklade: Predpokladajme, Ze vynosy bezkupénovych dlhopisov si
ako v tabulke 1 a jednoroénd volatilita sa v ¢ase meni ako v tabulke 2. Dalej pred-
pokladajme, 7e martingalova pravdepodobnost posunu hore je 7 = 0.5 a posunu dole
1 — 7 = 0.5. Jednoro¢nd urokova miera je hodnota short-rate v uzle 0 binomického
stromu (ro(0) = 1.93%). Akt hodnotu bude maf short-rate v dalsej periéde?
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Cas 1 2 3 4 5
Volatilita (1-ro¢né) | 10.30 % | 9.41 % | 8.75 % | 8.65 % | 7.93 %

Tabulka 2: Term structure jednoroénej volatility.

Rizikovo-neutrdlnym ocenenim vypoéitame hodnoty (1) = 0.5%0+0.5% (m) =

0.490533 a Q1(1) = 05 () + 05 % 0 = 0.490533. Dosadenim do (6.10)
dostdvame

1 (1
P©(2) = 0.9550 = @) + Q1)  _
14+ U(1)esW=VALAL 1+ U(1)ecMDVALAL
0.490533 0.490533

- 1+ U(l)eo-w?’*l\ﬁl + 1+ U(1)60.103(—1)ﬁ1'

Uil)
0.0l 0.0z 0.03 0. N&DS

Obrézok 3: Hladanie riesenia pre U(1).

Numerickym rieSenim sme dostali U(1) = 2.73%. Je to jedind hodnota, pre ktord
sa cena bezkupénového dlhopisu v modeli rovna cene bezkupénového dlhopisu v sku-
toénosti. Teraz mozeme podla (6.9) vypocitat short rate v oboch uzloch v periéde
1:

ri(1) = U(1)e”MVT = 2.73%¢1% = 3.028%

r_1(1) = U(1)e”MWEDVT = 9 73%670103 — 9 465%.
Dalsie kroky

e Vypocitame hodnotu @Q;(2),7 € {2,0,—2}.

e Numericky ndjdeme U(2) tak, aby cena 3-roéného bezkupénového dlhopisu v
modeli a v skuto¢nosti bola rovnaka.

e Ndjdeme hodnoty short rate vo vSetkych troch uzloch v periéde 2 (pouzitim
rovnice 7;(2) = U(2) - 60(2)i\/1)_
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Cas 0 1 2 3 4 5
Urokov4 miera 1.93% |2.33% | 2.73% | 3.12% | 3.50 %
Bezkupé6novy dlhopis 1 0.9811 | 0.9550 | 0.9225 | 0.8845 | 0.8420
Volatilita (ro¢na) 10.30 % | 941 % | 8.75 % | 8.65 % | 7.93 %
U(t) 1.93% | 2.73% | 351 % | 427 % | 5.01 % | 5.74 %
0 1 2 3 4 5

5 8.53 %

4 7.08 %

3 5.55 % 7.28 %

2 4.23 % 5.96 %

1 3.028 % 4.66 % 6.21 %

0|1.93% 3.51 % 5.01 %

-1 2.465 % 3.91 % 5.30 %

-2 2.90 % 4.22 %

-3 3.28 % 4.53 %

-4 3.55 %

_5 3.86 %

Tabulka 3: Binomicky strom vyvoja short rate v Black-Derman & Toy modeli.

Vysledok pre U(t) a short rate je je zapisany v tabulke.
Predpokladali sme, Ze zmeny short rate maji lognorméalne rozdelenie. Prirodzeny
logaritmus zmeny short rate ma potom norméalne rozdelenie a teda

A2
(t+At)]2 1 [l Tz(f:i t)]
i - (t—At) |
Ti—1

o =n(l—m) [ln rgfim) —Inr

Po tprave dostavame vyjadrenie volatility pomocou hodnét short rate dvoch susednych

uzlov v ¢ase t + At
1 HEHAD)
o=;n |, (6.11)

e

Popisali sme teda postup na zostrojenie binomického stromu pri znadmej funkcii

volatility short rate (resp. volatility jednoro¢nej irokovej miery). Iny sposob je zostro-

jit tento strom pomocou volatilit vynosov bezkupénovych dlhopisov. Tento spdsob

je vyzaduje riesit o nieco zlozitej§i systém rovnic, avsak volatilitu vypoéitame celkom
jednoducho z historickych dat.

Odhadovanie volatility vynosu bezkupénového dlhopisu z historickych dat
Definujme: n—+1: pocet pozorovani, r;: vynos bezkupénového dlhopisu na konci i-teho
intervalu, 7: dlzka ¢asu v rokoch. Nech

u; =ln< i )iz 1,2,..n.
Ti—1
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Standardni odchylku s premennej r; odhadneme nasledovne:

1 n
8§ = n_lz(ui—ﬂ)Q,

i=1

kde 7 je priemer hodnét u;. Hull v [2] ukédzal, ze Standardnd odchylka sa rovnd o./7.
Teda hodnota s je odhadom o+/7. Volatilita moze byt potom odhadnut4 ako

s

o* = I
Pri hladani hodnét short rate v jednotlivych uzloch stromu budeme postupovat nu-
mericky tak, aby vysledné hodnoty cien dlhopisov a volatility vynosov (implikované
stromom) boli konzistentné s pévodnymi (vstupnymi) hodnotami. Ilustrujme si pos-
tup na priklade. Na trhu boli pozorované nasledujice data: Jednorocéna urokova

Maturita 1 2 3 4 5
Urokové miera 1.30% | 1.63% |2.06% | 2.45 % | 2.90 %
Historicka volatilita 10.33 % | 954 % | 9.30 % | 9.05 %

miera je zaroveii short rate v uzle nula. Dalej uréfme hodnoty short rate (1) a
r_1(1) v uzloch v éase 1. Tie ndm potom jednozna¢ne urcia strom vyvoja ceny 2-

Short rate Cena 2-ro¢ného dlhopisu
0 1 2 0 1 2

3

2 ? 2.163 % 1000

1 2.163 % 978.8

0 | 1.300 % ? 968.2 1000

-1 1.759 % 982.7

-2 ? 1.759 % 1000

-3

Tabulka 4: Binomicky strom vyvoja short rate v Black-Derman & Toy modeli.

roéného bezkupénového dlhopisu. Cena v uzle nula musi byt konzistentns so vs-
tupnymi ddtami (a naozaj: 1/1000/968.2 — 1 = 0.0163). Pri posune hore dlhopis
nadobuda cenu 978.8 s jednou periédou do splatnosti a zodpovedajici vynos do splat-
nosti je 1000/978.2 — 1 = 0.02163. Pri posune dole je cena dlhopisu 982.7 a vynos
1000/982.7 — 1 = 0.01759. Historickd volatilita 2-roéného bezkupénového dlhopisu
0 70 musi spliiaf

1 Y1
Ozc2 = 5 ln—,
2y,
kde y; a y_; si vynosy do splatnosti a skutoéne plati, Ze 0.51n 3:02183 = (.1033.

Analogicky postupujeme aj v dalsich periédach a nakoniec ziskame binomicky strom
vyvoja short rate. Potom uz mézme prejst k samotnému oceneniu derivatov.
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7 Kalibracia modelov na trhové data

V tejto casti sa budeme venovat numerickym vysledkom, budeme aplikovat postupy
z predchadzajicich kapitol a ocenime konkrétne derivaty urokovej miery. Pri kalibréacii
budeme vychidzat zo sticasnej éasovej struktiry tdrokovych mier. Data® st z februdra
2003. Vsetky vypoéty si na americkych datach a boli prevadzané pomocou systému
Mathematica 4.0 a Microsoft Excell. Historickd volatilita bola odhadnutéd na zdklade
mesacénych dat drokovych mier z obdobia januar 1974 - februar 2003.

7.1 Zaporné urokové miery v Ho & Lee modeli

7Z teérie uz vieme, 7e nevyhodou Ho & Lee modelu je nenulova pravdepodobnost nas-
tatia zdpornej turokovej miery. Na nasledujicom obrizku vidime vyvoj short-rate
v Ho & Lee modeli. Vidime, Ze rozostupy medzi jednotlivymi uzlami su kon§tantné

0.3 fr

0_Z&

0.z

Obréazok 4: Binomicky strom vyvoja short-rate v Ho & Lee modeli.

a short-rate nadobida v dlh§om ¢asovom horizonte aj zdporné hodnoty. Této sku-
toénost sa odrazi aj na cenich dlhopisov:

l;l é =; (:.l SI l;:l o L 10 1t z0 25 a0

Graf vlavo ilustruje vyvoj ceny bezkupénového dlhopisu s maturitou 10 v binomickom strome. Na
vertikalnej osi je cena dlhopisu a na horizontalnej osi je cas. Vidime, Ze cena je v kazdom uzle mensgia
ako jedna. Graf vpravo ilustruje vyvoj ceny bezkupénového dlhopisu s maturitou 30 a po periéde 15
nadobidajad niektoré uzly hodnoty vicsie ako jedna.

Obrazok 5: Graf vyvoja ceny bezkupénového dlhopisu.

3zdroj dét - http://www.treas.gov/offices/domestic-finance/debt-management /interest-rate/
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7.2 Odhad parametra m v Ho & Lee modeli

V skutocnosti je neredlne, aby mal bezkupdénovy dlhopis v nejakom ¢ase hodnotu
vysSiu ako jedna. V redlnom svete su totiz irokové miery vidy kladné, dlhopis m&
v Case splatnosti hodnotu jedna a v hociktorom inom ¢ase hodnotu mensiu ako jedna.
Pomocou parametra § vieme zaruéit, 7e do uréitého éasu U zostani tirokové miery
kladné. Ukazali sme si, ze ak nadobudaju urokové miery zadporné hodnoty, potom
su ceny bezkupénovych dlhopisov vicsSie ako jedna. Uvazujme teraz s podmienkou
ohranic¢ujicou tieto ceny

P(0,0,t+ A) 1 <1

PU/ALE+H ) = =500 red—me ="

kde P(t/A,t,t + A) je uzol s najvysSou cenou v danom ¢&ase t. Po tprave dostdvame
ohranic¢enie vyberu pravdepodobnosti 7

P(0,0,t+A) 1/t
= 1—m '
Na uréenie najmensej pripustnej hodnoty 7 rieSime rovnicu

K POOI+A) _ 1/t

- P0,04+4)

e_ Vr(l-7) — M
1l—m

a ak existuje rieSenie mengie ako jedna, ziskame pravdepodobnost garantujticu kladné
urokové miery az do periédy ¢. Pri dlhopisoch s dobou splatnosti vi¢sou ako 20 uz

Obidva grafy ilustruji vyvoj ceny bezkupénového dlhopisu s maturitou 20. Na vertikéilnej osi je cena
dlhopisu a na horizontalnej osi je ¢as. Na grafe vlavo sme pouzili pravdepodobnost = = 0.55, ktord
nam zaruéuje kladné trokové miery len do periédy 10, na grafe vpravo ndm pravdepodobnost 7 = 0.77
zarucuje kladné irokové miery do periédy 18.

Obrazok 6: Graf vyvoja ceny bezkupdénového dlhopisu pri réznych pravdepodobnos-
tiach vetvenia.

neexistujii pravdepodobnosti v intervale (0,1) a tirokové miery méu nadobudniit aj
zaporné hodnoty. AvSak aj napriek tejto ”anomdlii” ndm Ho & Lee model da zmyslu-
plné ceny derivatov, pretoze pri ocenovani sa vyuziva cely strom, nielen niekoré uzly.
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7.3 Porovnanie vyvoja cien forwardovych a future kontraktov
v Ho & Lee modeli

V kapitole (2.3) sme rozobrali rozdiely medzi forwardovymi a future kontraktmi. Overme
v praxi, ¢i sa ich ceny rovnaju alebo nie. Budeme uvazovat kontrakty s maturitou T
na bezkupénovy dlhopis s maturitou S.

Forwardovi cenu F podla (5.9) v stave i a ase ¢ vypocitame ako

P(t,S)
F(t,T)= . 12
Cena future kontraktu ® je podla (5.13)
B(1,T) = Bq [P(T, 5)|F. (7.13)
V case nula je teda rozdiel medzi cenami kontraktov
Eq [Bs']
@(07T) - F(07T) = EQ [P(T7 S)] T a To—11
Eg [B7']
1 _ _
= =50 [EQ(BTI)EQ(P(T, S)) — Eq(B;' P(T, S))] . (7.14)
Q [ T ]

Vyraz (7.14) by sa rovnal nule iba vtedy ak by Br' a P(T, S) boli nekorelované. To ale
nie je pravda - cena dlhopisu zvykne stipnut ak nastane pokles tirokovej miery. Teda
B;' a P(T, S) st pozitivne korelované a

8(0,T) < F(0,T).

0.2

0.1

Na obrazku vidime vyvoj ceny 10-ro¢ného forwardového a future kontraktu na bezkupénovy dlhopis
s maturitou 30. Cena forwardového kontraktu je znizornend ¢iernou farbou, cena futures kontraktu
bledou farbou.

Obrazok 7: Porovnanie vyvoja ceny forwardového kontraktu a future kontraktu.
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Pre obidva kontrakty sme zostrojili stromy vyvoja ich ceny. Zo vztahov (7.12) a (7.13)
sme ziskali vzorce na vypocet ceny v jednotlivych uzloch stromu:

PY(s — . (T —t
forward: Fi(t) (T) = Z(t)( ) future: @gt) (T,S) = Z 7T](1—7T)T_t_]< . )PZ(IJ)
F(T §=0 g

Na obrazku 7 vidime divergenciu vo vyvoji ceny oboch kontraktov. V ¢éase nula je
cena future kontraktu naozaj niz§ia ako cena forwardového kontraktu, v ¢ase maturity
kontraktu sa ceny oboch kontraktov vyrovnavaju.

7.4 Vplyv parametra ¢ na cenu opcie v Ho & Lee modeli

Dalej ocenime eurépske call opcie v Ho & Lee modeli. Vo februari 2003 bola pozorovans
nasledujica term structure drokovych mier:

Maturita 1 2 3 5 7 10
Urokova miera | 1.3% | 1.63% | 2.05% | 29% | 3.45% | 3.9 %

Tabulka 5: Casové struktira tirokovych mier (februdr 2003)

Strike price

o 84 85 86 87 88 89 90
0.009 | 5.3537 | 4.5293 | 3.7552 | 2.9811 | 2.2071 | 1.4527 | 1.1575
0.011 | 5.5262 | 4.7517 | 3.9772 | 3.2027 | 2.4282 | 1.7451 | 1.4493
0.013 | 5.7466 | 4.9716 | 4.1967 | 3.4218 | 2.6468 | 2.0388 | 1.7425
0.015 | 5.9644 | 5.1890 | 4.4136 | 3.6383 | 2.8629 | 2.3338 | 2.0370

Opcie sme ocefiovali v Ho & Lee modeli s parametrom « = 0.55 a ¢asovym krokom A = 1.

Tabulka 6: Ceny 2-roénej eurdépskej call opcie na bezkupénovy dlhopis s maturitou 5.

V tabulke 6 sii zobrazené ceny eurépskej call opcie na bezkupénovy dlhopis pri réznych
strike price a roznych volatilitich. Cim vyssia je volatilita, tym vyssia je neistota
budiceho vyvoja urokovej miery a to sa prejavuje aj na cene opcie. Vidime, Ze naj-
ma, cena, opcie s relativne vysokou strike price je podstatne vyssia pre vacsiu hodnotu
vstupného parametra o.
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7.5 Porovnanie cien eurépskych opcii s analytickymi vysledkami
v Hull-White modeli

V nasledujticej c¢asti ocenime eurépske call opcie v Hull-White modeli. Postup na
vytvorenie trinomického stromu sme rozobrali v kapitole 6.2.

Opcie sme ocenovali pomocou trinomického stromu, pri¢om sme menili pocet krokov.
Vidime, 7e pre vi&si poet krokov (t.j. mengiu dizku asového intervalu) ndm vysledné
hodnoty takmer presne koreSpondujui s cenou vypocitanou analytickym vzorcom.

Strike price
Call opcie Put opcie
Pocet krokov 85 87.5 90 85 87.5 90
5 4.3386 | 2.3223 | 0.9286 | 0.1068 | 0.5103 | 1.5364
25 4.3125 | 2.2754 | 0.8871 | 0.8319 | 0.4660 | 1.4975
50 4.3124 | 2.2665 | 0.8742 | 0.0835 | 0.4574 | 1.4849
100 4.3108 | 2.2638 | 0.8752 | 0.0820 | 0.4549 | 1.4861
Analyticky 4.3097 | 2.2623 | 0.87249 | 0.0811 | 0.4536 | 1.4836

V Hull-White modeli sme oceiiovali 2-roéné eurdpske call aj put opcie na 5-ro¢ny bezkupdénovy dlhopis.
Ako vstupné parametre sme zvolili drovein mean-reverzie a = 0.1 a short rate volatilitu ¢ = 0.01.

Tabulka 7: Ocefiovanie eurépskych call a put opcif v Hull-White modeli.

Dalej sa pozrieme na vplyv parametra a na cenu opcie v Hull-White modeli.

Strike price

Call opcie Put opcie
a 85 87.5 90 85 87.5 90

0.08 | 4.3395 | 2.3015 | 0.9608 | 0.1094 | 0.4912 | 1.5704
0.09 | 4.3309 | 2.2772 | 0.9349 | 0.1007 | 0.4669 | 1.5443
0.1 | 4.3228 | 2.2537 | 0.9096 | 0.0926 | 0.4433 | 1.5190
0.11 | 4.3152 | 2.2344 | 0.8851 | 0.0848 | 0.4239 | 1.4944
0.12 | 4.3079 | 2.2173 | 0.8612 | 0.0775 | 0.4067 | 1.4704

V Hull-White modeli sme oceniovali 2—roénéveur(’)pske call aj put opcie na 5-roény bezkupénovy dlhopis
pri réznych hodnotach parametra a, zatialco volatilita short rate o = 0.01 a pocet krokov = 10 si
konstanty.

Tabulka 8: Ceny eurépskych call a put opcif v Hull-White modeli.

Vidime, Ze zmena vstupného parametra mean-reverzie ma vicsi vplyv na cenu opcie
s vysSSou strike price. Vo vSeobecnosti, ¢im vyS§§ia je Groven mean-reverzie, tym nizsia
je cena opcie. (Je to v silade s tedriou, pretoze ¢im vySsia je mean-reverzia, tym nizsia
je neistota ohladne budiiceho vyvoja trokovej miery a tym pddom niz§ia cena opcif.)

32



7.6 Lognormalny Black-Derman & Toy model

Model s logaritmickymi mierami ma td vyhodu, Ze ani pri poéiatoénych nizkych -
rokovych mierach nenadobitida nikdy zdporné hodnoty. Nevyhodou méze byt to, ze
na rozdiel od Ho & Lee alebo Hull-White modelu nepontka analyticky vzorec na vypocet
cien opcif, musime ocetiovat pomocou binomického stromu. Na obrdzku 8 sme porov-

Vyvoj short rate v Ho& Lee modeli je znizorneny ¢ervenou farbou, vyvoj v Black, Derman & Toy
modeli §edou farbou.

Obrazok 8: Dva rozne stromy vyvoja short rate.

nali vyvoj short rate* v Ho& Lee a Black-Derman & Toy modeli. Vidime, #e strom
zostrojeny podla Ho & Lee modelu je §irsf, rozostupy medzi jednotlivymi uzlami v ¢ase
st omnoho §irSie. Zaroven su tieto rozostupy konstatné. Black, Derman & Toy model
s0 svojimi lognormalnymi mierami v stilade s tedriou nepripista short rate k zdpornym
¢islam.

7.7 Urcenie parametrov a porovnanie modelov

Na to, aby sme modely mohli nejako zmysluplne medzi sebou porovnat, potrebu-
jeme medzi nimi nijst nejaky spojovaci prvok. V pripade Ho& Lee modelu a Hull-
White modelu je tym spojivom parameter ¢ - konstantna volatilita short rate. Black-
Derman & Toy model sa v§ak od tychto modelov 1i§i - nielen tym, ze vyuziva logarit-
mické miery, ale aj tym, Ze nepracuje s konstantnou volatilitou - volatilita sa v Case
meni.

Maturita 1 2 3 5 7
Volatilita | 10.45 % | 10.33 % | 9.54 % [ 9.05 % | 8.72 %

Tabulka 9: Historickd volatilita vinosu bezkupénového dlhopisu

Ako vstup do Black-Derman & Toy modelu sme zobrali sicasné trhové déta - casovi
Struktiru (tabulka 5) a historickd volatilitu (tabulka 9). Zobrali sme cenu jednej opcie

4pociatocns Gasova Struktira - tabulka 5
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vypoc¢itanu tymto modelom a parametre a a o sme zvolili tak, aby sa ceny vypocitané
Black-Derman & Toy modelom a Hull-White modelom rovnali. Konkrétne, 2-roéna
eurépska call opcia na 5-roény bezkupénovy dlhopis so strike price 85 bola ocenend
rovnako pre a = 0.1 a 0 = 0.0107. Ceny ostatnych opcii uz ale vykazuju odchylku - ta
je tym vicsia, ¢im vyssia je strike price.

Strike price

Model 8 | 86 | &7 | 88 | 89 | 90
Hull-White 4.342 | 3.605 | 2.868 | 2.131 | 1.394 | 1.017
Black-Derman & Toy | 4.342 | 3.372 | 2.404 | 1.550 | 0.823 | 0.310

Ocenovali sme 2-ro¢nd eurdpsku call opciu na bezkupénovy dlhopis s maturitou 5 rokov. Pouzili sme
nasledujice parametre: dlzka Casového kroku A = 1, mean-reversion a = 0.1 a volatilita short-rate
o = 0.0107

Tabulka 10: Porovnanie cien opcii pre rozne strike price v Hull-White a Black-
Derman & Toy modeli.

V dalsej ¢asti skdsime néjst také parametre pre Ho& Lee a Hull-White model, aby
pri tej istej volatilite short rate ¢ = 0.0107 ocenili nejaki opciu rovnako. Potom
zmenime volatility v tabulke 9 tak, aby aj Black-Derman & Toy model ocenil tiito op-
ciu rovnako. Nasledne porovname vyvoj cien opcii s réznymi strike vo vSetkych troch
modeloch a v pripade Ho & Lee a Hull-White modelu uvedieme aj hodnoty vypoéitané
analytickym vzorcom.

Strike price

Model 85 86 87 88 89 90

Ho & Lee 4.743 | 3.885 | 3.027 | 2.390 | 1.965 | 1.540
Ho & Lee (analyticky) 4.627 | 3.815 | 3.071 | 2.408 | 1.835 | 1.357
Hull-White (a = 0.025) 4.484 | 3.755 | 3.027 | 2.298 | 1.570 | 1.206
Hull-White (analyticky) (a = 0.025) | 4.484 | 3.680 | 2.947 | 2.297 | 1.738 | 1.276
Black-Derman & Toy 4.810 | 3.810 | 8.027 | 2.277 | 1.527 | 0.777
Hull-White (a = 0.1) 4.342 | 3.605 | 2.868 | 2.131 | 1.394 | 1.017
Hull-White (analyticky) (a = 0.1) | 4.337 | 3.477 | 2.688 | 1.994 | 1.413 | 0.951

Ocenovali sme 2-roénd eurépsku call opciu na bezkupénovy dlhopis s maturitou 5 rokov. Pouzili sme
nasledujice parametre: dlzka éasového kroku A = 1, volatilita short-rate ¢ = 0.0107, mean-reversion
a = 0.025 a ™ = 0.66.

Tabulka 11: Porovnanie cien opcii pre rozne strike price v Ho& Lee, Hull-White
a Black-Derman & Toy modeli.

Pre opciu so strike price 87 sa ndm podarilo zjednotit ceny vietkych troch modelov. Pre
ilustraciu sme zvolili aj ini hodnotu mean-reverzie pre Hull-White model. Vysledky
su naozaj konzistentné s teériou - vidime, Ze cena opcie vypocitand Hull-White mode-
lom sa blizi cene opcie z Ho & Lee modelu pre mean-reverziu blizku nule (v tedrii sme
uviedli, ze Ho & Lee model je vlastne Specidlny pripad Hull-White modelu s nulovou
mean-reverziou).
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Teraz urobime iné porovnanie - parametre budid rovnaké ako v tabulke 10, ale spolu
so strike price budeme menit aj maturitu opcie.

Maturita (Strike price)

Model 1 (87) | 2 (88) | 3(90.5) | 4 (94)
Ho & Lee 2.275 | 2.395 2.246 1.664
Ho & Lee (analyticky) 1.906 | 2.408 | 2.177 | 1.628
Hull-White 1.512 | 2.108 1.985 1.670
Hull-White (analyticky) | 1.495 | 1.994 1.850 1.498
Black-Derman & Toy 0.913 | 1.550 1.575 1.418

Oceiiovali sme eur(’)ps}{u call opciu na bezkupénovy dlhopis s maturitou 5 rokov. Pouzili sme nasle-
dujice parametre: dlzka cCasového kroku A = 1, mean-reversion a = 0.1 a volatilita short-rate
o = 0.0107

Tabulka 12: Porovnanie cien opcif pre roznu maturitu v Ho & Lee, Hull-White a Black-
Derman & Toy modeli.

Vidime, 7e nestaciondrna volatilita v Black-Derman & Toy modeli sa odraza v rozdiel-
nych cendch opcii. Tento model oproti zvySnym dvom modelom podhodnocuje opcie
na bezkupénovy dlhopis. Cim kratsia je doba splatnosti opcie, tym je rozdiel v cene
vyraznejsi.

Nakoniec, porovname ceny opcii v Hull-White a Black-Derman & Toy modeli, pri-
¢om v BDT modeli nebudeme vychidzat z volatilit uréenych na zéklade historickych
dat, ale nastavime ich tak, aby sa rovnali s vystupom z Hull-White modelu. Konkrétne,
za uréujuce sme zobrali hodnoty opcii so strike price 88 a maturitami 1, 2, 3. Potom
sme menili strike price a pozorovali sme, ako sa budu vyvijat ceny opcif s réznymi
dobami splatnosti.

Maturita opcie
Model Strike price 1 2 3
Black-Derman & Toy 88 0.987 | 2.108 | 3.831
Hull-White 88 0.987 | 2.108 | 3.831
Hull-White (analyticky) 88 0.990 | 1.994 | 3.820
Black-Derman & Toy 89 0.487 | 1.381 | 2.961
Hull-White 89 0.717 | 1.394 | 3.013
Hull-White (analyticky) 89 0.615 | 1.413 | 2.970
Black-Derman & Toy 90 0.004 | 1.094 | 2.461
Hull-White 90 0.410 | 1.016 | 2.386
Hull-White (analyticky) 90 0.358 | 0.951 | 2.197

Oceiiovali sme eur(’)gsku call opciu na bezkupénovy dlhopis s maturitou 5 rokov. Pouzili sme nasle-
dujice parametre: dlzka ¢asového kroku A = 1, mean-reversion a = 0.1 a volatilita short-rate o = 0.01

7 tabulky vidime, Ze ceny opcii s maturitami 2 a 3 sa odlisuji len nepatrne, zatial ¢o
pre maturitu 1 rok je odchylka uz vicsia.
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Zaver

Diplomové praca bola venovana diskrétnym modelom vyvoja urokovej miery. Analy-
zovali sme bezarbitrdzne modely Ho & Lee, Hull-White a Black-Derman & Toy. Vsetky
tieto modely su bezarbitrazne, t. j. presne vystihuji sicasnd ¢asovu Struktiru, ale
kazdy z nich md vyhody aj nevyhody oproti zvySnym modelom - st to otdzky tykajuce
sa poctu parametrov, existencie analytického rieSenia alebo pripustnosti zdpornych
urokovych mier. Ho & Lee model je najjednoduchsi jednofaktorovy bezarbitrazny mod-
el. Pontika analytické riesenie, ale pripista zdporné tirokové miery. Hull-White model
je verzia Ho & Lee modelu, ktord v sebe zahffia mean-reverziu. Tiez priptsta zdporné
urokové miery, ale poniika bohatSiu Struktdru volatilit irokovych mier pri zachovani
analytického rieSenia. Lognormélny Black-Derman & Toy model analytické rieSenie
neponika, ale na druhej strane neumoziuje tirokovej miere nadobudniit zdporné hod-
noty.

Ukéazali sme praktickd implementiciou modelov a zostrojili sme stromy vyvoja
tirokovej miery. Ked uz je strom skonstruovany, opcie na dlhopis a iné derivdty sa
daji ocenit celkom jednoducho. Popisali sme spdsob ocefiovania derivdtov urokove;
miery pomocou indukcie odzadu a postup sme aplikovali na ocenenie eurépske call
opcie na bezkupdénovy dlhopis. Konkrétne vysledky sme ponukli v siedmej kapitole.
Zistené rozdiely medzi cenami opcii vypoé¢itané jednotlivymi modelmi sa mozu zdat
privelké, faktom vsak je, ze kazdy model vychddza z iného stochastického procesu.
Navyse, americké irokové miery s v sti¢asnosti dost nizke a v takej situdcii je vyber vy-
hovujuceho modelu obtiazny. Normdalne modely st neuspokojivé, pretoze pravdepodob-
nost zdpornych trokovych mier uz nie je zanedbatelnd. Takisto volatilita drokovych
mier je vo vSeobecnosti vysS§ia pri nizkych drokovych mierach ako pri vysokych, ¢o sa
tiez premietne v cenich derivatov.

Napriek tymto pochybnostiam moze prica poslizit pre §tudentov ako tivod do prob-
lematiky diskrétnych modelov irokovej miery. V budicnosti by sa dali uvedené modely
rozsirit - analyza by vsak bola uz komplikovanejsia. Konkrétne, dalo by sa uvazovat
o nekonstatntnej volatilite aj v modeli s normalnymi mierami alebo o nekonstantnej
dizke kroku pocas vyvoja stromu (v nejakej periéde v strome by sa di7ka kroku zme-
nila).
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