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Uvod

Tedriu firmy spractiva mnozstvo mikroekonomickej literatary. Vacsina tjchto publikacii pra-
cuje zo zaciatku so vseobecnou produkénou funkciou, na ktort sa klada len tie najnutnejsie
predpoklady. Pocas odvodzovania roznych tvrdeni je neraz potrebné riesit tlohy viazanej
optimalizicie. Tu sa viicéSina literatiry obmedzi na funkcie diferencovatelné, s ktorymi sa
pracuje jednoduchsie. Vysledky, ktoré takto dostaneme, sii potom pre iné funkcie nepouzi-
telné. Cielom tejto prace je spracovat tedriu firmy tak, aby sme o produkénej mnozine a
produkénej funkcii predpokladali len to najnutnejsie — zaobideme sa bez predpokladu o dife-

rencovatelnosti produkénej funkcie.

Podobny ciel si dal vo svojej diplomovej praci aj P. Mezovsky [3], jeho praca vsak obsahuje
pomerne velké mnozstvo chyb a nepresnosti. Navyse, na vSetky matematické tvrdenia, ktoré
st pouzité, sa iba odvolava. Mojou ambiciou vSak bolo nielen spracovat teériu firmy, ale aj
dokazat vicsinu tvrdeni, ktoré sa pouziju pri rieSeni tiloh minimalizacie ndkladov a maxima-
lizacie zisku. Tato praca zaroven poskytuje aj Sirsi pohlad na konvexné mnoziny, konvexné

funkcie a ich kombinaciu — tlohu konvexného programovania.

Hlavnym cielom kazdej firmy je maximalizovat svoj zisk. Ako neskér ukdzeme, ide o tlohu
maximalizovat konvexnu funkciu na konvexnej mnozine. Preto bude konvexnd analyza uzi-
to¢ny nastroj k rieSeniu problému. Aj to je dovod, preco velka cast tejto prace je venovana

konvexnym mnozindm a konvexnym funkcidm.

Prvé kapitola sa venuje konvexnym mnozindm a operaciam, ktoré konvexnost zachovavaju.
Okrem niektorych velmi zndmych tvrdeni je v nej aj éast o oddelovani konvexnych mnozin,

pomocou nej sa nam podari zaviest oporni funkciu konvexnej mnoziny.

V druhej kapitole st vSetky potrebné tvrdenia tykajtice sa konvexnych funkcii. Zaoberé sa
suvisom konvexnych funkcii a konvexnych mnozin a zadefinujeme si konjugovani funkciu.
Tiez si povieme nie¢o o maximalizacii konvexnej funkcie na konvexnej mnozine. Viac k tymto

dvom castiam sa da najst v knihach [4], [5] & [7].



Dalsia kapitola spaja prvé dve, hovori o hladani minima konvexnej funkcie na konvexnej mno-
zine. Zadefinujeme si llohu konvexného programovania a k nej vektor Kuhn-Tuckerovych ko-
eficientov, ktorym néjdeme ekonomickt interpretaciu. Pomocou neho preformulujeme tilohu
na hladanie volného extrému. Tuto tedriu podrobne spractva kniha [7], ale aj niektoré pub-

likdcie venované nelinedrnemu programovaniu.

Posledna kapitola hovori o mikroekonomickej tedrii firmy. Zadefinujeme si produkéntt mno-
zinu, produként funkciu a odvodime ich zadkladné vlastnosti. Sformulujeme tlohu minima-
lizdcie nékladov a maximalizacie zisku a budeme skiimat, ¢i maju rieSenie. Odvodime tiez
niektoré vlastnosti ndkladovej funkcie a funkcie zisku. O tedrii firmy sa da dozvedief viac z

Tubovolnej knihy o mikroekondémii, napriklad [2],[6],[8] a [9].



Kapitola 1

Konvexné mnoziny

V prvej kapitole si zosumarizujeme niektoré dolezité vlastnosti konvexnych mnozin. Zadefinu-
jeme si niektoré Specidlne mnoziny. Pomocou viet o oddelovani konvexnych mnoZin dokézeme
vetu, ktord hovori, Ze uzavretd konvexnd mnozina je prienikom uzavretych polpriestorov,
ktoré ju obsahuju. Pomocou tejto vety zavedieme pre mnoziny takzvant oporni funkciu,

ktora bude hrat neskoér déleziti ilohu.

1.1 Konvexné mnoziny

Konvexnost je jednou z velmi délezitych vlastnosti mnozin. Jednoducho povedané, konvexné

st mnoziny, ktoré s kazdymi dvoma bodmi X a Y obsahuja aj celi tisecku XY

Definicia 1.1. Mnozinu C C R nazveme konvernou, ak
Ve,ye C, VYA€ (0,1) plati x4+ (1—-N)y €C.

Na niektorych mnozinich vidime na prvy pohlad, Ze st konvexné. Z nich rdoznymi operé-
ciami (napriklad prienik) vznikaji opif konvexné mnoziny. Aké st to operécie a o ktorych

mnozinach vieme, ze si konvexné, je obsahom tejto casti.

Definicia 1.2. Bod ajz1 + asxy + - + a2z, nazveme konvernou kombindciou bodov

;€ R" ak Y a;=1aa; >0.

PodTla definicie je teda konvexnou mnozina obsahujica konvexné kombindcie dvojic svojich
prvkov. Potom vsSak pre 1u plati ovela viac, obsahuje totiz konvexné kombindcie m-tic svojich

prvkov, teda plati veta

Veta 1.1. Mnozina C C R" je konvexnd préave vtedy, ked obsahuje vSetky konvexné kombi-

nécie svojich prvkov.



1.1 Konvexné mnoziny

Dokaz. Prva implikaciu dokézeme matematickou indukciou podla poétu bodov m. Opacéné
implikacia plati trivialne. O

Vdaka tejto vlastnosti trividlne plati nasledujica veta.
Veta 1.2. Konec¢ny prienik konvexnych mnozin je konvexnd mnozina.

Dokaz. Vezmime Iubovolnych m bodov prieniku. KedZe vSetky mnoziny boli konvexné,
obsahuju Tubovolnt konvexnii kombinéciu tychto bodov, teda ju obsahuje aj prienik tychto
mnozin. Preto je tieZ konvexny. O

7Z tejto vety potom vyplyva délezity dosledok.

Doésledok 1.1. RieSenim Tubovolného systému linedrnych rovnic a nerovnic je konvexné

mnozina.

1.1.1 Vlastnosti konvexnych mnozin

Existuje eSte mnoho operécii, ktoré zachovavaji konvexnost. Spomenme aspoii niektoré z
nich.

Pre konvexnt mnozinu C' C R plati, Ze mnoziny

A = {Az|zeC >0}

C+a {a+z|zeCacR"}

su tiez konvexné — ide vlastne o ,zvicSovanie“ a ,zmenSovanie“ ¢i ,posunutie“ mnoziny.

Trochu menej triviadlne je tvrdenie

Veta 1.3. Ak C; a Cs st konvexné podmnoziny R”, potom je konvexnd aj mnoZina
Ci+Cy = {xl +1‘2|1‘1 € C,x0 € Cg}.

Dokaz. Nech z a y st prvky C; + Cy, dokazeme, Ze aj Az + (1 — \)y € C1 + Cs. Nech teda
r=1x1+ T2 ay =y +ye kde 1, y1 € C1 a x9, ys € Cy. Poclitajme

AT+ (1= Ny =Az1 + Arg + (1 = Nyr + (1 = Ny2 = (Az1 + (1 = Ny1) + (Aza + (1 — N)ya).
Pretoze C7 a Cs st konvexné, plati
(A1 + (1= MNy1) € C, (A2 + (1 = N)y2) € Ca.

Potom plati Ax + (1 — \)y € C1 + Cy, ¢o znamend, ze C7 + C5 je konvexna mnozina. 0



1.1 Konvexné mnoziny

Ked sme si uz definovali sti¢et mnozin Cy 4+ Csy, povedzme si nieco o jeho vlastnostiach. Tieto
zakladné platia pre fubovolné (aj nekonvexné) mnoziny:
Ci+Cy = Cy+(Ch,
(C1+Cy)+C5 = C1+(Co+Cs),
AM(AC) = (MA)C,
AMCy+ Cg) = ACqp+ \Co,

kym nasledovnd vlastnost plati len pre konvexné mnoziny C a pre A1, Ay > 0:
(M +X2)C = MC+ X\oC.

Ide o skutoc¢ne zaujimavi operaciu, napriklad scitanim kruhu a trojuholnika resp. Stvorca

a kruhu ¢i stvorca a trojuholnika so ,stredom“ v nule vznikn1 nasledovné mnoziny:

Obr. 1.1: Sc¢itanie konvexnych mnozin

Zaroven si vSak mozme definovat aj operédciu od¢itania, konkrétne Cy — Cy = Cy + (—1-C5).
Pretoze pre konvexni mnozinu C' je aj —C konvexnd, je aj rozdiel dvoch konvexnjch mnozin

konvexny. Napriklad pre kruhK so stredom v nule a polomerom 1 plati K — K =2 - K.

1.1.2 Niektoré Specialne mnozZiny

Definujme si najprv niektoré Specidlne konvexné mnoziny, ktoré budeme pouzivat ¢asto.
Specialnym druhom konvexnych mnozin st takzvané afinné mnoziny. St to také mnoziny A,
pre ktoré plati, ze pre z,y € A aj Ax + (1 — \)y € A pre vSetky redlne ¢isla A, ¢ize s kazdymi
dvoma bodmi patri do A celd priamka, na ktorej leZia.

Okrem afinnych mnozin budeme pracovat aj s pojmami nadroviny a polpriestorov. Nadrovi-

nou budeme pre b # 0 nazyvat mnozinu
H = {z e R"|(z,b) = B}.

Uzavretymi polpriestormi vytvorenymi nadrovinou H = {z € R" ‘ (x,b) = B,b # 0} budeme

nazyvat mnoziny

{x eR"|(z,b) <B,b#0} a {zeR"|(z,b) >pb#0}



1.2 Oddelovanie mno#in

a otvorené polpriestory vytvorené nadrovinou H budd mnoziny
{xER”|<x,b><ﬂ,b5£0} a {xGR”‘(m,b>>ﬁ,b7é0}.

Mnozinu

B={zeR"||z| <1}

nazveme uzavretd jednotkovd gula. Pri takomto oznacdeni bude x + B predstavovat uzavreté
g-okolie bodu z. V praci budeme dalej pouzivat aj pojmy ako afinny obal ¢i vnutro, relativne
vnutro a uzaver mnoziny, ktoré si preto tiez zadefinujeme.

Afinng obal mnoziny C' je najmensia taka afinnd mnozina aff(C'), ktoré obsahuje C.

Vnitro mnoziny C bude mnozina
int(C) ={z € C|I>0:(x+eB) CC}.
Relativne vnitro mnoziny C' bude mnozina
ri(C) = {z € C|3e > 0: (z +eB) Naff(C) C C}.

Relativnym vnutrom je teda takd mnozina, ktord by bola vnatrom, keby sme pracovali v
aff(C'). Pri préci s relativnym vnatrom si treba dat pozor, pretoze na rozdiel od vnutra
mnoziny tu napriklad neplati, ze ak A C B, potom ri(A) C ri(B) — zoberme si za mnozinu B
napriklad kocku a za mnozinu A jej stenu. Stena je sice podmnozZinou kocky, ale ich relativne
vnutra su disjunktné.

Uzdver mnoziny C' bude mnozina
c(C)=n{C +¢eB } e > 0}.

Mnozina je uzavretd, ak cl(C) = C. Zaroven pre konvexnti mnozinu C' st konvexné aj mnoziny

cl(C), int(C) a 1i(0).

1.2 Oddelovanie mnozin

Oddelovanie mnozin v R" si vie predstavit takmer kazdy. Je zaloZené na tom, Ze nadrovina v
R™ rozdeli priestor na dva polpriestory. Geometrickd predstava hladania takej priamky (ro-
viny, ... ), ktord ,oddeli“ dve mnoziny, nie je velmi zlozita. Pri takejto geometrickej predstave
je tazsie hladat stvislost medzi oddelovanim mnozZin a optimalizaciou. T4 sa vSak objavi, ked
si uvedomime, aké vlastnosti takato priamka ¢i rovina musi spliiat - jednoducho zistime, Ze
oddelovane mnozin ma mnoho spolo¢ného s hladanim extrémov linedrnych funkcii. V tejto
Casti odvodime niektoré vlastnosti, ktoré st nutné ¢i postacujice na to, aby sa mnoziny dali

oddelit. Tie pouzijeme na dokdzanie zaujimavych vlastnosti konvexnych mnozin. Budeme sa

postupne zaoberat niekolkymi druhmi oddelovania vSeobecnych a neskor konvexnych mnozin.



1.2 Oddelovanie mno#in

1.2.1 Oddelovanie vSeobecnych mnoZin

Definujme si najprv presne, ¢o budeme mysliet pod ,,oddelovanim* mnozin.

Definicia 1.3. Nech M; a M st neprazdne podmnoziny R". Hovorime, Ze nadrovina H
oddeluje mnoziny M; a Ms, ak mnozina M, je cela obsiahnuta v jednom z uzavretych pol-
priestorov vytvorenych nadrovinou H a mnozina Ms je celd obsiahnutd v druhom uzavretom
polpriestore vytvorenom nadrovinou H.

Hovorime, Ze nadrovina H skutocne oddeluje mnoziny My a My, ak ich oddeluje a mnoziny
M a My nie st obe sucCasne obsiahnuté v H.

Hovorime, Zze nadrovina H ostro oddeluje My a Ms, ak existuje také ¢ > 0, ze My + B je
obsiahnuta v jednom z otvorenych polpriestorov vytvorenych nadrovinou H a Ms + B je

obsiahnuté v druhom.

Definovali sme si az tri druhy oddelovania — oby¢ajné oddelovanie (separation), skuto¢né

oddelovanie (proper separation) a ostré oddelovanie (strong separation).

YA A
K K

)r >
C C

(a) Oddelovanie mnoZin (b) Ostré oddelovanie mnozin

P

Obr. 1.2: Oddelovanie mnozin

Napriklad mnoziny C' = {(z,y) |z < 0,2y < 1} a K = {(z,y) |2 > 0,zy > 1} na obréazku
1.2(a) st priamkami z = 0 a y = 0 oddelené, dokonca skuto¢ne oddelené, ale nie si nimi
oddelené ostro. To st az priamkou y + = + 0.25 = 0 na obrazku 1.2(b).

Dokézme si najprv zdkladnt vetu o oddelovani a vetu o ostrom oddelovani, ktoré vyzeraju
na prvy pohlad zlozito, ale v skutocnosti hovoria presne to, ¢o definicia — mnoziny sa daja

oddelit, ak sa medzi ne da vlozit nadrovina.

Veta 1.4. Nech M; a M, st neprazdne podmnoziny R". Nadrovina skutocne oddelujica
My a My existuje prave vtedy, ked existuje vektor b taky, Ze

(a) inf {(z,b) |z €M} > sup {(x,b)|z € M},
(b) sup {(z,b) |z € M1} > inf {(z,b)|x € My}
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Dokaz. Predpokladajme najprv, Ze plati (a),(b).
Existuje teda také 3, ze

inf{ (z,b) |z € My} > 3 > sup{(z,b) | x € Ms}.

Uvazujme nadrovinu

H = {z e R"|(z,b) = B}.

Ta vytvara v R" dva polpriestory
H ={zeR"|(z,b) >0} a Hy={zecR"|(x,b)<p}.

Vezmime lubovolné x; € M;. Plati (x,b) > inf{(z,b) ‘ x € My} > 3, a teda x1 € Hy. Potom
ale My C H;. Podobne dokdzeme, ze My C Hjy. Podmienka (b) ndm zabezpedi, Ze aspon
jedna z mnozin M;, M2 nelezi cela v H, pretoze existuje bod patriaci jednej z mnozin, ktory
nelezi v nadrovine H. Pri platnosti podmienok (a), (b) teda H skutocne oddeluje mnoziny.
Opacne, predpokladajme, ze existuje nadrovina H = {z € R" ! (x,b) = B}skutoéne oddelu-
juca My a Ms. Potom (bez ujmy na vSeobecnosti) plati (z1,b) > (§ pre vSetky =1 € M,
a preto

inf{(z,b) |z € My} > B.

Rovnako dokazeme, ze sup{(z,b) |z € My} < f. To implikuje (a). Pretoze H skutocne
oddeluje My a My, existuje bod T patriaci M; alebo My, ktory nepatri H, bez ujmy na vSe-
obecnosti nech je to & € Mj. Pre tento bod plati (Z,b) > (3, ¢o implikuje platnost (b). m|

Veta 1.5. Nadrovina H ostro oddelujica mnoziny M; a M, existuje prave vtedy, ked existuje

vektor b taky, ze
(c) inf{ (z,b) |z € My} > sup{ (z,b) |z € Ma}.
Dokaz. Nech plati (c). Potom existuje také § > 0 a § € R", Ze plati

(x,b) > B+6 Vo € M
(x,b) < B —06 Vo € Mo

Funkcia f(y) = (y,b) je linedrna, a preto pre dostatoéne malé ¢ > 0 a pre vSetky y € R"
také, 7e y € eB plati [(y,b)| < 0, ¢ize —§ < (y,b) < 0. Potom pre z1 € My, y € B
az =x1+y € M +eB plati

(z1,b) = (1 + y,b) = (x1,b) + (y,b) > B+ 0 — 0 = [3,
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aprexy € My, y €EcB a z0 =29+ y € My + B plati
(22,b) = (w2 +y,b) = (22,b) + (y,b) < B -+ =p.

To ale znamena, ze H ostro oddeluje mnoziny My a Ms. Opacne, ak H = {x € R" ‘ (x,b) = B}
ostro oddeluje My a Ms, potom existuje € > 0 také, ze My + B a My + B st v opa¢nych

polpriestoroch tvorenych nadrovinou H, ¢o znamené (bez ujmy na vSeobecnosti)

(m1+y,b) < B a (xz2+y,b) > B pre m €M ,22€ My a y€ebB,
(1,b) + (y,b) < [ a (x2,b)+(y,b) > [ pre x1 €M ,z2€ My a y€eB,

7 ¢oho dostaneme

B< inf{(z1,b) + (y,b) |21 € My,y€eB } < inf{(z,b)|z € M},
B> sup{(z2,b) + (y,b) |x2€ My,yceB } > sup{(z,b)|zc M}

Z toho priamo vyplyva (c). ]
Tieto dve vety samy o sebe by ndm pri praci nejako obzvlast nepomohli, ale nastastie pre

konvexné mnoziny existuju navyse dalSie zaujimavé tvrdenia, ktoré ndm o moznosti oddelit

tieto mnoziny povedia podstatne viac.

1.2.2 Oddelovanie konvexnych mnoZin

Kedze tato préaca sa zaoberd konvexnymi mnozinami, pozrime sa na ne podrobnejsie. Prave
konvexné mnoziny st tie, pre ktoré existuje o oddelovani niekolko zaujimavych tvrdeni. Po-

vedzme si teda niektoré. Jedna z najvSeobecnejsich je nasledujica veta.

Veta 1.6. Nech () a (5 st neprazdne konvexné podmnoziny R". Nadrovina H skutocne

oddelujica Cy a Cy existuje prave vtedy, ked ri(C7) Nri(Ce) = 0, alebo ina¢ 0 ¢ ri (C1 — Cy).

Dokaz. Predpokladajme najprv, Ze sa mnoziny daji skuto¢ne oddelit, teda existuju b # 0
a (@ také, Ze plati
(r1,b) < B < (x2,b) pre 21 € C1,x3 € Oy,

¢o ina¢ znamena
(x,b) <0 prexeC:{xl—xQ‘xleCl,xgng}.
Zaroven vsak existuju z; € C1 a To € Oy také, Ze plati

<§1 — 52,b> < 0. (1.1)
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Keby platilo 0 € ri(C), muselo by existovat ¢ > 0 také, ze (¢B N aff(C)) C C. Zoberme
Tubovolné = € (¢B N aff(C)), pren musi platit (z,b) < 0. Lenze aj —x € (eB N aff(C)) a
teda plati aj (z,b) > 0. Z toho vyplyva, Ze pre vSetky =z € (¢B N aff(C)) plati (z,b) = 0.
Potom ale z vlastnosti afinnej mnoziny vyplyva, ze (z,b) = 0 plati pre vSetky x patriace do
aff((e B N aff(C)), ktorym je aff(C'). Do toho vsSak patri aj T = 1 — To, pre ktoré ma tiez
platit (z,b) = 0. To je vSak spor s (1.1). Preto plati 0 ¢ ri(C; — Cb).

Opacné implikacia sa dokaze podobne. O

Nemozeme vSak uz hovorit o ostrom oddelovani, pretoze aj ked C1 N Cy = (), nemusia sa
dat mnoziny oddelit ostro. Ako priklad v R? moze poslizif (konvexnd) mnoZina bodov
{(z,y) |y > 1/2} pre > 0, ktoré sa od konvexnej polroviny {(z,y) |y < 0} d& skutocne

oddelit priamkou p : y = 0, ale ned4 sa oddelit ostro.

b/

C

Pre ostré oddelenie plati podobna veta.

Veta 1.7. Nech C; a (5 st neprazdne konvexné mnoziny v R™. Nadrovina H oddelujica

tieto mnoziny ostro existuje prave vtedy, ked
inf{]xl — 1‘2’ ‘1‘1 S Cl,.%'g € CQ} > 0,
¢o inymi slovami znamena, ze 0 ¢ cl(C, — Cs).

Dokaz. Ak sa mnoziny C7 a Co daju oddelit ostro, existuje také e > 0, ze Cy, +eB a Cy+¢B
st disjunktné. To vSak znamena, ze 0 ¢ (Cy +eB) — (Ca +eB) = (C1 — C3) — 2¢B. To je
ekvivalentné s tvrdenim 2¢e B N (C; — Cy) = (). To v8ak implikuje, ze 0 ¢ c1(Cy — Cb).

Opacne, ak 0 ¢ cl(C1 — C3), potom existuje € > 0 také, ze 2eB N (C1 — C3) = 0. Potom vsak
plati 0 ¢ (C1+eB) — (Cy+¢eB), ¢o vSak znamend, ze C1 +eB a Cy 4B s disjunktné. Tieto
sa potom sa podla Vety 1.6 daji skutoc¢ne oddelit. Potom ale mnoziny Cy + $B a Cy + §B
st v opa¢nych otvorenych polpriestoroch tvorenych oddelujicou nadrovinou, a teda C7 a Co

sa daju oddelit ostro. O
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Déosledok 1.2. Ak C; a (s st neprazdne konvexné podmnoziny R"™, ktorych uzévery su
disjunktné a jedna z mnozin je ohrani¢end, potom existuje nadrovina H ostro oddelujica Cy

a 02.

Dosledok 1.3. Ak C je neprizdna uzavreta konvexnd podmnozina R"™ a bod K je taky, ze

K ¢ C, potom bod K a mnozina C sa daju ostro oddelit.

Uz sme dokazali, ze vysledkom systému nerovnic (z,b;) < (;,i € I je uzavretd konvexna
mnozina, pretoze je to prienik uzavretych polpriestorov. Teraz dokazeme, Ze kazda uzavreta

konvexna mnozina je prienikom uzavretych polpriestorov.

Veta 1.8. Uzavretd konvexnd mnozina C je prienikom uzavretych polpriestorov, ktoré ju

obsahuju.

Dokaz. Mnozina C' je podmnozinou kazdého uzavretych polpriestorov, ktory obsahuje mno-
zinu C, teda aj ich prieniku. Dokazeme, Ze tento prienik neobsahuje ziaden bod, ktory ne-
patri C. Pre C' = (), C = R" plati veta trividlne. Pre iné C' C R" uvazujme Iubovolny bod
v € R"\ C. Pretoze mnozina C' je uzavretd a v ¢ C, plati 0 ¢ cl(C' —v) = (C' —v). Platia teda
predpoklady predchédzajtcej vety, ¢o znamend, Ze existuje nadrovina H ostro oddelujica C
a v. Mnozina C' je obsiahnuta v tom z uzavretych polpriestorov vytvorenych nadrovinou H,
ktory neobsahuje v. Teda existuje uzavrety polpriestor obsahujici C, ktory neobsahuje v,

teda v nie je ani prvkom prieniku vSetkych uzavretych polpriestorov obsahujicich C. m|

1.3 Oporna nadrovina, oporna funkcia

V predchadzajtcej Casti sme dokézali, ze uzavreta konvexna mnozina je prienikom uzavretych

polpriestorov, ktoré ju obsahuji. Vezmime si jeden z nich, nech napriklad
C C{z|(z,b) <}

Potom pre vsetky a > ( tiez plati
CcC {:c‘ (x,b) < a}.

Vsimnime si preto pre kazdé b € R™ tie uzavreté polpriestory, ktoré obsahuju C' a zaroven

obsahuj na svojej hrani¢nej nadrovine bod z C.
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Tieto polpriestory nazveme oporné polpriestory k mnozine C. Nadroviny, ktoré ich vytvaraju,
nazveme oporné nadroviny k mnozine C.

Inymi slovami, oporné nadroviny su tie
H = {m‘ (x,b) = B,b # 0},

pre ktoré plati
x,b) < PBpre vsetky x € C
( Y

a existuje T € C také, ze (x,b) = (3. Toto ale zaroven znamena, za funkcia (z, b) je na mnozine
C zhora ohrani¢end hodnotou (.

Pozrime sa teraz na cely problém opacne, hladajme pre kazdé b hodnotu
sup{(z,b) |z € C}.
Oznacme
§*(b| C) = sup{(z,b) |z € C}. (1.2)

Funkciu 6*(b ‘ C') nazveme opornd funkcia mnoziny C. Jednou z vlastnosti opornej funkcie
mnoziny C je, ze opisuje vSetky uzavreté polpriestory, ktoré obsahuja C, inymi slovami pre
nejaké b € R"™ plati

CC {x‘ (x,b) < B}

prave vtedy, ked pre to isté b plati
B> (b | ).

Ako vlastne vyzera takd opornd funkcia pre niektoré mnoziny? Pozrime sa najprv na jednot-
kovit gulu B = {z € R"||z| < 1}. Hlad4me 6*(b | B) = sup{(z,b) | = € B}. Plati

§*(b| B) = sup{(z,b) |z € B} = sup{(z,b) | |z| < 1} = |p],
pretoze (x,b) < |x||b| a plati (xz,b) = |b| pre b = 0 alebo pre z = ‘—Ib". Ako to vyzera v R?

ukazuje obrazok.

mnozina B opornd funkcia mnoziny B
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Podobne sa d4 vypocitat oporné funkcia pre iné mnoziny, na obrazkoch st grafy pre mnoziny
v RZ.

0.5

mnozina Cy

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
mnozina Cy oporné funkcia mnoziny Co

K vlastnostiam a vyznamu opornej funkcie sa este dostaneme neskoér. Najprv si musime

zhrnit vela faktov o konvexnych funkciach.



Kapitola 2

Konvexné funkcie

Konvexné funkcie maju oproti funkcidm vSeobecnym niekolko vyhod. Tou zdkladnou, o ktora
nam najméi pdjde, je, ze ked ndjdeme lokalne minimum konvexnej funkcie na konvexnej mno-
Zine, mame istotu, Ze ide o minimum globélne. Pokial ide o maxim4, takato istotu neméame,
ale aj v pripade maxim odvodime aspoi nejaky vysledok. Dalej nas bude zaujimat vzfah me-
dzi konvexnymi funkciami a konvexnymi mnozinami. Zadefinujeme si konjugovana funkciu a

dokéazeme niektoré jej vlastnosti.

2.1 Konvexné funkcie

Pod funkciami budeme v tejto kapitole mysliet aj funkcie, ktoré nadobtdaji v niektorych
bodoch hodnoty 4+oco0. Aby s tym nevznikli problémy, definujme si, ako budeme s tymito

nekoneénymi hodnotami narabat.

a+ 00 =400+ a=-+00 pre —oo <a <00,
a—00=—00+a=—00 pre —oo < a < o0,
a-00=00-a=00 a-(—o0) = (—00) a= -0 pre 0<a<oo,
a-00=00-a=—00 a-(—00)=(-0) a=00 pre —oo0o<a< 0,

0-0c0=00-0=0:(—-00)=(-0)-0=0, —(—0)=00, inff) =o0, supl=—oc.
Kombinéciu oo — oo definovat z pochopitelnych dévodov nebudeme a takyto sucet zakdzeme.

Definicia 2.1. Nech f je funkcia, ktora je definovana na S C R™ a nadobtida realne hodnoty

alebo +00. Podmnozinu R™t! definovant ako

epi f = {(z,p) |z € S,p € R, > f(2)}

nazveme epigraf funkcie f.
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Pomocou epigrafu teraz definujme, ¢o budeme mysliet pod konvexnou funkciou.
Definicia 2.2. Funkciu f nazveme konvexnou, ak epi f je konvexnd mnoZina.

Pretoze funkcia f moze nadobudaf aj nekoneéné hodnoty, nazvime si podmnozinu defini¢ného

oboru, na ktorej f(z) < oo ako efektivny definicny obor a ozna¢me ho dom f. Plati teda

dom f ={z|3p e R: (z,u) €epi f} = {z| f(z) < o0}

Dalej funkciu nazveme vlastnd ak f(x) > —oo pre vietky x a zaroven existuje aspoii jedno z
také, ze f(x) < oo. Ak funkcia nie je vlastnd, nazveme ju nevlastnou. Vlastna funkcia je teda
ta, ktorej epigraf je neprazdny a neobsahuje ,zvislia priamku“ .

Prikladom nevlastnej konvexnej funkcie je napriklad

— oo pre |z| <7
f(z) = 0 pre |z|=7

+ oo pre |z|>T.

Z konvexnosti epigrafu funkcie vyplyva niekolko uzitocénych vlastnosti, ktoré byvaju pouzi-
vané ako definicia konvexnosti. Pretoze st velmi dobre zndme, nebudeme ich dokazovat. Ten,

kto by chcel dokazy vidiet, ich najde v §4 v knihe [7].

Veta 2.1. Nech f:S — (—o00,o0] kde S je konvexna mnozina. Potom f je konvexna prave

vtedy, ked
F(A =Nz +Ay) <A =A)f(z) + Af(y)

pre vSetky 0 < A < 1 a vSetky z,y € S.

Veta 2.2. Nech f: R" — (—00,00]. Potom f je konvexna prave vtedy, ked
S =Nz +Ay) <(1—=Aa+ A8

pre vetky 0 < A < 1 a vSetky a > f(x), 8> f(y).

Désledkom tejto vety pre 6 = « je nasledujuce tvrdenie:

Veta 2.3. Pre kazda konvexnu funkciu f a pre kazdé o € [—o0, o0] stt mnoziny
{2]f@)<a} a {z|f)<a)

konvexné.



2.2 Konkévne funkcie

Ak teraz polozime « rovné inf{f(z)}, vieme, Zze mnoZina, na ktorej funkcia f(x) nadobuda
svoje infimum, je konvexna. Nazvime tito mnozinu minimovd mnoZzina funkcie f.

O niektorych funkcidch vieme jednoducho dokézat, Ze st konvexné. Pozrime sa teraz, ako
sa konvexnost prendsa na funkcie vytvorené z konvexnych funkcii. Pretoze vicSina tychto

tvrdeni je tiez zndma, opét ich nebudeme dokazovat — dékazy sa daja najst v §5 v knihe [7].

Veta 2.4. Nech f : R" — (—o00,00| je konvexnd funkcia a nech ¢ : R — (—o00,00] je

neklesajuca konvexnd funkcia. Potom funkcia h(z) = ¢(f(x)) je konvexna.
Veta 2.5. Ak f; a fo st konvexné funkcie, potom aj f; + f2 je konvexna funkcia.

Veta 2.6. Nech funkcie f;(z),7 € I st konvexné. Potom je konvexna aj funkcia

h(z) = sup{ fi(z) |i € I}.

Veta 2.7. Nech A : R"™ — R™ je linearna transformécia. Potom pre konvexna funkciu g(x)

je aj funkcia h(z) = g(Az) konvexné.

2.2 Konkavne funkcie

Ked hovorime o konvexnych funkcidch, nemali by sme zabudat ani na funkcie konkévne.
Konkévna funkcia je takd funkcia f, pre ktora je funkcia — f konvexnd. KedZe mnohé vety
o konvexnych funkcidch sa prenasaju na konkavne funkcie iba zmenou znamienka nerovnosti

na opacné, nebudeme ich vSetky opif vypisovat a dokazovat.

2.3 Uzavreté funkcie

Vlastnost uzavretosti je zndma predovsetkym u mnozin. My sme vSak konvexnu funkciu defi-
novali ako funkciu, ktord mé konvexny epigraf. Ten nemusi byt pre niektoré funkcie uzavrety,
napriklad pre funkciu f: R - R

0 pre |z|<1

flx) =

oo pre |x|>1.
Aby sme mohli s epigrafom pohodlnejsie pracovat, mal by byt uzavrety. Preto si definujeme
takzvant uzavretd funkciu, ktorej epigraf bude uzavrety. Epigraf bude zrejme uzavrety, ak

bude funkcia spojita. To je vSak prilis silnd podmienka, na uzavretost epigrafu staci aj menej.

Definicia 2.3. Nazvime funkciu f : S — (—o00, 00] polospojitou zdola v bode x € S, ak plati

fz) < lim f(z;)

1— 00
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pre kazda postupnost x1, zg,... v S takd, Ze lim; o x; = x a limita f(x1), f(x2),... existuje

v [—00, o0]. Podobnym spésobom mézme definovat polospojitost zhora.

Pokial je funkcia v bode x polospojita zhora aj zdola, je v ilom spojitd.

Tato vlastnost je ekvivalentnd s inymi vlastnostami, ako hovori nasledujica veta.

Veta 2.8. Nech f je lubovolné funkcia z R™ do [—o0, +00]. Potom nasledujtce vlastnosti

st ekvivalentné:
(a) Funkcia f je zdola polospojitd na R™;
(b) Mnozina {z | f(z) < o} je uzavreta pre « € R;
(c) Epigraf funkcief je uzavretd mnozina v R"*1.
Dokaz.

(a)<(c) Polospojitost zdola znamena, ze p > f(x) pre kazdé p = lim p; a = limz; také,
ze pre vSetky i plati u; > f(z;). To je ale zaroven ekvivalentné s tvrdenim, Ze epigraf

funkcie f je uzavrety.
(a)=-(b) Polozme v predchadzajicom dokaze o = p1 = g = pa = ...

(b)=(a) Nech plati (b). Nech z; konverguje k = a f(z;) konverguje k p. Vezmime realne
a > p. Od nejakého indexu ¢ musi platifpre vSetky j f(z;) < a. Preto z € cl{y ‘ fly) <

o} ={y| f(y) < a}. To znamens, ze f(z) < p.
mi

Polospojitost zdola je teda ekvivalentna s uzavretostou epigrafu. Pre neuzavrety epigraf vsak
vieme n4jst jeho uzdver. Podobne je to aj s funkciami. Pre kazda funkciu vyberme spomedzi
zdola polospojitych funkcii, ktoré st zhora ohrani¢ené funkciou f ti najvicsiu a nazvime
ju zdola polospojity obal funkcie f. Pokial funkcia f nikde nenadobtida hodnotu —oo, tak
tento zdola polospojity obal nazveme uzdver funkcie f a oznacime ho cl f. Pokial funkcia f

v niektorom bode nadobuda hodnotu —oo, jej uzéverom bude funkcia cl f = —oo.
Definicia 2.4. Konvexnu funkciu f nazveme uzavretou ak cl f = f.
Je zrejmé, ze pre vlastnti konvexnt funkciu f plati

epi(cl f) = cl(epi f).

Potom pre taktto funkciu mozme uzaver vyjadrit ako

(clf)(x) = liminf £(y).
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2.4 Konjugovana funkcia

O uzavretych konvexnych mnozinach vieme, ze st prienikom uzavretych polpriestorov, ktoré
ich obsahuji. Podobn vlastnost maji aj konvexné funkcie.

Konvexné funkcia je definovana ako funkcia, ktorej epigraf je konvexnou mnozinou. Pre uzav-
reté konvexné funkcie je navyse epigraf uzavretd mnozina. Je preto prienikom uzavretych
polpriestorov, ktoré ho obsahujui. Avsak aj niektoré uzavreté polpriestory su epigrafmi fun-

kcii. Vo vSeobecnosti rozlisujeme 3 druhy uzavretych polpriestorov:

1. zvislé {(z, p) | (z,b) — B3 <0} preb #0,
2. horné {(z, p) | (z,b) — B < pu} =epi h  pre h(z) = (z,b) — B,

3. dolné {(x, n) | (x,by — B> p} .
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Obr. 2.1: Zvisly, horny a dolny uzavrety polpriestor v R2.
Veta 2.9. Uzavreta konvexnda funkcia je bodovym suprémom afinnych funkcii i takych, ze
h<f.

Dokaz.

Jej epigraf je potom uzavrety a konvexny a ako taky je prienikom uzavretych polpriesto-

Pre nevlastné funkcie f plati veta trividlne, nech je teda f vlastna.

rov, ktoré ho obsahuji. Skimajme vSetky takéto polpriestory. Zrejme dolné polpriestory
nemdzu obsahovat Ziaden epigraf vlastnej funkcie. Taktiez nemozu byt vSetky polpriestory
obsahujtce epi f zvislé, pretoze potom by funkcia nebola vlastna. Teda epigraf funkcie f je
prienikom polpriestorov, z ktorych st niektoré horné a niektoré zvislé.

Horné polpriestory st epigrafy afinnych funkcii h takych, Zze h < f. Ich prienik je epigraf
funkcie, ktord je bodovym suprémom tychto funkcii h. Treba teda este dokazaf, Ze prienik
hornych a zvislych polpriestorov obsahujtcich epi f je rovnaky ako prienik iba hornych z
tychto polpriestorov. Keby tomu tak nebolo, existoval by bod (zo, 1o), ktory nepatri neja-
kému zo zvislych polpriestorov a patri vSetkym hornym polpriestorom obsahujicim epi f.

Nech
Z ={(z,p)| 0> (2,b1) — B1 = ha(2)}
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je ten zvisly polpriestor, teda bod (zg, i9) nepatri do Z. Potom plati hy(zg) > 0.
Nech ha(z) = (x,b2) — P2 je Tubovolné z afinnych funkcii, pre ktort epi f C epi hg, Cize
ho(x) < f(x). Polozme

h(.%') =\ (1‘) + hg(w‘) = <1‘, Ab1 + b2> — ()\ﬁl + ﬁg)
Pre z € dom f plati hi(z) <0 a ho(x) < f(x), teda aj
Ay (z) + he(z) < f(x) VA > 0.

Pre z ¢ dom f plati nerovnost trividlne. Preto h(x) < f(x) pre vSetky z. V bode x plati
h(zo) = Ahi(xo) + ha(zo). Pretoze hy(zg) > 0, pre dostato¢ne velké A plati h(zg) > 1o a teda
(0, 10) ¢ epih. Nasli sme teda horny polpriestor, do ktorého nepatri bod (zg, o), ¢o je spor
s predpokladom.

Pre kazdy bod nepatriaci zvislému polpriestoru obsahujicemu epi f vieme teda ndjst horny
polpriestor obsahujici epi f a neobsahujuci dany bod. Preto prienik vsetkych polpriestorov
obsahujucich epi f je rovny prieniku iba hornych z tychto polpriestorov. O
Konvexnt funkciu f(z) teraz vieme vyjadrit nielen ako mnozinu dvojic (z, f(x)), ale aj ako
takth mnozinu F* = {(z*, u*) € R"™!}, Ze funkcia h(z) = (x,2*) — p* je zhora ohrani¢en4

funkciou f. Podmienka h(x) < f(x) plati pre vSetky x prave vtedy, ked
w* > sup{(z,2%) — f(z) |z € R"}.
Mnozina F™* je teda epigraf funkcie f* definovanej ako

f(@%) = sup{(z,27) — f(z)} = —inf{f(2) — (z,27)}

xT

Funkciu f* nazveme konjugovand funkcia k funkcii f.

Priklad

Pre nazornost si vypocitajme konjugovant funkciu pre niektoré jednoduché konvexné funkcie.
Napriklad pre f(z) = e® po¢itame f*(z*) = sup,{x-z* —e*}. Vidime, Ze pre z* < 0 mozeme
volbou ¢o najzapornejsieho = docielit lubovolne nizku hodnotu z-z* —e*. Pre 2* = 0 je f*(0)
rovné sup,{—e”} = 0. Pre kladné z* pouzijeme diferencidlny pocet a dostaneme = = In(z*),

a teda f*(z*) = In(z*) - 2* — z*. Konjugovana funkcia k f(z) = e* je teda

—00 pre z* <0
[H(x") = 0 pre z*=0

In(z*) - x* — x* pre z* >0



2.4 Konjugovana funkcia 24

Nie pre vsetky funkcie ma konjugovana funkcia nekone¢né hodnoty. Napriklad pre funkciu

f(z) = %|:c|p dostaneme f*(z*) = %|:c*|q, kde %+% = 1. Graf tejto funkcie f ako aj f* je
na obréazku.Pre tuto funkciu si rychlo vSimneme, Ze plati (f*)* = f. Ako je to pri ostatnych

funkciach?
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Obr. 2.2: Funkcia % a konjugovana funkcia k nej pre p=1.4

Vsimnime si blizsie, Ze konjugovana funkcia je vlastne bodové suprémum tych afinnych funkcii
g(x) = (x,x*) — u, pre ktoré (z,u) € epif. Ale aj f je bodové suprémum afinnych funkeii
h(z) = (x,z*) — p* takych, ze (z*, u*) € epi f*. Preto plati

flx) = s;l*p{(x,xﬂ — (=)}

a teda konjugovand funkcia f** k f* je f. Vlastnosti konjugovanej funkcie zhftia nasledujica

veta.

Veta 2.10. Nech f je konvexné funkcia. K nej konjugovana funkcia f* je uzavreta konvexna

funkcia, ktord je vlastna prave vtedy, ked f je vlastné. Zaroven plati
(clf)y=f" a f"=f

Pocas rozpravania o konvexnych mnozinach sme zaviedli pre kazda konvexnii mnozinu tak-

zvanu oporni funkciu, definovant ako
§*(b| C) = sup{(z,b) |z € C}.

Pri hladani opornej funkcie teda hfaddme suprémum na mnozine C. To je vSak to isté, ako

keby sme na celom R hladali suprémum funkcie, ktora je definované ako

f(:c):{<x’b> xel

—00 z¢C,
alebo ina¢ f(z) = (z,b) — é(x ! C), kde

rzeC

‘WC):{OZ 2 ¢C.
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Funkciu § nazyvame indikdtorovd funkcia mnoziny C, pretoze ndm ,indikuje® ; ¢i dany bod

patri alebo nepatri mnozine C'. Plati teda
§*(b| C) = sup{{z,b) — 6(z | C)}.

Pri takomto zapise je zrejmé, ze oporna funkcia a indikatorova funkcia uzavretej konvex-
nej mnoziny C' st navzajom konjugované. Tuto aj dalSie vlastnosti opornej funkcie zhitia

nasledujtica veta.

Veta 2.11. Opornéa a indikdtorova funkcia uzavretej konvexnej mnoziny st navzajom kon-
jugované. Funkcia je opornou funkciou neprazdnej konvexnej mnoziny prave vtedy, ked je
vlastné, konvexnd a kladne homogénna (pre kladne homogénnu funkciu f(z) plati f(Az) =
Af(z) pre A > 0).

Doékaz. Uz sme dokazali vzadjomni konjugovanost opornej a indikatorovej funkcie.
Majme nejaktl neprazdnu konvexni mnozinu. Jej indikatorovéa funkcia je vlastna konvexné
funkcia. Potom podla Vety 2.10 je konjugovana funkcia k nej (a teda oporna funkcia tejto

mnoziny) uzavreta vlastnd konvexna funkcia. DokéZzeme, Ze je kladne homogénna. Plati
§*(Ab| C) = sup{(A\b, z) | x € C} = sup{A(b,z) |z € C} = \6*(b]| O).

Opacne, majme uzavrett, konvexnu a kladne homogénnu funkciu f(z). K nej konjugovana
funkcia je konvexnd, vlastna a uzavretd. Dokazeme, Ze je opornou funkciou nejakej mnoziny.

Ratajme konjugovani funkciu k nej. Plati

fr(a*) = sup{(z,2")~f(2)} = sup{A(A " z,2") = Af(A "2} = Asup{{y, &)~ f(y)} = Af*(2").

Lenze vlastnost f(x) = Af(x) pre vSetky A > 0 mé iba funkcia, ktord nadobtda iba hodnoty
0 a co. Takato funkcia je indikatorovou funkciou neprazdnej uzavretej konvexnej mnoziny, a

teda k nej konjugovana funkcia je opornou funkciou tejto mnoziny. O

2.5 Maximum konvexnej funkcie

Hladanie maxima konvexnej funkcie na konvexnej mnozine je velmi odlisné od hladania mi-
nima. Hlavny rozdiel je, ze kym lokdlne minimum konvexnej funkcie je zaroven globalnym,
takato vlastnost neplati pre lokdlne maximéa. Konvexn4 funkcia méze mat niekolko lokalnych
maxim, ktoré nemusia byt zdroven globalnymi. Ako priklad je tu funkcia f definovana na
obdlzniku, ktora nadobuda lokilne maximé v kazdom vrchole, ale iba v jednom ide aj o glo-

bélne maximum. Zaroven neexistuje ziaden efektivny sposob ako o danom bode zistit, ¢i je
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Obr. 2.3: Uroviiové hladiny konvexnej funkcie

aj globalnym maximom, jedine najst vSetky a porovnat hodnoty funkcie f. Napriek tymto

problémom vieme aspon niektoré vlastnosti maxima konvexnej funkcie.

Veta 2.12. Nech f je konvexné funkcia a C' konvexnd mnozZina také, ze C' C dom f. Ak

max{f(z) | 2 € C} sa nadobtida v nejakom bode xo € ri C, potom f je na C konstantna.

Dokaz. Vetu dokdzeme sporom. Nech sa maximum f na C nadobtda v bode zg € riC.
Nech z je lubovolny iny bod z mnoziny C'. Pretoze x( € ri C, existuje také malé € > 0, Ze aj
bod z = z¢ + e(xo — z) patri do C. Vyjadrime si xg = 15z + 1—J1rez. PretozZe f je konvexna,

plati

1 1
o) = £ (oot 1) S oaf @)+ ) (2.)

Pretoze v xp nadobtuda f maximum na C, plati f(2) < f(zo) a f(z) < f(zo). Keby ale platilo
f(z) < f(xo), po dosadeni do (2.1) by sme dostali f(xg) < f(xg), o nie je mozné. Preto

musi platit f(z) = f(xo). O

Dosledok 2.1. Nech C je konvexna, uzavretd mnozina, f je konvexnd funkcia ohrani¢end

na C. Potom f nadobiida maximum na C' v jej hrani¢nom bode.



Kapitola 3
Uloha konvexného programovania

Mnoho z redlnych ekonomickych problémov sa da previest na tlohu minimalizovat konvexnu
funkciu na konvexnej mnozine. Pokial je tdto mnoZina rieSenim stistavy rovnic a nerovnic, st
natolko $pecifické, Ze sa pre ne vytvorila osobitné tedria. V tejto kapitole zhrnieme niektoré

zékladné vysledky pouzitelné pre tlohy konvexného programovania.

Pod tilohou konvexného programovania (UKP) budeme myslief tlohu njst minimum téelove;

funkcie fo(z) na konvexnej mnozine C' za ohraniceni

file) < 0, ooy filx) <0
frar(®) = 0, ..., falz) = 0,
kde C' je podmnozina R", f; st konvexné funkcie na C' pre ¢ = 0,1,...,r a afinné funkcie
pret=7r4+1,...,m.
Oznacme si
C; ={z| fi(z) <0} i= 1,2,...,r
Ci ={z| fi(z) =0} i= r+1,...,m

Co =CnNCiN...NC,,.

Zrejme Cj je konvexna podmnozina R". Aby sme nemali problémy s hodnotami funkcii f;

mimo C, definujeme si tzv. rozsirend ucelovi funkciu pre cely priestor

o) = fo(xz) pre z € Cy
+oo pre z ¢ Cp

Riesenie tlohy konvexného programovania je teraz ekvivalentné s hfadanim minima funkcie

f a minimova mnozina funkcie f bude mnozina optimalnych rieseni (UKP).
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3.1 Motivacia

Predstavme si pre jednoduchost funkciu f : R? — R a jednoducht linearnu viizbu. Funkcia
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(a) véizba v tvare rovnosti (b) rovina oddelujica x¢ od epigrafu

f(x) je konvexnd a preto je konvexny aj jej epigraf. Zaroven zrejme bod, v ktorom sa nadobuda
minimum (ozna¢me ho z() je na hranici tohto epigrafu, inad¢ by existoval bod s mensSou
hodnotou ucelovej funkcie. AvSak potom podla Vety 1.6 sa da tento bod skutocne oddelit od
epigrafu funkcie f, teda existuje afinnd funkcia h(z) = (z,b) + [ takd, ze plati

hz) < flz) pre x#z
h(z) = f(x) pre z=x.

Vytvorme funkciu K(z) = f(x) — h(z) = f(z) — (b,z) — 5. T4 mé podla toho, ¢o sme
dokézali, minimum v bode z. Co sme teda urobili? Zostrojili sme funkciu, ktord ma volny
extrém v rovnakom bode ako mala nasa pévodna funkcia viazany extrém. Graficky si to
moZeme predstavit tak, Ze sme graf funkcie ,,otocili“ tak, ze ,stoji “ na bode xg. Z konstrukcie
funkcie h je vSak zrejmé, ze nie je dand jednoznacne, vektorov b s danymi vlastnostami
moze pre niektoré funkcie existovat viac. Toto bol vSak iba jednoduchy priklad, v ktorom
sme previedli hladanie viazaného extrému na hladanie neviazaného extrému. Ako mozeme
funkciu upravovat v pripade zlozitejSich ohraniceni ¢i uz v tvare rovnosti alebo nerovnosti,

to sa dozvieme v nasledujtcej kapitole.
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3.2 Kuhn-Tuckerove koeficienty

Majme tlohu konvexného programovania

Minimalizovat fy(z) na mnozine C' za ohraniceni
f@) < 0. f(@) <0
fraa(@) = 0,..., fn(z) =0, (3.1)

Vektor (A1, Aa, ..., \pm) nazveme vektor Kuhn-Tuckerovych koeficientov pre (UKP), ak
e \;,>0prei=1,2,...,r

e infimum konvexnej funkcie fo+ A1 f1 + -+ A fm na C je koneéné a rovné optimélne;j
hodnote (UKP).

Tieto koeficienty stvisia s tym, ¢o sme si hovorili v predchadzajticej casti — hladame taku
funkciu, ktord mé volny extrém v tom bode, kde mala povodné funkcia viazany extrém. Viac

o Kuhn-Tuckerovych koeficientoch hovori nasledujica veta:

Veta 3.1. Nech (UKP) je tiloha konvexného programovania a (A1, ..., Ay) jej vektor Kuhn-
Tuckerovych koeficientov. Dalej nech h = fo + A1 fi + -+ + Amfm @ D je mnozina, na ktorej
h nadobtda svoje infimum na R". Ozna¢me I mnozinu tych indexov, pre ktoré 1 <i¢ < r a
zaroven \; = 0. Ozna¢me J doplnok I v mnozine {1,2,...,m}. Nech Dy je mnozina bodov
x € D takych, ze

filz) = 0 Vi € J,

file) < 0 Viel.

Potom Dy je mnozinou optimalnych rieseni (UKP).

Dokaz. Oznacme f rozsirenu ucelovia funkciu pre (UKP). Potom podla predpokladu plati

inf h = inf f a inf f je konecné. Pre kazdé pripustné riesenie x plati
)\Zfl(x)go i:1,2,...,m,

a teda plati
fo(@) + A f1(@) + Ao fo(@) + -+ + Am (@) < fol2).

Teda h(xz) < f(x) pre vSetky z, pricom rovnost nastédva v pripade ak
)\ifz‘(.%')zo 2':1,2,...,m.

To v8ak plati presne pre x € Dy, pretoze prave pre tieto z plati f;(z) =0 preie Ja ;=0

pre i € I. Z toho vyplyva, Ze Dy je minimova mnozina funkcie f a je podmnozinou minimove;j
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mnoziny funkcie h. Minimova mnozina funkcie f je ale zaroven mnozinou optimalnych rieseni

tilohy (UKP). m

Doésledok 3.1. Nech (UKP) je tiloha konvexného programovania a (A1, Aa, ..., Am) je jej
vektor Kuhn-Tuckerovych koeficientov. Predpokladajme, ze vSetky funkcie fy, f1,..., fin st

uzavreté. Potom ak sa minimum funkcie
h=fot+Mfi+ -+ nfm

nadobida v jedinom bode Z, tento bod je zaroveii jedinym optimalnym riesenim (UKP).

3.3 Perturbacéna funkcia

Predstavme si funkciu fo(z) ako cenu za x, potom (UKP) je tiloha minimalizovat cenu pri

obmedzeniach (3). Predstavme si, Ze by sme si mohli zmenif obmedzenia na

filx) <7 i = 1,2,...,r

fz‘(.%')ZTZ‘ 1 = r+1,...,m, (3.2)
pricom jednotkova cena za zmenu i-teho obmedzenie by bola 7. Potom celkové cena za zmenu
vektora obmedzeni by bola (7, 7*). Sktisme zistit, ¢i sa ndm oplati  kapit“ si nejaké ,miksie“
obmedzenia — perturbdcie. Zavedme perturbacni funkciu p tak, Ze ozna¢ime infimum fy(x)

pri obmedzeniach (3.2) ako p(7). Optimélne riesenie povodnej (UKP) je teda p(0). Cena za

x pri perturbéacii 7 bude

P(TL, T2y ooy Tim) F TITF + ToTy + -+ T2 = p(7) + (1, 7%).

Perturbécia 7 sa ,oplati kupit,* ak p(7) + (7, 7*) < p(0).

Skisme najst také ceny 7*, aby sa neoplatilo kupit ziadnu perturbéaciu. Hladajme
inf p(7) + (7, 7%).
Plati
p(T) = iImlf{fo(x) | file) <7, fij(x) =71} prei=1,....r, j=r+1,...,m
a preto
inf{p(r) + (7.7%)} = mf{fo(e) + {r.7) | file) < 7. fiw) = 7).
To je pre 7* > 0 rovné
inf{fo(z) + 1 f1(x) + 13 fo(x) + - + 70 fm ()},

pre iné 7* je vyraz rovny —oo. Preto pre kone¢né p(0) a 7* spliiajice
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e TF>0

o info{fo(z) + 7 f1(z) + 75 fa(®) + - - + 75 fm(2)} = p(0)

plati nerovnost

p(T1, T2, .o, Tm) + T1T] + ToTy + -+ + T T, > (0)

vzdy. Takéto 7* ale splia podmienky kladené na Kuhn-Tuckerove koeficienty. Plati teda:

Veta 3.2. Ak optimalna hodnota (UKP) je kone¢nd, tak vektor (A1, A2, ..., A,) je vektor
Kuhn-Tuckerovych koeficientov prave vtedy, ked pri cenach 7" = \; sa ,neoplati kipit ziadna

perturbécia.

3.4 Existencia Kuhn-Tuckerovych koeficientov

Zaujimavou otazkou je, za akych podmienok je zarucena existencia vektora Kuhn-Tuckerovych
koeficientov pre (UKP). Niektoré st zhrnuté v nasledujticich vetach. Dalsou zaujimavou otaz-

kou by bola jednoznacnost tychto koeficientov, tymto problémom sa vSak nebudeme zaoberat.

Veta 3.3. Nech (UKP) je tiloha konvexného programovania. Oznaéme I mnozinu indexov
i # 0 takych, ze f; nie je afinni. Predpokladajme, Ze optimalne riesenie (UKP) nie je —oo
a ze tloha m4 aspon jedno pripustné riesenie x € ri C, pre ktoré f;(z) < 0 pre ¢ € I. Potom

existuje vektor Kuhn-Tuckerovych koeficientov pre (UKP).

Do6sledok 3.2. Nech (UKP) je tiloha konvexného programovania, ktora mé iba nerovnostné
ohranicCenia, teda » = m. Predpokladajme, Ze optimélne rieSenie tlohy nie je —oo, a Ze

existuje aspon jedno x € C' také, ze

fi(z) <0, fo(x) <0, ..., fm(x)<DO.
Potom existuje vektor Kuhn-Tuckerovych koeficientov pre (UKP).

Désledok 3.3. Nech (UKP) je tiloha konvexného programovania s iba lineArnymi ohrani-
Ceniami, teda

fi(z) = (a;,x) — ay, 1=1,2,...,m.

Ak optimélne rieSenie (UKP) nie je —oo a uloha ma pripustné riesenie z € riC, potom

existuje vektor Kuhn-Tuckerovych koeficientov pre (UKP).



Kapitola 4
Mikroekonomicka teoria firmy

Mikroekonomicka tedria firmy sa zaobera spravanim sa firiem — producentov — na trhu. Hlav-
nou charakteristikou firmy je pritom takzvana produkénd funkcia, ktord popisuje pre kazda
kombinaciu vstupov zodpovedajice mnozstvo vystupov, ktoré dana firma vie zo vstupov vy-
produkovat za ¢asovu jednotku. Hoci vo vSeobecnosti moze byt vystupov niekolko naraz, my
sa budeme zaoberat iba pripadom, ked firma produkuje jediny vystup. Odvodime niektoré
vlastnosti produké¢nej funkcie, pomocou ktorych budeme riesit tlohu minimalizicie nédkladov
a maximalizacie zisku. Nasledne dokézeme niekolko vlastnosti ndkladovej funkcie a funkcie
zisku. Vsetky tieto vlastnosti dokdzeme pre ¢o najvSeobecnejsiu produként funkciu — zaobi-
deme sa bez predpokladu o diferencovatelnosti produkénej funkcie. Zaroven vsak ukazeme,

ako by tieto vlastnosti vyzerali za silnejsich predpokladov.

4.1 Produkénia mnoZina

Hlavnym cielom kazdej firmy je maximalizovat svoj zisk. Prostriedkom k tomu je produkcia
vyrobkov ¢i sluzieb — vystupu. Na ich vyrobu potrebuje firma vstupy — material, energiu,
pracu. Existuje vSak mnoho moZnosti ako vyrobit jednotlivé vystupy — pouzit odlisny material
alebo nahradit ¢ast pracovnikov strojmi. Produk¢énd mnozina popisuje vSetky moznosti, ktoré
dana firma ma.

Ozna¢me najprv vektor vstupov do vyroby = = (x1,z9,...,2,) € R", pricom pre ekono-
mickt interpretaciu predpokladame x > 0. Fixujme ¢asova jednotku. Technoldgiou nazveme
taky vektor (z1,2,...,2,,y) € R, pre ktory vie firma zo vstupov x vyrobif mnozstvo
vystupu y. Kazdua firmu charakterizuje mnozina vsetkych technoldgii Y, ktorymi je schopna
produkovat. Od tejto mnoziny ocakdvame splnenie uréitych axiém. Samozrejme, jednotlivé
publikicie maju kazdd vlastné axidmy, takze tie pouzité v tejto praci nemusia byt s nimi

zhodné. Porovnanie jednotlivych axiomatik obsahuje napriklad praca [3].
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Axiémy produkénej mnoziny podla prace [1]
(A1) Pre vsetky = € R} plati (z,0) € Y.
(A2) Ak (0,y) € Y potom plati y = 0.
(A3) Ak (z,y) € Y potom pre vSetky z > x plati (z,y) € Y.
(A4) Y je konvexna.
(A5) Y je uzavreta.
Tieto axiomy maju nasledovné zd6évodnenie:
(A1) Nulové mnozstvo produktu sa da vyrobit z Tubovolného mnozstva vstupov.
(A2) Z nulového mnozstva vstupov sa da vyrobit iba nulové mnozstvo vystupu.
(A3) Ak neznizime mnozZstvo vstupov, neklesne ndm vystup.
(A4) Nech (z,y) a (Z,y) su technolégie z Y. Pokisime sa odovodnit, pre¢o by malo platif
(ax+(1—a)Z,ay+ (1 —a)y) €Y.

Nech sa diel a € [0,1] z ¢asovej jednotky produkuje technolégiou (z,y) a zvyS$ny Cas
technolégiou (Z,y). Spolu sa pritom vyprodukuje ay + (1 — )y jednotiek vystupu

a minie sa ax + (1 — «)Z jednotiek vstupov. Preto plati
(ax+(1—a)Z,ay+ (1 —a)y) €Y.

(A5) Predpoklad uzavretosti je ¢isto matematicko-technickd zalezitost.

4.2 Produkéna funkcia

Pre kazda technologickti mnozinu Y moZeme teraz definovat produkénid funkciu

f(z) = max{y | (z,y) € Y}.

Produkénd funkcia popisuje maximélne mozné mnozstvo vystupu, ktoré sa da vyprodukovat
z danych vstupov. PretoZe snahjou firmy je minimalizovat néklady, bude sa snazif vyrabat
¢o najefektivnejsie. Preto zo vstupov z bude produkovat mnozZstvo f(z) a nie menej (hoci je
to technologicky mozné).

Na produként funkciu sa prenasaja vlastnosti z produkénej mnoziny. Pretoze vsak v mikro-
ekonémii pracujeme vicsinou s produkénou funkciou, je dobré si tieto vlastnosti odvodit. Su

zhrnuté v nasledujicej vete.
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Veta 4.1 (Vlastnosti produkénej funkcie).
(P1) Funkcia f je definovand, teda pre vSetky x > 0 plati f(z) < oco.
(P2) Funkcia f je konkdvna.
(P3) Plati f(0) =0, f(x)> 0 pre vietky = € R}
(P4) Ak z > x, potom tiez f(Z) > f(x).
(P5) Ak f(zo) > 0 pre nejaké xg, potom f(x) > 0 pre kazdé x € int R}
(P6) Ak funkcia f spliia vlastnosti (P1)-(P4), potom

Y={(zy)|0<z, 0<y< fz)}
je technologickd mnoZina.
Dokaz.

(P1) Z uzavretosti mnoziny Y vyplyva, ze ak sup{y | (z,y) € Y} < oo, tak existuje aj
f(z) = max{y ‘ (x,y) € Y}. Predpokladajme, Ze to neplati, teda Ze existuje také x, pre
ktoré sup{y | (z,y) € Y} = 0. Potom (z,k) € Y pre vietky k € N. Oznaéme ay, = 1.

Plati oy € [0, 1]. Pretoze (0,0) € Y a mnozina Y je konvexnd, patri do Y aj konvexna

kombinacia bodov(z, k) a (0,0), konkrétne aj ay(z,k) + (1 — ay)(0,0), teda aj bod

(%, 1) pre vietky k € N. Postupnost tychto bodov by mala mat vzhladom k uzavretosti

mnoziny Y limitu v Y, av8ak touto limitou je bod (0,1) ¢ Y. To je hladany spor a teda

plati f(x) < oo pre vSetky = > 0.

(P2) Fixujme x1,z2. Ozna¢me M; = f(z1) a My = f(x2). Z konvexnosti Y vyplyva, ze
(ax1 4+ (1 — @)z, aMy + (1 — a)Ms) € Y, a preto

Flozy + (1 — a)z) = max{y | (a1 + (1 — a)ag,y) € Y} >
> alMy+ (1 —a)My = af(z1) + (1 — a)f(z2).
T¥m sme dokézali konkavnost funkcie f.
(P3) Z axiémy (A2) vyplyva, ze {y|(0,y) € Y} = {0}, preto
£(0) = max{y | (0,y) € Y} =0.

Co sa tyka druhej ¢asti tvrdenia, f(z) > 0, pretoze (z,0) € Y pre vietky = € R'}.
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(P4) Vezmime si z > x. Potom z (A3) vyplyva, ze

{y| (@) eV} {y| @y eV}

Preto
max{y | (z,y) € Y} < max{y|(Z,y) € Y}.

(P5) Tvrdenie dokadzeme sporom. Nech pre nejaké zq € R’} plati f(xg) > 0. Vieme, Ze
f(0) = 0. Vezmime Iubovolné x € R’}. Sporom predpokladajme, ze f(x) = 0. Skimajme
f(kx) pre k € N. Z konkévnosti a monoténnosti funkcie f vyplyva, Ze aj f(kz) = 0.
Zaroven vsak pre vSetky T > xo musi platit f(Z) > 0 a pre nejaké kg bude aj koz > xy,

pretoze x € int R’. To je spor a preto plati (P5).

(P6) Tvrdenie sa dokéze jednoducho overenim vlastnosti.

Vzhladom na (P6) moézeme firmu jednoznacéne charakterizovat jej produkénou funkciou.

4.2.1 Priklady produkénych funkcii

V tejto Casti si predstavime niekolko prikladov produkénych funkcii, ktoré sa v prikladoch
pouzivaji najcastejsie. AvSak kazda funkcia, ktora spliia dané predpoklady, méze byt pro-

dukénou funkciou.
Leontieffova produkéna funkcia

Predstavme si produkt, na vyrobu ktorého je nutné pouzit nejaky presny pomer surovin —
napriklad kola¢ sa pecie z presného pomeru muky, cukru, vajec a tuku. Ak nemame k dis-
pozicii cukor alebo miku, kold¢ neupecieme. Hovorime preto o dokonale nezamenitelnych
(¢1 dokonale komplementérnych) vstupoch. Takuto situdciu opisuje Leontieffova produkéna

funkcia

f(z) = min{ay21, agxs, ..., anx,}.

Produkéna funkcia dokonale zamenitelnych vstupov

Existuju vstupy, ktoré mozeme vo vyrobe dokonale zamienaf — napriklad moéZeme méso vy-
smazit na masle miesto na oleji, alebo na vyrobu poli¢iek pouzijeme miesto malého balenia

klincov vicsie. Tomuto pripadu zodpoveda produkéné funkcia

f(z) =a1z1 + agxa + - - - + apTy.



4.3 Minimalizicia nakladov

Cobb-Douglasova produkéna funkcia

Predchadzajice priklady boli istym spésobom extrémne — vstupy v nich boli alebo absolatne
nezamenitelné, alebo naopak tplne zamenitelné. Predstavme si ale pripad, v ktorom budi
sice vstupy zamenitelné, ale iba GiastoCne, a na vyrobu vystupu bude treba nenulové mnoz-
stvo z kazdého vstupu. Tento pripad sa d& charakterizovat Cobb-Douglasovou produkénou
funkciou

f(z) =Ca{*ad? ... apm.

4.3 Minimalizacia nakladov

Aby firma dosahovala ¢o najvyssi zisk, musi produkovat efektivne. To znadi, Ze sa musi sna-
zit vyrabaf tak, aby mala ¢o najnizsie naklady na vyrobu. Pod ndkladmi pritom myslime
priamo naklady na zaplatenie vstupov, a nie napriklad pausalnu platbu za telefén ¢i na-
jomné za budovu, ktorych vyska nezéavisi od produkéného planu. V tejto casti sformulujeme
tlohu minimalizacie nakladov a dokazeme, Ze za urcitych predpokladov vzdy existuje taka
kombinacia vstupov, ktord minimalizuje naklady. Napokon si definujeme nakladovi funkciu

a dokazeme niektoré jej vlastnosti.

4.3.1 Naklady

Predpokladame, Ze firma funguje v idedlne konkuren¢nom prostredi. To znamena, Ze nedokaze
ovplyvnovat situdciu na trhu, a teda ceny vstupov ako aj vystupu st pre 1iu pevne dané. N4-
klady preto méze firma ovplyvnit iba zvolenim technolégie. Ozna¢me w = (wy,ws,. .., wy,) €
R"™ vektor cien vstupov. Budeme pritom predpokladat w > 0, pretoZe za vstup do vyroby
tazko mozno povazovat nieco s nulovou cenou. Pri spotrebe vstupov z bude mat teda firma

naklady na vyrobu (w,x).

4.3.2 TUloha minimalizécie nikladov

Jednou zo zékladnych sndh firmy je minimalizovat vyrobné naklady. Pre danti cenovi hla-
dinu w a pozadované mnozstvo vystupu y sa firma snazi minimalizovat svoje naklady zvole-

nim vhodnej technoldgie. Ulohou je teda najst takt kombinéaciu vstupov Z, aby platilo

° f@) >y

4.1
) (w,7) < (w,x) pre vietky x také, ze f(z) > y. (4.1)

Ozna¢me si mnozinu vstupov, z ktorych sa da vyrobit pozadované mnozstvo vystupu ako

Y(y) = {z e RL | f(x) >y}
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Pretoze funkcia f(x) je konkavna, je funkcia — f(z) konvexna. Podla Vety 2.3 potom plati,
Ze mnozina

{z] = f@) < —y}={z|f@) 2y} = Y(y)
je konvexna. VSimnime si zaroven, Ze minimalizovat funkciu (w,zx) je ekvivalentné s ma-
ximalizovanim funkcie (—w,z). Uloha minimalizicie nékladov sa teda d4 preformulovat na

tlohu

Max{(—w, ) | r€Y(y)},

teda na tlohu maximalizovat linedrnu funkciu na konvexnej mnozine. Kedze nevieme, ¢ sa
maximum nadobuda, preformulujme tGlohu na hladanie supréma. Tu si vSak méZzeme vSimnut,
ze podla (1.2) plati

sup{(~w,z) |z € Y(y)} = 6" (~w|Y(y)).

Ulohou teda je najst oporni funkciu ku konvexnej mnozine Y (y).

4.3.3 Existencia riesenia tlohy minimalizacie nakladov

Otéazkou teraz je, ¢i a za akych podmienok je zarucena existencia riesenia tulohy, teda za
akych podmienok vieme zaruéit, ze bude existovat nejaka kombinécia vstupov Z, ktora spliha

(4.1). Postupne odvodime vsetky potrebné tvrdenia.
Veta 4.2. Pre vektor cien w > 0 plati —0*(—w | Y (y)) > 0.

Dokaz. Pre vsetky x € Y (y) plati x > 0, a preto pre w > 0 plati

5" (~w| Y () = — sup{{-~w,z) |z € Y (1)} > 0.

i
Veta 4.3. Ak pre y > 0 je mnozina Y (y) neprazdna, tak plati
—6*(—w | Y (y)) = inf{(z,w) |z € Y (y)} < o0.
Dokaz. Vezmime Iubovolné z € Y (y). Plati (Z,w) < oo, preto plati
5 (—w| Y () = inf{(z, w) | s € Y(p)} < (3,w) < oo.
O

Veta 4.4. Ak pre y > 0 je mnozina Y (y) neprézdna, potom pre kazdé w > 0 existuje
T € Y(y) také, ze
5" (—w| V(1)) = ().
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Dékaz. Uvazujme postupnost z(¥) € Y (y) taku, ze

lim (w,z®)) = inf{(w,z) |z € Y(y)} = —0"(~w | Y (y)).

k—o0

Dokézeme, Ze je ohranicena. Predpokladajme, Ze postupnost z®) nie je ohranic¢ena. Potom
(k)

existuje index i € {1,2,...,n} taky, ze postupnost =,/ je neohranicend, a teda sa z nej da

vybrat podpostupnost divergujtica do co. Nech je to {xgk")}zo:l. Plati

(w, zkn)) > wixgk") — 00.

To je ale spor s predpokladom, ze (z,w®)) — —§*(—w ! Y (y)). Preto postupnost z(*) je ohra-
ni¢end a da sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost (%) — Z. Zo spojitosti funkcie f

potom vyplyva, ze T € Y (y). |

Tymto sme dokazali, ze predpoklad w > 0 je dostatoény na to, aby vzdy existoval taky
vektor vstupov, pre ktory st ndklady minimalne. Této podmienka je nutné — predstavme si
napriklad firmu vyrabajicu Cobb-Douglasovou produkénou funkciou z dvoch vstupov 1 a xs.
Produkénd funkcia je teda f(z) = x‘{‘xg . Nech ceny vstupov st napriklad w; =1 a wy = 0.

-«

Pri snahe vyrobif mnoZstvo vystupu 1 pouZijeme z; jednotiek prvého vstupu a aspoit z; ”

druhého. To nds bude staf x; korun, a teda ¢im menej prvého vstupu pouzijeme, tym budu
néaklady mensie. Optimalne je ho nepouzit vobec, ¢o vSak zrejme nie je mozné, a preto takato

uloha nenadobtida minimum.

4.3.4 Nakladova funkcia

Dokéazali sme, Ze pre w > 0 existuje podmienend ,funkcia“ dopytu z(y, w) taka, ze pri pouziti
technolégie (7, f(Z(y,w))) budt naklady na vyrobu mnozstva produktu y minimélne. Slovo
Hfunkcia“ je v tivodzovkach, pretoze tato funkcia nemusi byt jednoznacéne definovana - pre
dany vektor cien moZe existovat viac moZnosti ako vyrobit pozadované mnozstvo vystupu
pri rovnakych nakladoch. Preto pod symbolom Z(y, w) budeme myslief lubovolné optimélne

x. Ozna¢me minimdlne naklady pri cenach w na vyrobu mnozstva y ako C(y,w). Vieme, ze

V tejto Casti odvodime niektoré vlastnosti nakladovej funkcie. Pozrime sa najprv, ako sa

zmenia naklady pri naraste ¢i poklese cien.
Veta 4.5. Ak w > w, potom C(y,w) > C(y,w).
Doékaz. Pre z € Y(y) a w > w plati (z,w) > (z,w), a teda aj

Cly,w) = mf{(z, @) |z € Y (y)} > inf{{z,w) |z € Y(y)} = Cly, w)
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O
Podarilo sa ndm dokézat ocakévani vlastnost, a to nemoznost poklesu celkovych nékladov

pri naraste cien. Co sa vsak stane ak sa vsetky ceny zmenia rovnako?
Veta 4.6. Pre a > 0 plati C(y, cw)=a C(y,w).
Dokaz. Pre a > 0, w > 0 a x > 0 plati (x, cw) = a(x,w), a teda
C(y, aw) = inf{(z, aw) ‘ €Y (y)} = ainf{(z,w) | ze€Y(y)} =alCly,w).

O
Ako by sa dalo ocakavat, pri rovnomernej zmene cien celkové néklady na vyrobu sa zmenia
rovnako ako ceny vstupov.

Dalej sa pozrime na zavislost funkcie C(y,w) od premennych y a w.
Veta 4.7. Funkcia C(y,w) je konvexna v y.

Doékaz. Vezmime Iubovolné yi,ys. Ozna¢me z; = Z(y,w), To = Z(y2,w),
x3 = ar; + (1 — )Ty a y3 = ay; + (1 — a) yo. Vieme, Ze produkénd funkcia f je konkavna,

a teda plati

f(x3) = flaz1 + (1 —a)T2) > a f(Z1) + (1 — ) f(Z2) > ay1 + (1 — a) y2 = y3.

To znamend, Ze z mnoZstva vstupov 3 vieme vyrobif najmenej mnozstvo ys3 vystupu. Hla-

dajme teraz optimélne vstupy Z(ys, w) na vyrobu vystupu ys. Zrejme bude platit
(w, z3) > (w, Z(ys, w)).
Pocitajme
aC(y1,w) + (1 — a)C(y2,w) = alw,z1) + (1 — a)(w, T2) = (w,ax; + (1 — a)Zy) =

= (w,z3) > (0, Z(y3,w)) = C(y3,w) = Clays + (1 — a)yz,w).

To ale znamena, Ze
aC(y1,w) + (1 — a)C(y2,w) > Clay; + (1 — a)yz, w),

teda ze C'(y,w) je konvexnd v y. m]

Veta 4.8. Nékladova funkcia C(y,w) je konkdvna v premennej w.
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Dokaz. Podla Vety 2.11 je oporné funkcia ku konvexnej mnozine konvexnd. Pre funkciu né-
kladov plati C(y, w) = —0*(—w | Y (y)), pri¢om mnozina Y (y) je konvexna. Funkcia 6*(w | Y(y))
je teda konvexnéd v premennej —w, a podla Vety 2.7 je konvexné aj v premennej w. Potom

funkcia C(y, w) = —6*(—w ! Y (y)) je konkavna vo w. O

Veta 4.9. Ak mé produkéna funkcia f konstantné vynosy z rozsahu, potom C(y,w) =
y- C(1,w).

Dokaz. Ak ma produkéna funkcia konstantné vynosy z rozsahu, znamena to, ze plati f(azx) =

1
Y

Cly,w) = nf{{w,z) | f(z) > y} = yinf{§<w,x> | §f<:c> > 1) =

a - f(x). Oznaéme o = + a pocitajme

= yinf{a(w, x) | af(z) > 1} = yinf{(w, az) | flaz) > 1} =y - C(1,w).

O
Veta 4.10. Nerovnost
C(y,w) — Ay > C(yo, w) — Ayo
plati prave vtedy, ked pre \ > 0 plati
inf{(w, ) + A(yo — f())} = (w, Z(yo, w)). (4.2)

Dékaz. Uvazujme tlohu konvexného programovania
Min(z, w) za podmienky yo — f(x) <0.
Podla Kapitoly 3 ozna¢me fo(x) = (w,x), fi(z) =y — f(x) a 7 = yo — y. Potom plati
Cly,w) = inf{{w,z) | f(z) >y} =p(r) a Clyo,w) =p(0),
kde p(+) je perturba¢na funkcia nasej tlohy. Ak\ je Kuhn-Tuckerov koeficient, potom plati
inf{(w,2) + Ay ~ F(2))} = nf{{w. )| £(z) < w0} = ((F0,0) ).

Podla Vety 3.2 je A Kuhn-Tuckerov koeficient prave vtedy, ked sa ,neoplati kupit “ Ziadna
perturbécia, teda plati pre vsetky 7 > 0

p(0) < p(7) + A7,

¢o po dosadeni dava
C(yo,w) < Cly,w) + A(yo — y),

¢o je ekvivalentné s tvrdenim vety. O
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Veta 4.11. Pokial je mnozZina Y (y) neprazdna, plati

Doékaz. Vieme, ze C(y,w) = —6"(—w ! Y (y)). Podla Vety 2.11 je konjugovanou funkciou
k opornej funkcii 6*(—w| Y (y)) indikétorové funkcia mnoziny Y (y). Plati teda

Cly,w) = —0"(—w[Y(y)),
(—0,2(y,w)) + Cly, @) = (-0,2(y,w)) —6"(-d|Y(y))
sup{C(y, @) + (-, 8y, w)} = sup{(=@,&(y,w)) = 6" (=@ [ Y (y))}
inf{(w, Z(y,w)) - C(y,0)} = 6@y, w)|Y(y)). (4.3)

Ak je mnozina Y (y) neprazdna, tak z Vety 4.4 vyplyva, Ze pre kazdé w > 0 existuje Z(y, w)
také, ze plati (Z(y,w),w) = C(y,w). Zaroven zrejme Z(y,w) patri Y (y), a teda pren plati
§(Z(y,w) | Y (y)) = 0. To znamené, Ze pravé strana poslednej rovnosti je rovna nule a infi-

mum sa nadobtida v bode w = w. Tieto dve tvrdenia spolu ddvaju to, ¢o sme mali dokdzat. O

Ostéva este zamyslief sa, ako by zneli Vety 4.10 a 4.11 v pripade diferencovatelnosti funkcii
C & f. Toto tvrdenie je zname a nazyva sa Shepardova lema (v niektorych publikaciach tiez

Shephardova ¢i Sheppardova lema).

Désledok 4.1 (Shepardova lema). Ak nakladova funkcia C' je diferencovatelna, potom

plati

oC N
%(yv ’U)) - x(yv ’U))

Dokaz. Veta 4.11 hovori, Ze

1%f{<w,§ﬁ(y,w)> - C(yvu_))} = <w7£(y7w)> - C(va) =0.

Ak je C diferencovatelnd, funkcia (w,z(y,w)) — C(y,w) je tiez a nutnou podmienkou na to,
aby nadobtidala minimum v bode w je

8<U_}7 f(?]? U})> — C(yv u—))
ow

(yaw) =Y,

¢o je ekvivalentné s

0 ) = 3y, w)
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Veta 4.12. Ak su funkcie C'(y,w) a f(x) diferencovatelné a € int R}, potom plati

oC
— = A 4.4
S = (1.4
kde A je také, ze plati
of wj
= — 4.

Dokaz. Veta 4.10 hovori, ze minimum vyrazu C(y,w) — Ay sa nadobuda v bode yg. Preto

ak je funkcia C'(y,w) diferencovatelna, plati

0C(y, w) — Ny B
ay (yO) U}) - 0)

o je ekvivalentné s (4.4). Toto plati pre A, pre ktoré plati (4.2). Ak je funkcia f diferenco-

vatelna a minimum sa nadobtda na int R’ , potom musi platit

Ow, x) + Ayo — f(2))
8:61'

=0,

¢o po uprave dava (4.5) i

4.4 Maximalizacia zisku

4.4.1 Zisk

Koneénym cielom kaZdej firmy nie je minimalizovat svoje néklady, ale mat maximélny zisk.
Budeme sa teda snazif najst taka vysku vystupu y, aby zisk bol maximalny. Ozna¢me rov-
nako ako v predchadzajicej ¢asti ceny vstupov w = (wq,ws,...,w,) a mnozstva vstupov
x = (r1,%2,...,Ty). Mnozstvo vystupu ozna¢me y a jeho trhova cenu p. Stale pritom pred-
pokladdme, Ze ceny vstupov aj vystupu st pevne dané trhom a firma sa moze iba rozhodnit,
¢o a akou technolégiou bude produkovat. Zisk firmy pri mnozstve produkcie y a pouziti takej

technoldgie, ktord minimalizuje naklady, bude teda
p-y—Cly,w).

4.4.2 TUloha maximalizacie zisku

Uloha maximalizovaf zisk m4 teda tvar

Max{py — C(y,w)}.
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Ako sme dokézali v predchadzajicej Casti, minimalne néklady na vyrobu mnozstva y pri

cenach w > 0 st C(y,w) = (w,Z(y, w)). Ulohu mozeme teda preformulovat na tlohu néjst

Max{py — (w,z) |y < f(z)}.

Oznaéme z = (z,y) € R"" a v = (—w,p) € R""L. Pripometime si dalej, ze sme si v (P6)

ako Y oznadili technologickt mnozinu
Y = {(z,y) € R"™! |z <0, 0<y< f(x)}
Dokazeme, ze mnozina Y je konvexna. Majme body (x1,41), (x2,y2) € Y, ¢o znamend
0<y < f(z1) a 0 <y2 < f(a2). (4.6)
Zoberme ich Tubovolni konvexnt kombinaciu
(@, y) = a(@1,y1) + (1 — a)(z2,52) = (az1 + (1 — @)z, ay1 + (1 — @)y2).
Z vlastnosti produkénej funkcie (P2) vieme, ze funkcia f je konkdvna, teda plati
af (@) + (1 - a) f(w2) < flaz + (1 - a)as). (4.7)
Upravou vzorca (4.6) a pouzitim (4.7) dostavame
0<y=ay +(1-a)y < af(e) + (1 —a)f(zs) < flazs + (1 - a)es) = f(2).
Uloha maximalizacie zisku sa teraz da napisaf v tvare
Max{(v,z) |z € Y},

kde Y je konvexnd mnozina.

Téato situdcia sa napadne ponésa na situdciu pri hladani minimélnych nakladov, kde sme prob-
lém tiez previedli na tlohu optimalizovat linedrnu funkciu na konvexnej mnozine. Rovnako
teda napiSeme tilohu v tvare hladania supréma a dostavame tilohu najst sup{(v,z) |z € Y'}.

Ako sme si v8ak v8imli uz predtym, plati
sup{(v,2) |z €Y} = 6" (v|Y),

ulohou je teda opét najst opornu funkciu, tentokrat ku konvexnej mnozine Y.

4.4.3 Existencia rieSenia tilohy maximalizacie zisku

Podobne ako v pripade tlohy minimalizovat nakladz nds zaujima, ¢ existuju predpoklady,
ktoré zarucia existenciu rieSenia tlohy maximalizacie zisku. Bude nas zaujimat, ¢i je maxi-
malny zisk firmy vzdy konec¢ny a ¢i pren existuje kombindacia vstupov, pri ktorych sa nado-

buda. Pozrime sa teda na jednoduché priklady.
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Priklad

Nech firma produkuje Leontieffovskou produkénou funkciou z dvoch vstupov, teda f(z) =
7' x5?. Nech ceny vstupov stt w = (w1, wz). Potom pri pouziti z; jednotiek prvého vstupu
potrebujeme na vyrobu mnozstva vystupu y aspon (xlfaly)a%. S vyrobou budu spojené
naklady w1 + wo (ml_aly)é. Tie chceme minimalizovat, a pretoZe je nakladova funkcia

diferencovatelna, zderivujeme ju podla z; a dostdvame optimélne x1 rovné

1= (w1a2 7%)7‘110;20‘2_

8)

W21

Celkové néklady tejto firmy potom budi

<51 D) a1 _ @2
aytag wa2+a2 ajtag a ajtag (
2 2

Cy,w) = w, ay

1
o1 + ag)ya2+a2 .

Celkovy zisk pri vyrobe a predaji y jednotiek vystupu a cene p bude teda

o1 @2 ] &2

_ ajtag  agtay  ajtaz T ajtag
W(w)p)y) =p-y—w Wy 251 Qo (

1
051 + a2)ya2+a2 .

V pripade, konstantnych vynosov z rozsahu, teda ked a1 + ag = 1 je to linedrna funkcia y,

teda v tomto pripade maximalny zisk existuje len pre cenu vystupu mensiu alebo rovna ako

b, pre

_ a1, Q2 —Q1]  —Q2
P=w Wy ¥y "y

a je rovny nule. Pre vysSiu cenu p je optimélny zisk nekoneény. Pre a; + as < 1 existuje
maximalny zisk pri lubovolnej cene vystupu a je rovny

o] 2

1 [y | ertee—l fqug | a1taz—1
T(w,p) = (1 — g — ap)p @rte2~1 — —=
a7 a9
200 250
175
150 200
125 150
100
75 100
>0 50
25
w w

Zévislot zisku od p Zavislot zisku od wo

Pokial teda uzndme takato produkénii funkciu za normdlnu, musime sa zmierif s tym, Ze

maximalny zisk moze byt (teoreticky) aj nekoneény.
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Priklad 2

Predstavime si teraz firmu vyrdbajicu produkénou funkciou f(x) = § + 50 - (335).

Plati f(0) = 0, funkcia je rastica, konkavna, spliia vietky poziadavky kladené na produkéni
funkciu. KedZe mame len jeden vstup, nemusime sa trapif s minimalnymi ndkladmi - budeme
skimat zisk v zévislosti od spotreby vstupu. Nech p =2 a w = 1.

Ked budeme hladat optimdlnu vysku vstupu na maximali-

;. . . , v . N . 100
zaciu zisku, zistime, Ze zisk pri spotrebe x je
80

T
r+1

60

m(x) :pf(x)—w:c:2.(§ + 50( ))—leOOx—H. 3

, . , 7 v 20
Tato funkcia mé suprémum 100, ale v Ziadnom bode x sa

, s v AN v . ’ 20 40 60 80 100
nenadobuda. To znamend, ze sa moze staf, Ze maximélny

e
zisk nie je nekoneény, ale neexistuje kombinacia vstupov, Zavislot zisku od x

pri ktorej by sa dosahovalo suprémum.
4.4.4 Funkcia zisku

V predchadzajicej casti sme si ukazali, Zze na rozdiel od minimalizacie ndkladov pri maxima-
lizacii zisku nemame istotu, Ze maximalny zisk je konecny, alebo ak aj je, ze sa nadobuda.

Ozna¢me maximalny mozny zisk firmy pri cendch vstupov w a cene vystupu p ako
W(w’p) = m;iX{p Y= C(yaw)} = maX{p Y= (w,x> ‘ (y’x) € Y}

Pokial existuje y, pre ktoré sa tento maximélny zisk nadobuda, ozna¢me ho y(w,p). Ta
kombinéciu vstupov, pre ktoré sa pri cendch w a mnozstve vystupu y(w,p) minimalizuja

naklady, ozna¢me Z(w, p). Potom funkciu zisku mozeme prepisat do tvaru

Tr(va) =p- /y\(va) - <w,§v\(w,p)> = <(_w7p)7 (‘%\(va%@\(w’p)» = <’U7%\(U)>7

kde ako z(v) sme si oznadili vektor (Z(w,p),y(w,p)).

Funkcia zisku mé podobne ako nékladové funkcia niektoré vlastnosti. Tu je niekolko z nich.
Veta 4.13. Ak w > w, tak n(w,p) < 7(w,p).

Dokaz. Vetu dokdzeme sporom. Nech plati w > w a zaroven w(w,p) > 7(w,p). Oznacme
(x,y) th technoldégiu, ktorou dosahujeme maximalny zisk pri cenach (w, p) a (Z,y) optimalnu

technoldgiu pri cenach (w,p). Zrejme plati
p-y— (zr,w) =7(w,p) < w(w,p) =p-y— (T,w0).
Co by sa vsak stalo, keby sme pri cenach (w,p) tiez vyrabali technolégiou (,%)? Zisk by bol

zrejme p -y — (w, x). Plati v8ak

py—(wx)=p-y—(wz) £ W,z)=p-y—(w0,z) + (0 —w),).
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Pretoze z > 0 a w > w, plati((w — w),x) > 0, teda

p-y— (w,x) >p-y—(w,z) =7(w,p) > w(w,p).

To je ale spor s predpokladom, Ze (x,y) je technolégia maximalizujica zisk pri cendch (w, p).

O

Veta 4.14. Pre p > p plati n(w,p) > 7(w, p).

Dokaz. Rovnako ako v predchadzajicom pripade dokézeme vetu sporom. Opiit predpokla-
dajme, ze optimalne technoldgie pri cenach (w, p) resp. (w,p) st postupne (z,y) a (z,y). Pre

spor predpokladajme 7(w,p) > m(w,p). Potom plati
Py — (w,2) = 7(w,p) > 7w, F) = F-F — (,3).
Keby sme pri cendch (w,p) pouzili technoldgiu (z,y), zisk by bol
pry—(wax)y=p-y—(wz)+y-p—p) 2p-y—(w,z)>n(wDp).

To je ale spor s optimalnostou technolégie (z,y) pri cenach (w,p). O

Veta 4.15. Ak plati p = ap a zdrovenn w = aw, potom tiez plati 7(w,p) = ar(w,p)
Dokaz. Pre funkciu zisku plati
(@, p) = max{p-y — (w,2) |y < f(z)} max{ap -y — (aw,z) |y < f(2)}.
Vdaka linedrnosti skaldrneho sti¢inu mozme vynat « a dostaneme
m(w,p) = max{ap -y — a(w,z) |y < f(2)} = amax{p-y — (w,z) |y < f(2)} = an(w,p),

¢o sme chceli dokazat. |

Veta 4.16. Funkcia 7(w, p) je konvexna v p.

Dokaz. Vezmime body p; a ps a lubovolné a € [0, 1] a pocitajme

am(w,p1) = max{ap; -y — a(w, x) ‘ y < f(z)},
(1 - a)m(w,pz) = max{(1 — a)py -y — (1 — a)(w, z) | y < f(x)}.

Potom arm(w,p1) + (1 — a)w(w, p2) je rovné

max{ap1 -y — e{w, ) |y < f(2)} + max{(1 —a)pz -y — (1 — a)(w,z) |y < f(x)}.
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.....

na rovnakej mnozine — plati

am(w,p1) + (1 — a)m(w, p2) > max{((ap1 + (1 — a)p2) -y — (w,2) |y < f(x)}

a teda plati ar(w,p1) + (1 — @) (w, p2) > w(w,ap; + (1 — a)p2). O

Veta 4.17. Funkcia 7(w,p) je konvexna v premennej w.
Dokaz. Rovnako ako v predoslom dékaze odvodime
am(wy,p) = max{ap -y — a{wy, |y < f(z)},
(1 —a)m(wa,p) =max{(l —a)p-y— (1 —a){wy,x | y < f(z)}.
To po spocitani da
(w1, p)+(1—a)m(ws, p) = max{py—((awy+(1-a)ws),z) |y < f(2)} = w((aws+{1—a)ws),

¢o znamena, ze funkcia je konvexna v w. O

Veta 4.18. Pre funkciu zisku plati

inf {W(w p) = ((@(w,p), y(w, p)), (~w,p))} = 7(w,p) — ((Z(w,p),y(w,p)), (=w,p)) = 0.

(—w,p)

Dokaz. Oznacéme si y(w,p) a Z(w,p) jednoducho y a . Upravujme rovnost

m(w,p) = & ((-w,p)|Y
) = ((-w )(3,37» 5 ((~w,p) | V)
sup{(v, (7,9)) — m(w,p)} = sup{(v,(z,7)) — " (v|Y)}

Posledny vyraz vpravo je funkcia konjugovana k §*(v ! Y'), ktorou je podla Vety 2.11 indika-

torova funkcia mnoziny Y. Preto plati

sup{(v, (2,9)) — 7(w,p)} = inf{m(w,p) = (v, (@, 5))} = 0((Z,9) |Y).

KedZe T a 3 st optimélne rieSenia, zrejme pre ne plati § < f(Z), ¢ize (Z,7) € Y. Potom ale

plati 6((Z, ) |Y ) =0 a teda

inf {w(w p) — ((—w,p), (@(w,p),y(w,p)))} =

(—w,p)

Toto infimum sa nadobtda pre w = w a p = p. O

Podobne ako pri minimalizacii nakladov, aj tu existuje za predpokladu diferencovatelnosti

funkcie zisku jednoduchsie znenie vety.
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Déosledok 4.2 (Hottelingova lemma). Ak je funkcia zisku 7(w, p) diferencovatelné, potom

predchadzajtca veta sa dd napisat ako

or ~
or ~ .
B, (w,p) = —Z;(w,p) prei=1,2...n.

Dokaz. Hottelingova lema hovori, Ze funkcia 7 (w, p) — ((—w, p), (Z(w, p), y(w, p))) nadobtuda
svoje minimum v bode (w,p). Teda ak je funkcia zisku diferencovatelna, potom nutnou

podmienkou na to je, aby

or(w,p) — ((—w,p), (F(w,p), y(w,p)))

0
Op ’
aﬂ({&’@ - <(_wama (f(?ﬂ,@,@\(@,@» - 0
ow '
Po dprave dostaneme
or(w,p)
AT - 0
ap y(w,p) :
0 ~
M—i—x(w,p) = 0, prei=1,2,...n,
8wi
¢o je ekvivalentné s
or(w,p)
Tp = y(w,p),
0 N .
%;p) —Z(w,p), prei=1,2,...n,

¢o sme chceli dokazat. O



Zaver

Cielom tejto prace bolo spracovat mikroekonomicku tedriu firmy tak, aby sme sa zaobisli bez
obmedzujucich predpokladov ako je predpoklad o diferencovatelnosti produkénej funkcie.
Pomocou konvexnej analyzy sa ndm podarilo dokazat, ze iloha minimalizdcie ndkladov ma
vzdy rieSenie. TieZ sa ndm podarilo odvodit vlastnosti ndkladovej funkcie. Dokazali sme vetu,
ktora je ekvivalentna so Shepardovou lemou, avSak nepozaduje diferencovatelnost nakladove;j
funkcie.

Pri tlohe maximalizacie ndkladov sme ukazali priklady, ked maximélny mozny zisk je neko-
necny, alebo je sice konecny, ale nenadobtuida sa pre ziadu koneénii kombinéciu vstupov. Aj
tak sa nam vsSak podarilo odvodif mnoho vlastnosti funkcie zisku. Rovnako ako pri minimali-
zécii nadkladov aj tu sa ndm podarilo najst ekvivalent Hottelingovej lemmy, ktory nepozaduje
diferencovatelnost funkcie zisku.

Nasou dalsou snahou bolo podobnym spdsobom spracovat aj tedriu spotrebitela a najst ek-
vivalent Slutského rovnice. To sa nam vSak zatial nepodarilo, a tak tato tloha ostédva ako

vyzva do budicnosti.
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