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Uvod

Investovanie peniaznych prostriedkov do dlhopisov je jednou z moznosti ako zhodnotit’
na$ majetok. Vhodnou investiciou do portfélia kupénovych dlhopisov si mdzeme
zabezpecit stabilny a pravidelny prijem v budicnosti. Naviac treba spomentit, ze
riziko takejto investicie v pripade statnych dlhopisov je prakticky nulové - samozrejme
na tkor nizsieho vynosu.

V pripade, Ze sa rozhodneme pre takiito investiciu, stojime pred otdzkou, ako
zostavit’ portfélio dlhopisov tak, aby ndm prinieslo, ¢o najvyssi zisk. Préve tento
problém riesi nasa diplomova préca.

Samotnd praca je ¢lenend nasledovne: V prvej kapitole uvedieme zdkladné
pojmy a vlastnosti drokovych mier. V druhej kapitole sformulujeme model, ktory
urci, aké dlhopisy mame vybrat do ndsho portfélia tak, aby sme maximalizovali nas
vynos na konci sledovaného obdobia. Kone¢ny vynos z dlhopisov priamo zavisi od
vyvoja trokovej miery, preto model rozsirime o moznost’ rebalancovania portfélia po-
cas sledovaného obdobia. Predaj niektorych drzanych dlhopisov za tic¢elom nakupu
inych, ndm umozni reagovat’ na zmenu vyvoja urokovych mier a v kone¢nom désledku
dosiahnut’ vyssi zisk na konci. Tento pristup si vsak vyzaduje informécie o budicom
vyvoji urokovych mier. Budeme preto uvazovat mnozinu pravdepodobnych scend-
rov vyvoja urokovej miery. Zavedieme tiez funkciu uzito¢nosti, ktord ndm umozni
zohl'adnit’ investorovu averziu k riziku (nechut riskovat).

V tretej kapitole spomenieme zdkladné principy modelov casovej Struktiry
trokovych mier. V §tvrtej kapitole popiseme postup generovania scendrov tirokovej
miery. Na modelovanie drokovej miery pouzijeme jedno-faktorovy Hull-White mo-
del. Jeho hlavnou vyhodou je, ze v sebe obsahuje ¢asovo zavislé parametre, ktoré su
volené tak, aby model presne vystihoval sucasni (pozorovani) ¢asovu struktiru. Sto-
chasticky vyvoj drokovej miery zobrazime do podoby trinomickych stromov, pricom
kladieme doraz na nearbitraznost’ namodelovanych trokovych mier.

V poslednej piatej kapitole si uvedené vysledky nasich experimentov. Porov-
nédvali sme vyhody modelov s kvadratickou fukciou uzito¢nosti s modelmi, v ktorych
maximalizujeme oc¢akdvany vynos pocas sledovaného obdobia. V strome trokovej
miery mozeme menit’ pravdepodobnosti v uzloch a tymto spésobom zvyhodnit’ alebo
potlagit’ niektoré zo scendrov iirokovej miery. Budeme skimat’ vplyv tejto zmeny na
vysledky optimalizécie.



Kapitola 1
O UROKOVEJ MIERE

V kazdej svetovej mene je kétovanych vel'a roznych druhov trokovych mier, ako si
napr. hypotekarne, depozitné, iverové alebo bezrizikové rokové miery. Urokova mie-
ra patri k zdkladnym ekonomickym veli¢indm, ktoré vplyvajui na stabilitu narodne;j
meny, ale aj vymenného kurzu. Na jej vyvoj ma urcite vplyv viacero faktorov.
Kazdé drokovd miera sa viaze k nejakému vopred stanovému casovému obdobiu. My
budeme pracovat’ s celou gkdlou drokovych mier, ¢asto oznacovanou ako ¢asova struk-
tura (term structure).

Pod pojmom casova struktiira tirokovych mier mézeme rozumiet’ aj vztah medzi vy-
nosmi z bezrizikovych dlhopisov, ktoré sa lfsia len roznou dizkou ich doby splatnosti.
A prave tento vztah je uz po mnoho rokov zdujmom mnohych ekonémov a financ-
nych analytikov. Z kompletnej ¢asovej struktiry drokovych mier totiz vieme vycitat
informdcie o budiicich o¢akdvaniach na trhu. Co teda ovplyviiuje tvar vynosovej kriv-
ky? Preco je niekedy rastica a inokedy zase klesajica? Bolo navrhnutych viacero
teorif, ktoré sa pokisaji vysvetlit pohyby vo vynosovej krivke, tie ale posobia dost’
nejednotne:

Tedéria ocakdvani: Vynos z dlhych dlhopisov sa rovnd ocakdvanému vynosu z
opakovanej investicie do série kratkych dlhopisov. Cize dlhodobé tiroky st de-
terminované ocakavaniami vo vyvoji kratkodobych trokov. Tedria prepoklada,
ze investori disponuju perfektnym odhadom budicich trokovych mier, no bu-
dicnost’ v redlnom svete je neista.

Teéria segmentdcie trhu (Culbertson): Vychddza z toho, ze preferencie investorov
zévisia len na dizke doby do splatnosti a dlhopisy s roznou dobou splatnosti sa
obchoduji na navzdjom oddelenych trhoch. Ceny dlhopisov s rdéznou dobou
splatnosti si preto nekorelované. Nie je potreba zvyhodnovat niektoré aktiva
pred inymi. Z toho potom vyplyva, Zze nemusi nutne existovat’ nejaka spojitost’
medzi krétko-, stredno- a dlhodobym trokom.

Teéria preferencie likvidity (Hicks): Preferuju sa vynosy z kratkodobych aktiv,
pred dlhodobejsimi. Désledkom toho sa dlhodobé aktiva stdvajui vynosnejsie,
aby viac motivovali investorov. V prospech tejto tedrie hovori aj to, ze vynosova
krivka méa zvycajne rastici charakter.

Cena dlhopisov je silne prepojend s drokovymi mierami. Kedze stdtne dl-
hopisy sa povazuju za bezrizikové, tak vo svojich cendch implicitne obsahujui tieto
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irokové miery, dokonca este plnsiu skdlu drokovych mier, akou disponuje penazny
trh. Dlhopis je cenny papier, v ktorom sa jeho vypisovatel zavizuje majitel'ovi dlho-
pisu vyplatit’ nomindlnu hodnotu dlhopisu v deni splatnosti. Dlhopisy, ktoré okrem
nomindalnej hodnoty vypldcaju aj stanovené pravidelné urokové platby (kupény) sa
nazyvaju kupoénové dlhopisy. Kupén byva stanoveny spravidla ako percento z no-
mindlnej hodnoty dlhopisu a vypldca sa pravidelne raz alebo dvakrat do roka az do
splatnosti dlhopisu. Dlhopisy, ktoré nevypliacaji kupény sa nazyvaju diskontné dl-
hopisy alebo aj s nulovym kupénom. Bezkupénové dlhopisy sa obchoduji vzdy pod
nomindlnu hodnotu, aby prindsali vynos.

Nech P(t,T) oznacuje cenu bezkupénového dlhopisu v ¢ase ¢ (deit obchodo-
vania), vypldcajiceho jednu jednotku hotovosti v ¢ase T' (den splatnosti), T > ¢, kde
¢as je merany v rokoch. Zrejme P(T,T) = 1. N&§ vynos z drzby dlhopisu pocas
obdobia (t,T') je rovny:

1—P(t,T) 1

Pt,T) PHT) 1

Urokovi mieru, pri ktorej by sme dosiahli rovnaky vynos (pri spojitom troceni) za
dané obdobie nazveme wvinos do splatnosti dlhopisu. Formélne to zapiseme takto:

R(t,T) = — InP(t,T), Vte (0,T)

T—t
Pod casovou struktirou drokovgch mier (term structure) potom rozumieme funkciu,
ktord spédja vynos R(t,T) s maturitou 7. Vidime, ze medzi vynosom do splatnosti a
cenou dlhopisu existuje priama zavislost, teda pre dané R(t,T) proces ceny dlhopisu
je urceny tymto vztahom:

P(t,T) = e BEDTD v (0, T)

Teoreticky by teda nemal byt rozdiel medzi R(0,7T) a vynosovou krivkou uréenou zo
skupiny cien diskontnych dlhopisov P(0,7T), kedze

P(0,T) = e RODT w1 € (0, T%)

Musime si ale uvedomit), Zze tvar vynosovej krivky sa kazdy den priamo odvija od cien
dlhopisov a d’alsich derivatov na trhu. * Rozdiely vo vynosoch do roéznych maturit
odrézajui rézne ndzory trhu o budicich drokovych mierach. Zvycajne je vynosova
krivka rastica, z dovodu vyssej neistoty z budicnosti. Ak su vsak trokové miery
prilis vysoké a trh ocakdava ich pokles, vynosovd krivka je invertovand a vynosy z
dlhsich dlhopisov su nizsie ako z kratgich.

Forwardovi mieru f(t,T,T + At), t < T, budeme interpretovat’ ako spojito
uroceny budici drok na velmi kratky okamzik (7,7 + At) . Pomer ceny dlhopisov s

*Ti istd vynosovi krivku by sme mali ziskat’ aj z trhovych cien Swapov alebo Forwardov. Ak
nie vznikd priestor pre arbitrdzne prilezitosti.
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maturitou 7" a T 4+ At je potom dany vztahom:

P, T+ At) o~ ST T+ A
P(t,T)

Z toho ziskame vyjadrenie pre forwardovi mieru:

_WPE#T+Al)—InP(t,T)
At

FOT, T+ At) =

Ak nechdme At — 0, tak dostdavame okamzitu forwardovii mieru

L InP(t, T+ At) —InP(t,T)]  dIn(P(t,T)

alebo ekvivalentne:

P@ﬂ:wmi/mwmm vt € (0,T)

Na rozdiel od cien dlhopisov je okamzitd forwardova miera skor len matematickou
idealizéciou, ako naozaj pozorovanou veli¢inou na trhu. Existuje vsak akceptovany
pristup (napr. [11]) modelovania cien dlhopisov prave pomocou exogénnej $pecifikicie
forwardovej miery f(¢,7),t <T < T*.

Tradi¢né stochastické modely st zalozené na exogénnej $pecifikicii kratkodobej
urokovej miery. Budeme pouzivat oznacenie r, pre okamzitu tdrokovi mieru (short-
rate) pre bezrizikové pozi¢iavanie v ¢ase t na vel'mi krétky ¢asovy okamzik (t,t + At) .
Definujeme spojity stochasticky proces B':

t

B; = exp /Tudu (1.1)
0

Na B, s poc¢iatkom By = 1, potom moézeme nazerat’ ako na hodnotu jednej koruny v
case t, spojite reinvestovanej pri tirokovej miere ;.

Medzi zékladné vlastnosti trokovej miery, ktoré by sme mali zohl'adnit’ pri
modelovani short-rate procesu patria:
- konzistentnost’, irok by nemal byt’ zdporny a tiez vel'mi vysoky
- efekt spétnej viizby (mean-reversion), velmi vysoké tiroky maju tendenciu klesat’ a
naopak, vel'mi nizke zvykni rést’ k nejakej dlhodobej priemernej trovni. Zvysenie
irokov vedie k spomaleniu ekonomiky, klesd teda dopyt po pozickich, ¢o ma za
nésledok znizenie drokov
- roznorodd volatilnost’ tirokov, pricom kratkodobé tdroky zvykni byt volatilnejsie
- volatilnost’ kratkodobych trokov sa meni v zdvislosti od ich hodnoty

tPredpokladame, ze kratkodoby tirok sleduje adaptivny stochasticky proces, a ze vietky vyberovée
cesty tohto procesu su integrovatelné v Lebesguovom zmysle.



Kapitola 2
OPTIMALIZACIA PORTFOLIA DLHOPISOV

V tejto kapitole poskytneme ndvod ako postupovat’ pri zostavovani portfélia dlho-
pisov. Najprv predstavime zdkladny model, ktory z informécii o sticasnej rokovej
krivke, urci, aké dlhopisy méame vybrat’ do ndsho portfélia tak, aby sme maximalizo-
vali nds§ vynos na konci sledovaného obdobia. Spomenieme aj d’alsie mozné rozsirenia
tohto modelu.

Vynos z dlhopisov priamo zavisi od budiceho vyvoja drokovych mier, ktory
nepozname. Popiseme model so stochastickym vyvojom trokovej miery, ktory riesi
tento problém. Tento model potom sformulujeme ako tlohu linedarneho a kvadratic-
kého programovania. V zdvere kapitoly predstavime tilohu, na hl'adanie arbitraznych
prilezitosti v strome trokovych mier.

2.1 Deterministicky Buy&hold model

Zacneme modelom, ktory nazyvame buy & hold. To znamend, Ze na zaciatku sa
rozhodneme, kol'ko ktorych dlhopisov budeme drzat a portfélio uz pocas sledovaného
obdobia nebudeme menit. Najprv si definujeme premenné, ktoré budi vystupovat’ v
modeli:

T = {0,...,m} : Sledované¢ ¢asové obdobie si rozdelime na m-¢asovych intervalov
podla toho, ako ¢asto dlhopisy vypldcaji kupény (napr. jeden rok). Za¢iname
v ¢ase t = 0 (stcasnost). V tomto okamziku nakupujeme prvé dlhopisy. Pred-
pokladame, ze pred ¢asom 0 nevlastnime ziadne dlhopisy. Uvazujeme casovy
horizont t = m, teda m + 1 sledovanych ¢asovych okamzikov.

U = {1,...,n} : Skupina vsetkych dlhopisov, ktoré mame k dispozicii. Poc¢et ponu-
kanych dlhopisov v mnozine U oznac¢ime n.

F;+ : Vynos plynici z dlhopisu ¢ v ¢ase t. F;; moze nadobidat’ aj zdporné hodnoty,
preto kladné hodnoty budi znamenat’ nés zisk a zdporné nase vydavky. Napr.
pre dlhopis, ktory kipime dnes za cenu F;, s nomindlnou hodnotou 1, ro¢nym
kupénom ¢; a dobou splatnosti 4 roky, dostaneme

-F1i,~ - {_Ru Ci, Ci,y Ci,y 1 + Ci,y 07 sy 0}7

kde P je cena dlhopisu, ktort treba zaplatit’ za dlhopis, preto je so zdpornym
znamienkom.
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L, : Moze nastat’ pripad, ked investor chce pocas sledovaného obdobia investovat’
eSte d’alsie peniaze alebo naopak predpokladd, nejaké priebezné vydaje. Toto
je mozné zahrnit’ do modelu pomocou parametra L;. Ak ocakdvame v case t
investicie, L; bude zdporné, ak vydaje, tak bude kladné.

B : Hodnota vstupného kapitalu, ktory mame k dispozicii v case 0.

x;,1 € U : Mnozstvo dlhopisu ¢, ktoré sa rozhodneme nakiipit’ v ¢ase 0.

Vo vieobecnosti mozme zobrat’ do ivahy moznost’ kratkodobej investicie alebo
tveru. Urokové miery odporticame nastavit radsej konzervativnejsie, aby nebol vynos
v banke prili§ atraktivny, tento model by potom stratil zmysel. Pribudni ndm d’alsie
parametre:

¢ : Mnozstvo penazi ulozenych v banke na ¢as (¢,t + 1) pri drokovej miere p,.
b : Mnozstvo penazi, ktoré si pozi¢iavame na ¢as (t,t + 1) pri trokovej miere [3,.

Nasgim cielom bude najst’ sposob ako vybrat’ optimélne zlozenie portfélia dl-
hopisov, teda také, ktoré nam prinesie najvicsi vynos na konci sledovaného obdobia.
Hodnotu portfélia na konci oznacme h. Model zapiseme takto:

MAX-B&H H}La}%h (2.1)
Z F;"(]l'i + b[) + B = To (22)
icU
Z E,txi + (1 + pt>’l“t_1 + bt == Lt —+ Tt —+ (]_ =+ ﬂt)bt—l, t Z 1 (23)
icU
b = 0 (2.4)
rm = h (2.5)
i, T, bz 2 0, 1elU (26)

V kazdom sledovanom okamziku pozadujeme, aby boli splnené tieto rozpoctové ohra-
nicenia:

V case t = 0 musi platit, ze vydaje na ndkup dlhopisov si rovné hodnote
finanénych prostriedkov, ktoré mame k dispozicii. (podmienka 2.2).

Vo vsetkych ostatnych ¢asovych okamzikoch sme tiez obmedzeni vyskou n&s-
ho rozpo¢tu. To znamend, ze modzeme minit (priebezné vydaje) iba tolko penazi,
kolko v danom case dostaneme, ¢i uz z vyplatenych kupénov a nomindlov alebo z
kréatkodobych bankovych vkladov. (podmienka 2.3).

Pozi¢iavanie d’alsich penazi je v poslednom okamziku samozrejme zakdzané
(podmienka 2.4).

Naopak, investiciu v poslednom okamziku mézeme interpretovat ako nds cel-
kovy zisk (podmienka 2.5). Tu treba este spomentt, ze do celkového zisku sa tiez
pocita vynos z predaja vsetkych dlhopisov, ktoré vlastnime v poslednom okamziku.
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Poslednou podmienkou st ohrani¢enia typu nerovnosti, ktoré zabezpecujd,
aby sme nesli v dlhopisoch do kratkych pozicii. Taktiez mnozstvo petiazi, ktoré
investujeme a pozi¢iavame v banke musi byt nezdporné.

Optimaliza¢nou funkciou je h, ktori maximalizujeme pri premennych x;, h, 7, b;.

2.2 Rozsirenia modelu

Zakladny model mozeme priblizit’ realite rozsirenim o d’alsie vlastnosti. Medzi také
patria:

e Funkcia uzitocnosti. VysSie vynosy so sebou nesi aj vicsie riziko. Zavedenim
funkcie uzito¢nosti mézme zohl'adnit’ investorovu chut’ riskovat’ (averziu k rizi-
ku). Mala by mat tieto vlastnosti:

1. Funkcia musi byt rastica, aby nepotlécala rast.
2. U riziko averznych investorov je fukcia konkduvna.

e Rebalancovanie (prerovnanie) portfslia. Pod tymto budeme rozumiet zmeny
v zlozeni portfélia. Predaj niektorych drzanych dlhopisov za tcelom ndkupu
inych, ndm umozni reagovat’ na zmenu vyvoja urokovych mier a v kone¢nom
dosledku dosiahnut’ vyssi zisk na konci. Predpokladajme, ze trokové miery
sa vyvijaju podla nejakého scendra s. V ¢ase t = 1 sa rozhodneme zmenit’
portfélio. Nech z; si mnozstva dlhopisov, ktoré sme nakipili v ¢ase ¢ =0 a y7,
© € U mnozstva dlhopisov v portféliu po prerovnani. Oznac¢me P?, i € U ceny
dlhopisov pri danom scenéri s vyvoja urokovej miery v c¢ase t = 1. Upustime
od transakeénych ndkladov, teda celkovd hodnota portfélia pred zmenou sa musi
rovnat’ hodnote nového portfélia. Medzi rozpo¢tové ohrani¢enia v modeli ndm
pribudne této podmienka:

> Prui=) Py

icU icU

Zavedenim stochastickym parametrov do modelu sa detailnejsie zaoberame v
d’alsom odseku. Rebalancovanie portfélia viackrat pocas sledovaného obdobia
si vyzaduje pridanie d’alsich stavovych parametrov.

e Transakéné ndklady. S kazdym obchodom (predaj alebo kipa) si spojené trans-
akeéné ndklady, a to bud’ fixné alebo variabilné. Optimadlne portfélio s vel'kym
mnozstvom dlhopisov, ale v malych mnozstvach, nebude zréjme v praxi vynos-
né, prave kvoli velkym ndkladom na jeho vytvorenie a pripadné rebalancova-
nie. Tieto vydavky mdzeme explicitne zaviest’ do modelu. Pouzijeme premennt
zi = {0,1},i € U, ak z; > 0 potom z; = 1. Nase vydavky (vynosy) spojené s
ndkupom (predajom) dlhopisov potom vzrasti (poklesni) o tito sumu,

icU
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kde C vyjadruje fixny poplatok z kazdého obchodovaného aktiva. Vztah medzi
x; a z; potom vyjadruje tato nerovnost’

x; < M z

kde M bude vhodne velké ¢islo, ktorym moézme limitovat’ vysku transakénych
nékladov.

Variabilné alebo proporcidlne transakéné néklady si imerné cene dlhopisu a
mozeme ich vyjadrit’ jednoduchym prirdtanim k cene aktiva. Na rozdiel od
fixnych nakladov teda ich zavedenie vobec nezvysuje vypoctovi naro¢nost’ mo-
delu.

o Diverzifikdcia portfolia. Pri niektorych viac rizikovych aktivach mézeme stano-
vit, aki maxim&lnu ¢ast’ portfélia moze tvorit’ dané aktivum. Predpokladajme,
Ze investor chce, aby jeho pozicia v skupine dlhopisov V' C U netvorila viac ako
1/p celého portfélia (pre p € N). Vhodnym ohrani¢enim potom bude:

ZPﬂz’ < %ZPZ:EZ

eV U

Samozrejme, mozeme pouzit’ dalsie ohrani¢enia na iné skupiny dlhopisov. Na-
miesto hodnoty dlhopisov mézeme tiez limitovat’ ich pocet, stac¢i napisat’ tiito
podmienku bez P;.

e QObchodovanie s balikom dlhopisov. Z pohladu obchodnika je ovela atraktivnej-
Sie obchodovanie s dlhopismi vo vicsich mnozstvéach ako po jednotlivych kusoch.
Do modelu mézeme zaviest’ ohranicenia, ktoré stanovuji minimdlne limity, ¢i
uz na pocet alebo hodnotu obchodovanych dlhopisov.

Kazdé zlepSenie modelu vedie ¢asto k zvySeniu ndroc¢nosti vypoctu, preto sme
od mnohych vlastnosti pri praktickych experimentoch upustili.

2.3 Model so stochastickym vyvojom tirokovych mier

Najvaesim problémom modelu Buyéshold je, ze neméme vsetky informécie o budiicich
hodnotéch jeho parametrov. Pozndme len hodnotu vstupného kapitédlu, priebezné vy-
daje alebo investicie a ceny dlhopisov vypisovanych na zaciatku sledovaného obdobia.
Nepozndme vsak ceny dlhopisov vypisovanych v inych ¢asoch a ani sti¢asni hodnotu
dlhopisov na konci sledovaného obdobia. Bez nej nemdzeme urcit’ nas zisk na konci.
Hodnota dlhopisu z&avisi od doby, ktorid ma dany dlhopis do splatnosti, od aktuédlnych
trokovych mier v ¢ase ur¢ovania sicasnej hodnoty dlhopisu a od vysky transakénych
ndkladov. Hlavnou nezndmou je teda krivka tirokovych mier. Za predpokladu, ze by
sme poznali krivku tdrokovych mier v kazdom okamziku, vedeli by sme si vypocitat
ceny dlhopisov aj stcasnd hodnotu dlhopisov na konci sledovaného obdobia.

Kedze ju vsak nepozndme, musime ju nejako predpovedat, odhadnit’ alebo
ndhodne vygenerovat’ s urcitou pravdepodobnostou. Scendrom trokovej miery bude-
me nazyvat’ budici vyvoj irokovej miery pocas sledovaného obdobia, ktorému vieme
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priradit’ nejakid pravdepodobnost), s akou nastane. Nepredvidatel'nost’ vyvoja troko-
vych mier potom bude vyjadrovat mnozina scendrov urokovej miery, S. Je zrejme,
Ze vyber scendrov je velmi doélezity pre spravnost’ vysledku optimalizacie. Mnozina
scendrov by preto mala zohl'adnovat tieto vlastnosti:

1. Komplexnost., Subor scendrov by mal obsahovat rozne kombindcie poklesov a
nérastov irokovej miery. V dostato¢nej miere by mali byt zastipené 'normélne’,
ale nemal by zabudat’ ani na extrémne a mélo pravdepodobné situdcie vyvoja
trokovej miery.

2. Konzistentnost’ tirokovych mier je rovnako dolezitd. Kazdému ¢asovému horizontu
prislicha iny trok. V scendri musime zohladnit’ tieto vzdjomné koreldcie.

3. Mnozina scendrov by mald byt mald, kazdym scendrom sa ndm totiz znésobuje
pocet premennych v modeli. Pre velkid mnozinu S sa model moze stat’ neriesi-
telnym.

Ako vidno, ngjst vhodni mnozinu scénédrov, vobec nie je jednuduché. Ge-
nerovanie scendrov urokovej miery preto zaberie najviac ¢asu pri priprave modelu.
Existuje viacero sposobov pristupu:

1. Krivku drokovych mier mézeme predpovedat na zdklade aktudlnej redlnej situdcie
na finan¢nom trhu a nasich subjektivnych pocitov. Samozrejme ide o vel'mi
neefektivne riesenie.

2. Mozeme pouzit’ nejaky sibor modelovych situécii vyvoja krivky irokovych mier.
Dobrym prikladom takej mnoziny je NY-7.[4]. Ide o mnozinu siedmich scendrov
vyvoja krivky trokovych mier, ktori pouzivali finan¢né institicie v stdte New
York, USA. Na tejto mnozine testovali vynosnost’ svojich finan¢nych stratégii.
Nevyhodou NY-7 je, ze prepoklada len paralelny posun krivky trokovych mier
v Case.

3. Dalsfm sposobom je ndhodné generovanie vyvoja krivky drokovych mier*. Na
zaciatku sledovaného obdobia je tvar krivky trokovych mier zndmy. Posun v
nasledujicom ¢asovom okamiku je ndhodne vygenerovany z nejakého ndhodné-
ho rozdelenia, napriklad z normélneho rozdelenia s vhodne zvolenou strednou
hodnotou a disperziou. V kazdom d’'alsom ¢asovom okamziku postupujeme rov-
nako, az dospejeme k vyvoju krivky trokovych mier pocas celého sledovaného
obdobia. Opakovanim celého prosesu si mézeme nagenerovat’ 'ubovolne velkid
mnozinu Scenarov.

4. My sme zvolili ovel'a sofistikovanejsi pristup. Vyvoj krdatkodobej urokovej miery
modelujeme jedno-faktorovym modelom Hull-White. Tento model sme si vy-
brali kvoli viacerym jeho vyhoddm. Spdsob modelovania je detailnejsie opisany
v Stvrtej kapitole.

*Tento pristup najdeme v praci [9].
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B&H model, ktorym sme zacali, teraz rozsirime tak, ze portfélio budeme opti-
malizovat’ vzhl'adom na mnozinu scendrov tirokovej miery. Parametre, ktorych hod-
nota je zavisld od scendra, budeme nazyvat stochastickymi. (upustime od pojmu
'ndhodny’, nemozeme predsa optimalizovat’ ndhodnu premenni:). Pre Vs € S teda
vieme urcit’

(F3p Li, Plyteriev

Tieto hodnoty si vstupom do modelu. S kazdym scendrom pozname aj pravdepo-
dobnost’ jeho realizdcie ps;. Ukdzeme, ako bude vyzerat model, ak sa rozhodneme
rebalancovat’ portfélio v case t = 1. V modeli pribudne d’alsia stavovad premennd y;,
ktora bude oznacovat mnozstvo dlhopisu 7 v portféliu v case t = 1, ak sa irok vyvija
podla scendra s. Zavedieme fukciu uzito¢nosti V' : R — R. Cielom stochastického
modelu je najst takud stratégiu (x,y®, 7%, b°), ktord maximalizuje nds uzitok pri danej
mnozine scendrov S :

MAX-S : max » pV(h')
sES

x7y7h7r7b

Zﬂio.mi—l—bo—FB = 7o
€U
S OFL A (U +p)ri b = Li+r+(1+8)b, t>1

€U
s . s s
E lexz = E Pi,l'yi

iU icU
by = 0
s _ s
ry, = h

xiayfarfvb? Z 07 ZEU

Ohranicenie st rovnaké ako v modeli MAX-B&H, akurdt nam pribudla podmienka
suvisiaca s rebalancovanim portfélia v ¢ase t = 1.

2.4 Linearny a kvadraticky model

Teraz predstavime 2 modely, ktoré sme pouzili v nasich experimentoch. Pre zjedno-
duSenie vypoctovej ndrocnosti sme od mnohych vlastnosti upustili. Zvolili sme tieto
parametre:

e Casovy horizont. Dizka sledovaného obdobia je 3. V ¢ase t = 0 zostavime
pociatocné portfélio. Dlzka ¢asového okamziku je jeden rok.

e Dlhopisy. K dispozicii mame 3 bezkupoénové dlhopisy s nomindlnou hodnotou
1 a s maturitami 3,5 a 10 rokov. Cenu i-teho dlhopisu pri scendri s na konci
t-tej periédy oznacme P7;, kde i,t € {1,2, 3}.

e Rebalancovanie. Tu sme predpokladali, ze prerovndvanie portfélia sa uskutocni
bez d’alsich investicii, a ze dlhopis nakupujeme a preddvame za rovnakiu cenu.
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Rebalancujeme dvakrét a to na konci prvej a druhej periédy. Stavové premenné
y; a z; budu oznacovat mnozstvo dlhopisu ¢ v nasom portféliu v ¢asoch ¢ =1
at=2.

e [nvestovanie a poZiciavanie si penazi v banke sme zakazali. Taktiez sme vylicili
moznost’ priebeznych investicii alebo vydajov. Jedinym zdrojom finan¢nych
prostriedkov je vstupny kapitdl na zaciatku B. (Neskor sme povolili aj kratke
pozicie v dlhopisoch)

e Funkcia uzitocnosti. Pouzili sme kvadraticki funkciu uzito¢nosti. Ide o kon-
kavnu funkciu s bodom obratu v bode é, . ¢o znamend, Ze funkcia je rastiica na
intervale (—oo, é) . Parametrom o mozeme zohl'adnit’ akceptovatelné riziko pri
investovani. Pre velké hodnoty « tloha nemd zmysel, pretoze by sme potlacali
prirodzeny zisk. Pre mensie o pripistame vyssi vynos, ale aj vyssie riziko. Tvar
funkcie:

V(r)=x— zax

Formulicia linearneho modelu:

MAX-LP : max ) p.h’
Z E,O-xi + B =0

ieU
s o s s
§ lexz = § ‘leyz

icU iU
Z Py = Z Pry-z}
icU iU
S Py o= w
icU
xi, Y,z > 0, i€{1,2,3}

Formulacia kvadratického modelu:
1
MAX-QP : max » p, [h — 504(118)2}

Y Fpai+B = 0

ieU
s o s s
E P“x@ = E Pi,l‘yi

icU icU

S OPLy = Y P

icU icU

Y Pz o= N

icU

zi, vy, 2z, > 0, i€{1,2,3}

Vysledky experimentov st popisané v piatej kapitole.



Arbitrdzna iloha 13

2.5 Arbitrazna udloha

Dolezitou podmienkou pri optimalizécii dlhopisov je, aby sa v strome tirokovej miery
(z ktorého generujeme scendre) nenachdadzali arbitrazne prilezitosti. Za predpokladu,
ze su povolené krétke (zaporné) pozicie v dlhopisoch poc¢as obchodovania a v ¢ase
t = 0 mame nula peniazi, maximum, ¢o z nich vieme vyrobit’ na konci sledovaného
obdobia pri 'ubovolnom scendri, musi byt znova nula. Ak by toto neplatilo, existovala
by presne dand stratégia obchodovania s dlhopismi, pomocou ktorej by sme vedeli z
nuly vyrobit’ bezrizikovy zisk. Potom by ndm samozrejme ni¢ nebranilo v tom, aby
sme tiuto stratégiu zopakovali viackrat a zarobili 'ubovolne vel'a. Nase optimalizacie
by stratili zmysel.

Této tloha shizi na vyhl'addvanie arbitraznych prilezitosti v strome 1irokovych
mier. Pociato¢ny kapitdl je 0, si povolené krétke pozicie a pridali sme podmienku
nezapornosti na koncovy stav portfélia pri kazdom scendri.

Formuléacia nearbitraznej tilohy:

MAX-A : ) p.h’

seS
Z Fi,o-xz‘ =0
iU
Y Phai = ) Py
iU iU
Z Py = Z Py
iU icU
Sy = w
i€l
h® > 0, VselS§
i, yi,2 € R, 1eU

Jedinym spravnym vysledkom, ktory bude potvrdzovat nearbitrdznost’ trokov je
Y ecgPs-h® = 0.



Kapitola 3
ZAKLADNE PRINCIPY MODELOV UROKOVEJ MIERY

Definicia 3.1 Stochasticky proces S, = {Sn(t);t = 0,1,..,T} je parametrickd
mnozina ndhodnych velic¢in S, (t) definovand na pravdepodobnostnom priesto-
re (Q,F,P) pre ¥t =0,...,T.

Definicia 3.2 Filtracia na (2, F) je systém {M;},., o - algebier M, = F, takych,
ze Vs, 0 < s <t plati My, C M,.

Definicia 3.3 Adaptovany stochasticky proces {Z:},., na (2, F,P) sa nazjva mar-
tingal vzhladom k filtracit { M}, , a miere P, ak

i) Zy je My meratelnd pre Vt
ii) E[|Z]] < oo
iii) Ep[Zyrs|Fi| = Zy,pre Vs, t >0

Casovt truktiru trokovej miery budeme modelovat pomocou stochastickych
procesov. Sustredime sa na term structure modely, ktoré vychadzajui z urcitych
predpokladov pravdepodobnostného spravania sa short-rate. Zavedieme nasledujice
predpoklady:

- Uvazujeme T + 1 casovych okamzikov, v ktorych prebieha obchodovanie alebo
spotreba, t =0,1,...,T.

- 2 je konetnd mnozina s K < oo prvkami, ktoré nazyvame udalosti alebo presne
specifikované stavy sveta v budicnosti. Q2 = { wy,ws, ..., wg}

- P je pravdepodobnostnd miera na mnozine 2, P(w) > 0 pre Yw € Q.

- Definujeme neklesajici stochasticky proces B = {By;t = 0,1,..,T}, s By =1 a
Bi(w) > 0 pre vsetky ¢t a w. Na B mozeme nazerat’ ako na ¢asovi hodnotu
petiazi, ak v ¢ase 0 depozitujeme 1 korunu. Miera vynosu z ¢asového okamziku
(t — 1,t) je potom definovand ako r, = (B; — B;_1)/B;—1 > 0,t =1,...,T.

V case t = 0 je kazdd udalost w €  moznou. Niektoré udalosti si viac
pravdepodobnejsie ako iné, ale ziadna nie je istd. V case t = T vieme s urcitostou
rozhodmit, ktora udalost nastala. Stochasticky vyvoj informdcie v ¢ase mézeme vel'mi
dobre popisat’ stromom, v ktorom bude existovat’ cesta z vrcholu v ¢ase t = 0 do
kazdého vrchola v ¢ase t = T. Od term structure modelov sa vyzadujui nasledovné
vlastnosti:
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1. Musia byt multiperiodické. Multiperiodické modely patria medzi §iroko pouzi-
vané vo financ¢nej praxi. Oproti jednoperiodickym modelom sa spravaji ovel'a
realistickejsie.

2. Miera vynosu r musi sledovat’ striktne pozitivny, predvidatelny proces. Pod
tymto budeme rozumiet’, ze trokova miera, pre bezrizikové pozi¢iavanie, na
casovy interval (t — At,t) je zndma v case t — At. Nazveme ju bezrizikovy
alebo okamzity drok (short-rate) 7.

3. Definujeme 7, také ze 1 < 7 < T. Bezkupoénovy dlhopis s dobou splatnosti
T potom v Case T vypldca jednotku hotovosti. Jeho cena v ¢ase t je urcend
adaptovanym procesom P(-,7) = {P(t,7);0 < t < 7}. Zrejme P(r,7) = 1.
P(t, ) nie je definované pre t > 7.

V kazdom ¢ase t existuje stibor bezkupénovych dlhopisov { P(¢,¢t+ 1), P(t,t +
2),..., P(t,7)}, ktory nazyvame dasovd $truktira cien bezkupdnovych dlhopisov. V
term structure modeloch sa nesmi nachddzat ziadne arbitrdzne prilezitosti, musf
preto existovat rizikovo-neutrdlna pravdepodobnostnd miera @), pri ktorej si diskon-
tované ceny dlhopisov martingaly. Teda Q(w) > 0,Vw € 2 je takd, ze

P(s,7) = BsEg[P(t,7)/B|Fs], 0<s<t<T,Vr (3.1)

Ak si uvedomime, ze P(t,7) = B;/B; a B;/Bs = (1 4+ 7541)...(1 + 1), a polozime
t = 7 dostaneme dolezity vztah pre diskontny dlhopis, pri rizikovo-neutralnej miere

Q:

P(s,7) = Eq|Bs/B:|Fs) = Eq[1/{(1 + 7s41)...(L + 1)} Fs], 0<s<71 (3.2

Kedze r; > 0, z rovnice 3.2 vidiet), ze P(s,7) je, pri fixovanom s, striktne klesajicou
funkciou 7. Ak zoberieme 7 = s + 1 dostaneme

1

s l = 5———,
Tt P(s,s+1)

s=0,1,...,T —1 (3.3)

V term structure modeloch s ur¢itostou pozndme budice hodnoty niekto-
rych cennych papierov (napr. hodnotu bezkupénovych dlhopisov v ¢ase splatnos-
ti). Najprv teda $pecifikujeme pravdepodobnostny priestor (2, F,PP), s rizikovo-
neutralnou pravdepodobnostnou mierou P. Potom $pecifikujeme proces pre okam-
zitd vrokovi mieru r (ktorej pravdepodobnostné spréavanie bude s ohl'adom na P). V
konec¢nej faze pomocou 3.2 dopocitame ceny bezkupénovych dlhopisov. Term struc-
ture model bude takto konzistentny so sti¢asnou ¢asovou Struktirou irokovych mier
a nemusi nas znepokojovat’ pravdepodobnostné spravanie irokovych mier a bezkupé-
novych dlhopisov v redlnom svete.



Kapitola 4

MODELY CASOVEJ STRUKTURY UROKOVYCH MIER

Urokovd miera ako takd je vo vieobecnosti ovplyviiovand velkym mnozstvom roz-
licnych faktorov. Jednym z nich je aj doba splatnosti ¢ize maturita. Ako uz bolo
spomenuté, zavislost’ medzi vynosom bezkupénového dlhopisu a dobou splatnosti
vyjadruje vynosovd krivka. Avgak, ako sa meni ¢as, menia sa aj jednotlivé hodnoty
uroku a navyse sa zvykne menit’ aj samotny tvar krivky. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat’ modelmi, ktoré opisujui pravdepodobnostné spravanie sa vsetkych trokovych
mier a su spojené s pohybmi celej krivky. Rozlisujeme dva zdkladné typy modelov:

Rovnovazne (equilibrium) modely, zvycajne vychddzajui z predpokladov o eko-
nomickych veli¢inéch, z ktorych potom uréia proces pre riziko-neutrdlnu okam-
zitui urokovi mieru (short-rate) r. Vystupom z modelu je potom pociatond
term structure. Prikladom rovnovdzneho modelu je Vasickov model, ktory vy-
chiddza z predpokladu stochastického vyvoja tirokovej miery a bezarbitrdzneho
pristupu v ekonémii. Tieto modely si formulované v riziko-neutrdlnom svete
a pre praktické pouzitie je potrebné ich nakalibrovat. To je aj hlavna nevy-
hoda tychto modelov, pretoze nie vzdy vystihuji poc¢iato¢ni vynosovi krivku
dostatocne presne.

Nearbitrazne (no-arbitage) modely, sa od rovnovdznych lisia tym, ze povod-
nd term structure je vstupom do modelu, takze tvar vynosovej krivky priamo
ovplyvituje budici vyvoj urokovych mier. To znamend, Ze ak je pociato¢na
term structure rastica (klesajica), vedie to k zvyseniu (poklesu) r v riziko-
neutralnom svete. Vysledkom je, ze model automaticky presne vystihuje sicas-
ny stav.

Dalej si odvodfme v&eobecny nearbitrazny model. Pouzijeme tiito symboliku:

P(t,T) : cena bezkupénového dlhopisu s dobou splatnosti 7' v case t
v(t,T) : volatilita ceny P(¢,T')

F(t,T) : okamzitd forwardova miera v budicom okamziku (7', T + At) , dohodnuté
v Case ¢

r(t) : okamzitd bezrizikova tirokovd miera v case t
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f(t, 11, T3) : forwardovd miera dohodnuta v ¢ase t na obdobie (T}, Ts)
dz(t) : diferencidl Wienerovho procesu
Cena P(t,T) v riziko-neutralnom svete sleduje tento proces:
dP(t,T) =r(t)P(t,T)dt +v(t,T)P(t, T)dz(t) (4.1)

Volatilita v(t,T"), vo v8eobecnosti, moze byt I'ubovolnou funkciou minulych ale i si-
casnych hodnot P. V ¢ase maturity dlhopisu v8ak volatilita klesa k nule:

v(t,t) =0
Vztah medzi forwardovou mierou a cenou dlhopisu je urc¢eny nasledovne:

In[P(t,T1)] — In [P(t,T3)]

ft, 11, Ty) = T T (4.2)
Upravou 4.1 dostdvame:
dIn[P(t,T1)] = -r(t) — U(t’TTl)Q dt +v(t,T1)dz(t)
) L 1
dIn[P(t,T3)] = -r(t) — U(t’TT?)Q dt +v(t, Ty)dz(t)
¢o po dosadeni do 4.2 ddva: - -
#@njy:”wﬁzjﬁfnZufﬁfgigﬂmwﬁ) (4.3)

Vidime, ze v riziko-neutralnom svete proces pre f zavisf iba od volatilit v. Ak polozime
Ty =T aTy, =T+ At, potom pre At — 0 namiesto f(t,71,T>) mozeme pisat
F(t,T). Dalej sa ndm vyraz pri dz(t) zmenf na vy(t,T) a vyraz pri dt zapiSeme ako
v(t, T)vr(t,T), kde index ozna¢uje prislusni parcidlnu derivéciu. Dostdvame:

dF (t,T) = v(t, T)vr(t, T)dt — vp(t,T)dz(t)
¢o bez ujmy na vSeobecnosti moézeme zapisat’ v tvare:
dF(t,T) = v(t, T)vr(t,T)dt + vp(t, T)dz(t) (4.4)

Ak st nam teda zname hodnoty v(¢,T) pre vsetky t a T, vieme v riziko-neutralnom
svete urcit proces F'(t,T). Volatility v(¢,7) st preto postacujice pre definovanie
jedno-faktorového modelu drokovej miery. Nasim cielom je zostavit model 1roko-
vej miery, na zdklade exogénnej Specifikicie short-rate r;. Odvodime proces pre r; z
informécii o volatilite ceny dlhopisu a pociatocnej term structure. Ked'ze:

ﬁw@:F@w+/ﬁw@ o r(t) = F(t.1)



Hull-White model 18

dosadenim do 4.4:

t t

r(t) = F(0,t) + /U(T,t)vt(T,t)dT + /Ut(T,t)dZ(T)

0 0

Derivovanim vyrazu podla ¢ a vyuzitim, ze v(t,t) = 0, dostaneme riziko-neutrélny
proces pre r v ¢ase t :

dr(t) = F,(0,t)dt+ /[U(T, (T, t) + o7, 0)?] dr p dt + (4.5)

0
t

+ / ve(r, 1) dz(7) b dt + [vy(, )] =] d2(t)

Tento proces pre r je plne konzisteny s riziko-neutralnym procesom pre cenu dlhopisu
4.1, z ktorého sme vychadzali. Blizsie si popiSeme vyrazy na pravej strane rovnice 4.5.
Prvy vyraz vyjadruje, Ze trok r bude zdvisiet’ od pociato¢ného sklonu forwardovej
krivky. Stvrty vyraz, ze standardnd odchylka r je vy(7,t)|;—;. Druhy a tretf vyraz st
komplikovanejsie, hlavne v pripade ak v(7,t) je stochastické. Volatilitu v(7,t) musi-
me volit’ tak, aby proces r(t) bol Markovovsky. Markovovské procesy totiz moézeme
vyjadrit’ vo forme rekombinujicich trinomickych stromov s linedrne rasticim poc¢tom
uzlov v ¢ase. U ne-Markovovskych procesov pocet uzlov v strome rastie exponencidl-
ne.

Specidlnym pripadom je v(7,t) = (T — t)o, kde o je konstanta. Rovnica 4.5 sa ndm
takto redukuje na spojiti verziu Ho&Lee modelu

dr = [F(0,t) + o*t] dt + odz(t)

Hull a White neskor ukdzali, ze r(t) spliia podmienku Markovovského procesu aj pre
ovela girsiu triedu nestochastickych volatilit, ktoré vieme zapisat’ v tvare:

u(t, T) = z(t) [y(T) — y(t)]
Proces r ma potom takyto vseobecny tvar:
dr = [0(t) — ¢(t)r] dt + o(t)dz(t)
Z0 zjednodusenej verzie tohto modelu budeme vychddzat pri vystavbe stromov 1ro-

kovej miery.

4.1 Hull-White model

V roku 1986 Ho&Lee publikovali prvy nearbitrdzny model vo forme binomického
stromu. Model bol skonstruovany na ocenovanie mnoziny dhopisov bez poziadavky
na explicitné preferencie investorovho zisku. Predpokladdme spojité trocenie, short-
rate r charakterizuje potom tento proces:
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dr = 0(t)dt + odz

kde kongtanta o je standardnd odchylka a funkcia 6(t) je volend tak, aby model presne
vystihoval pociato¢ni term structure. V rovnovdznych modeloch drift (koeficient
pri dt) zvycajne nezavisi od ¢asu. Rovnovdzne modely preto mozeme previest’ na
nearbitrdazne rozsirenim driftovej ¢asti o funkciu zavisld od ¢asu. Takto vznikol aj
znamy Hull&White model rozsirenim Vagickovho modelu* pridanim casovej zdvislosti
do mean-reversion.

Jedno-faktorovy Hull&White model bol publikovany v roku 1990 [6]. Proces pre
short-rate r, je definovany nasledovne

dr = 1[0(t) — ar]dt + odz

kde a a o st konstanty, 6(¢) je nezndma funkcia, ktori mozme vyjadrit analyticky v
tvare:
00) = 2 F(0,1) + aF(0,) + 2 (1 — 2 (4.6)
= —F(0, aF(0, —(1—e .
ot 2a

kde F'(0,t) je forwardova miera v ¢ase 0 na dobu t a pozndme ju z pociatoénej term
structure.

Mnozina volatilit v modeli je uréend oboma parametrami ¢ a a. To nam
umoziuje pracovat’ s ovela Sirsou skdlou volatilit ako napriklad v modeli Ho&Lee.
Volatilita ceny bezkupénového dlhopisu s dobou splatnosti 7' v case t je

g [1 _ e—a(T—t)]

a

Jednou z nevyhod modelu Hull-White je, Ze pripista aj zdporné irokové miery. Tento
nedostatok odstrénime vhodnym nastavenim parametrov a a o. Dalej si popiseme
procedtiru vystavby trinomického stromu pomocou Hull-White modelu.

4.2 Trinomické stromy

Strom trokovej miery je diskrétnou reprezentdciou stochastického procesu short-rate
r, podobne ako strom cien akcif reprezentuje proces, ktory sleduje cena akcie. Hlavny
rozdiel je v tom, Ze v stromoch s akciami zvy¢ajne uvazujeme konstantny diskontny
urok v kazdom uzle. V stromoch irokovej miery je tento trok pre kazdy uzol iny.
Na reprezentédciu trokovych mier sa javia ako vhodnejSie trinomické stromy, ktoré
oproti binomickym pontikaji jeden stupen vol'nosti navyse. To ndm umozni zohl'adnit’
mean-reversion vlastnost’ irokovych mier.Vystavbu stromu irokovej miery rozdelime
do troch krokov.
Prvy krok

Vsade budeme uvazovat spojité tirocenie. Casovym krokom v strome je At a budeme
predpokladat, ze trokova miera pocas intervalu At (oznatme ju R) sleduje rovnaky
stochasticky proces ako okamzity irok r. Teda:

*Vasickov model: dr = a (b —r)dt + odz, kde a,b si konstanty.
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Obrdazok 1 Ukazka trinomického rekombinujiiceho stromu.

dR = [0(t) — aR] dt + odz (4.7)

Zactneme tym, ze skonstruujeme najprv strom pre novi premenni R*, ktord je na
zaciatku nulovd a sleduje tento proces:

dR* = —aR*dt 4 odz (4.8)

Proces R* je symetricky okolo nuly a premennd R*(t + At) — R*(t) méd normadlne
rozdelenie (z vlastnosti Brownovho pohybu). Ak zanedbdme ¢leny At vyssieho radu,
dostaneme, Ze strednd hodnota tejto premenej je —aR*(t) a variancia o2/At. Definu-
jeme AR ako rozstup tirokov na strome v rovnakom ¢asovom okamziku. Parametre
At a AR musia byt zvolené tak, aby sa hodnota AR nachddzala medzi o1/3At/2 a
20+//At. Ako vhodné nastavenie z pohladu minimalizécie chyby sa odporica [7] :

AR = o+/3/At

Pre uzol (i,j) v strome potom dostaneme R* = jAR at = i/\t, (i € N, j € Z),
kde t je casovd premennd. V kazdom uzle trinomického stromu médme na vyber tri
moznosti prechodu do d’alsieho uzla. Definujeme si pravdepodobnosti prechodu hor-
nou, strednou a dolnou vetvou v kazdom uzle ako p,, p,., pg- Tieto pravdepodobnosti
nastavime tak, aby boli splené podmienky strednej hodnoty a variancie pre R* v
kazdom intervale At. Spolu s podmienkou, ze stucet pravdepodobnosti v uzle sa musi
rovnat’ 1, dostaneme tri rovnosti pre standardny strom (vetvenie typu a) :

PuAR —pgAR = —ajARAt
PuAR? +paAR? = 0?At+ d®FPAR* AL
Du+ Pm +Dd = 1
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(a) (b) (c)

Obrazok 2 Tri sposoby vetvenia v trinomickom strome.

Ak dosadime za AR? = 302At, dostaneme rieSenie

1 a?2At? —aj/\t
Pu = =+

6 2
Pm = §—a2j2At2

1 a?2At? +ajNt
Pa = 6+ 5

Vsimnime si, ze pravdepodobnosti v uzloch zavisia iba od j a nie od i, teda nie od
casového okamziku, ale iba od polohy uzla v strome. Taktiez pravdepodobnosti v
strome st symetricky rozdelené, teda napriklad pravdepodobnosti v uzle B si rovna-
ké ako v uzle D.

V strome musime zvolit' vhodné vetvenie (pozri obrazok 2) tak, aby vsetky prav-
depodobnosti v strome boli pozitivne. Pre vi¢sinu pripadov je standardné vetvenie
a) postacujice. V pripade, ze parameter a > 0 (mean-reversion), odporica sa [1]
stanovit maximélnu §irku stromu (ozna¢me ju juax), Na najmensie celé ¢islo viicsie
ako 0.184/ (aAt). Vo vsetkych uzloch (7, jmax) sa potom meni vetvenie na typ c).
Prislusne pravdepodobnosti v tomto uzle nastavime takto:

7 a?j2At? — 3aj At

Po = 57" 2
Pm = —% — a* At + 2aj A\t
1 a?2At? —ajnt
Pa = 6 + 5
Taktiez definujeme jumin = —Jmax @ v uzloch (4, jyuin) sa potom meni vetvenie na typ

b).a pravdepodobnosti nastavime takto:

1 a?2At? +aj/Nt

Po = 57 2
1
Pm = —g—a2j2At2—2ajAt
7 a? PO 4+ 3aj A\t
be = 57" 2

Takto sme dostali strom, ktory reprezentuje proces R* a v ktorom m&ame spravne
nastavené riziko-neutralne pravdepodobnosti v kazdom uzle.
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Druhy krok
V tejto casti vystavby ide o zmenu stromu pre proces R* na proces R. Struktiira,
stromu zostane zachovand, akurdt troky v uzloch musime nastavit’ tak, aby presne
vystihovali sticasni term structure. Definujeme si novi premennt o:

a(t) = R(t) — R*(t) (4.10)
pouzitim rovnic 4.7 a 4.8 mozeme a napisat’ takto:
do = [0(t) — ac(t)] dt

Ak vychddzame z predpokladu, ze r aj R sleduje ten isty proces, pouzitim 4.6 dosta-
neme rieSenie pre a:

o2

at) = F(0,t) + @(1 — e )2 (4.11)
To ndm staéi na to, aby sme zo stromu pre R* pripocitanim «(t) vytvorili strom
pre R. Tento jednoduchy pristup vSak nie je dostato¢ne presny, ¢o spdsobi, ze strom
tirokovych mier nebude spliiat podmienku nearbitraze.
Pouzijeme preto presnejsiu iterativnu metédu vypoctu «(t). Tento sposob je ovela
v8eobecnejsi a moze byt pouzity pre vsetky stromy, nielen v pripade, ked’ funkciu 0(t)
vieme vyjadrit’ analyticky:.
Definujeme «;(t) = R(t) — R*(t), pre t = iAt. Definujeme @;; ako sucasnd (v Case
t = 0) hodnotu cenného papiera, ktory vyplaca jednu korunu vtedy, ak je v case
t = i/At dosiahnuty uzol (i, ), inak ni¢. Hodnota Qpo = 1 a urok ag na periédu At
pozndme z pociatocnej term structure. Ukdzeme si sposob ako napocitat’ hodnoty «;
a (); ; tak, aby v strome neboli arbitrdzne prilezitosti, a aby presne vystihoval sicasni
casovu struktiru.

Predpokladajme teraz, ze pozndme vsetky @; ; do casui < m, (m > 0). Nasle-
dujicim krokom je urcenie hodnoty a,,. Cenu bezkupénového dlhopisu, vypisaného
v case 0, s dobou splatnosti (m + 1)At, oznacme P, 1. Ak af"tje prislusng tirokova
miera na obdobie (m + 1) v ¢ase t = 0, potom:

Pm—|—1 _ 6—(m+1)a6”+1At (412)

Cenu toho istého dlhopisu vieme napisat’ aj pomocou ,,. Urokova miera v uzle (m, 5)
je ap, + jAr. Teda:

Pm+1: Z Qm’je—(am-i-jAR)At (413)

J=—nm

kde n,, je sirka stromu (pocet uzlov na kazdej strane od stredového uzla) v ¢ase m/At.
Upravou 4.13 dostaneme:

nm )
Y. Qmje IARAIn(Ppyq)

Jj=—nm
At

Ay =
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Dosadenim za P11 z 4.12 ziskame «,,. Nésledne mozeme urcit hodnoty Q;;, pre
t=m+ 1:

Qi1 = Z Qe OmTRARLL () )
k

kde q(k, j) je pravdepodobnost prechodu z uzla (m, k) do uzla (m+ 1, j) a sumujeme
cez vietky k, pre ktoré je tdto hodnota nenulova.
Postup opakujeme az dostaneme vyjadrenie short-rate v kazdom uzle stromu. Pre
nase tcely v8ak potrebujeme poznat’ celi term structure v kazdom uzle stromu, nielen
hodnotu short-rate, aby sme vedeli ocenit’ dlhopisy s réznou maturitou.

Treti krok
V tejto poslednej casti si ukdzeme, ako z informécif o short-rate dordtame v kazdom
uzle stromu d’alsie droky v ¢asovej struktire. Postupovat budeme tak, ze najprv
vyratame urok na obdobie 2At v kazdom uzle, nédsledne 1irok na obdobie 3/t atd.
Predpokladajme, ze je ndm zndmy trok na obdobie (m — 1)At, (m > 2) v celom
strome. Urok na obdobie mAt v uzle (i, j) oznacme y™. Z uzla (i, j) sa vieme dostat
do susednych uzlov (i +1,5+1), (i+1,7), (i+ 1,7 —1). Nech p1, pg, p_1 st prislusné
pravdepodobnosti prechodu a oznacme 571, g5t 3™ tiroky na obdobie (m—1)At
v tychto uzloch. Hodnotu ™ uréime tak, aby sme sprdavne ocenili bezkupénovy
dlhopis vypisany v ¢ase iAt, ktory vypldca jednotku v ¢ase (m+1i)At. Vyuzijeme to,
ze cena toho dlhopisu z pohl'adu susedného uzla (i + 1, ) je e~(m=1B5 At Nech Q;
je hodnota short-rate v uzle (i, j) pre cenu dlhopisu dostaneme:

e~ A — o= (eit(m=DBTTNAL Ly o—(ait(m=DBTTHAL 4y o=(eit(m=1)BTT )AL

z toho uz potom l'ahko vyjadrime ™

In ple_(m_l)g;”*m +p06—(m—1),66”*1m _i_pilef(mfl)ﬂ’f‘flﬂt]

m _ %

" T m mAt

Tymto sposobom dordtame casovi Struktiru v kazdom uzle. Pritom plati, ze ak
chceme urcit urok v uzle (i,j) na obdobie mAt, musime mat strom aspon dlzky
(m+1).



Kapitola 5
PRAKTICKA CAST

V tejto kapitole prezentujeme vysledky optimalizacie portfélia dlhopisov. Na mode-
lovanie budiceho vyvoja tirokovej miery sme pouzili Hull-White model. Stochasticky
vyvoj turokovej miery vyjadrime v podobe trinomického stromu (pozri obrézok 1).
Udaje o term structure v kazdom uzle stromu vidiet' v tabul’ke na obrézku 2. Kazdu
cestu z uzla A do niektorého z uzlov J, K, L, M, N budeme nazyvat scendrom uro-
kovej miery. Jednotlivym scendrom vieme priradit’ pravdepodobnost’ nastatia. Pri
kazdom prevedenom experimente, nds zaujimaju tieto vysledky:

1. Priemerng vynos portfélia pocas sledovaného obdobia. Ak p® je pravdepodobnost’
scendra s € S a v} je hodnota nasho portfélia na konci pri danom scendri s,
potom priemernym vynosom budeme nazyvat:

Elor] =) p'vs

seS

2. Rozptyl vynosov portfélia pri jednotlivych scendroch urcéime ako $tandardni
odchylku, z hodnot v7 :

o= > (i —Er))’

seS

3. Uzitocnost, v pripade kvadratickych funkcii nds bude zaujimat hodnota uzitku,
vzhl'adom na parameter a:

B Gn)] = X0 [vh - 30|

seS

4. V kazdom experimente sledujeme zlozenie portfélia v ¢ase t = 0.

Optimaliza¢ni tlohu riesime pre tri typy iloh, pouzijeme modely, ktoré sme
naformulovali v kapitole 2:

Uloha LP : Maximalizujeme priemerny vynos, model MAX-LP.

Uloha QP: Maximalizujeme tzitok pri danej miere rizika (parameter «), model
MAX-QP.
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Uloha QP-+SP: Uloha QP rozsirend o moznost’ krétkych pozicii (short position)
pocas obchodovania. To znamend, ze povolime, aby sa v portféliu nachadzali
aj zdporné mnozstva dlhopisov.

Kazdy experiment pre tlohy QP prevedieme pri roznych hodnotéch paramet-
ra o. Na zaciatku vzdy zac¢iname so 100 korunami a jednd sa o obdobie 3 rokov.
Hodnota ﬁ teda bude charakterizovat’ investora minimalizujiceho riziko, hodnota
ﬁ reprezentuje investora so zdravou tizbou po zisku a nakoniec hodnota F10 riziko-
obl'ubujiceho investora. Najviac nds budi zaujimat’ vysledky, ktoré dosiahneme pre
o= ﬁ. Do portfélia vyberame z troch bezkupénovych dlhopisov, s nominalnou hod-
notoul a maturitami 3, 5 a 10 rokov.

Urokové miery v strome s napoéitané tak, ze strom nepripusta arbitrazne prile-
zitosti. Tito vlastnost’ sme otestovali pomocou modelu MAX-A. V uzloch stromu
nastavime pravdepodobnosti p,, pm, pq inak, takto sa nearbitrdaznost’ stromu zachova,
a skiumame dosledky tejto zmeny na skladbu a vynos portfélia. Uvazujeme mnozinu

27 scendrov vyvoja urokovej miery.

Experiment 25/50/25: Tento experiment si popiseme detailnejsie. Pravde-
podobnosti v uzloch stromu nastavime nasledovne: p, = 0.25, p,, = 0.5, pg = 0.25,
teda simulujeme pripad, kedy nepredpokladdme, vyrazny rast ani pokles tirokovych
mier. Parameter o je nastaveny na ﬁ. Vysledky experimentu si zobrazené v obraz-
ku 3. V Tavej ¢asti tabulky je 27 scendrov zapisanych ako cesty v strome (obrazok 1)
a ich pravdepodobnost nastatia. V d’alsich stipcoch potom vidime vynos portfélia pri
jednotlivych scendroch v roznych tlohach. V dolnej ¢asti tabulky st uvedené vysled-
ky optimalizacie. Vidime, Ze najvyssi vynos sme dosiahli v ilohe QP+SP a najmens{
rozptyl (teda aj riziko) v tlohe QP. Zlozenie portfélia na zaciatku je pre kazdu tilohu
iné. Riesenim je samozrejme kompletnd stratégia, ktord popisuje ako méme reagovat’
na zmenu drokovej miery v jednotlivych uzloch stromu, pozri obrazok 4.

Dalsie experimenty sme previedli pri roznych nastaveniach p,, pm, pg v uzloch
a skimali sme aj vplyv parametra a na vysledok iloh QP a QP-+SP. Stihrné vysled-
ky sui zobrazené v obréazku 5. Zvolili sme nasledujiice nastavenie pravdepodobnosti

(Pu/Pm/Pa)

Experiment RN: v strome sme nechali pévodné riziko-neutralne pravdepodobnos-
ti. Tento experiment uvadzame iba pre porovnanie.

Experiment 40/20/40: zvyraznili sme scendre vyvoja irokovej miery, ktoré pred-
stavuju rast alebo pokles trokov. V tomto pripade sme dosiahli najlepsie vy-
sledky (vysoky vynos a maly rozptyl) v ilohe QP+SP.

Experiment 33/33/33: pravdepodobnosti v uzloch si nastavené rovnomerne v
celom strome a kazdy scendr mé rovnaki pravdepodobnost’ nastatia.

Experiment 20/30/50: simulujeme situdciu, ked ocakdvame pokles trokov v
budicnosti. Z tedrie vieme, Ze pokles iirokov je spojeny s rastom cien dlhopisov
a investicia do dlhych dlhopisov je tomto pripade najlepsim riesenim. V ilohach
LP a QP dosahujeme najvicsie vynosy prave v tomto experimente. ZloZenie
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portfélia na zaciatku v pripade tlohy LP jasne ukazuje investiciu do 10 ro¢ného
dlhopisu.

Experiment B&H: chceli sme overit), ¢i priebezne rebalancované portfélio je naozaj
vyhodou a prindsa vyssi vynos na konci, v porovnani so stratégiou buy&hold.
Modely MAX-LP a MAX-QP sme zjednodusili a spravili z nich buy&hold mode-
ly. Model MAX-QP sa ndm v tomto pripade redukuje na mean-variance model,
kde ku zadanej miere rizika (volatility), hladdme maximalny zisk. Experimenty
sme previedli za rovnakych pociatoénych podmienok. Vysledky si v poslednom
obrazku 6.

Zhrnutie a vyznam experimentov:

1. Priemerny vynos v tlohe QP je vzdy o nieco mensi ako v tlohe LP. Na druhej
strane rozptyl vynosov je ovela vyssi v ilohach LP. V kvadratickom mode-
li moézeme parametrom « regulovat nas celkovy vynos z portfélia. Vhodnym
nastavenim dosiahneme stabilnejsie vynosy, menej citlivé od budiiceho vyvoja
irokovych mier.

2. Pre vel'mi malé hodnoty « sa iiloha QP redukuje na LP, preto sa vysledky tlohy
QP pre mensie hodnoty « priblizujui vysledkom LP.

3. Priemerny vynos v tlohe QP+SP je stdle vyssi v porovnani s QP pre dané
a. Moznost ist’ do kratkych pozicif v dlhopisoch je totiz vyhodou a umoziuje
spravit vyssi vynos. Tu by sme mohli zvazit' moznost’ ohrani¢enia nasej zdporne;j
pozicie, aby sme sa vyhli prili§ vysokym zdpornym poziciam.

4. Uloha LP sa zriti v pripade, ak pripustime kratke pozicie v modeli MAX-LP.

5. Zaciatocné pozicie v portféliu LP a QP nie st vo v8etkych pripadoch rovnaké. Na
zéklade toho mozeme povedat, ze vysledkom 1loh LP a QP su rozlicné stratégie
obchodovania.

6. Ulohy QP a QP+SP sti citlivé na vyber parametra «, s mensim o (vyssie akcep-
tovatel'né riziko) rastie vynos, uzito¢nost aj roztyl.

7. Ukézali sme, ze modely s rebalancovanim portfélia ddvajui vyssie vynosy pri rovna-
kych pociatoénych podmienkach ako modely, ktoré sleduju stratégiu buyé&hold.
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Obrazok 1 Strom trokovej miery Sirky 2 a dizky 3.
3 |uzof Term Structure (v %)
2ok [ 1 2 3 4 5 5 7 8 ) 10
0] A 4.72 4.99 5.07 5.08 5.09 5.24 5.38 5.33 5.28 5.23
B 7.00 6.90 6.78 6.69 6.78 6.86 6.73 6.61 6.49
11 € 526 525 521 520 536 551 544 537 53
D 3.53 3.61 3.65 3.71 3.94 4.16 4.15 4.14 413
E 8.71 8.49 8.32 8.37 8.41 8.19 7.99 7.80
F 6.98 6.84 6.76 6.88 6.99 6.84 6.70 6.57
21 G 525 520 519 539 557 549 541 534
H 3.52 355 3.63 3.91 416 413 4.12 4.11
| 1.78 1.91 2.06 242 274 278 2.83 2.87
J 8.62 846 8.58 8.65 8.39 8.16 7.95
K 6.88 6.82 7.02 716 6.97 6.81 6.66
31 L 515 517 546 567 5565 545 537
M 3.42 3.53 3.89 418 413 410 4.08
N 1.69 1.88 233 2.69 271 275 2.79

Obrazok 2 Term structure v jednotlivych uzloch stromu
A. Nastavenie modelu Hull&White: dt =1, a = 0.1, 0 = 0.01

. Potiatoéna TS je v uzle
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Obrézok 3 Vysledky experimentu 25/50/25. Vynos portfélia pri jednotlivych

scendroch.

25/50/25 alfa=1/130
scenar pp LP QP QP+5SP
ABE J| 156% || 11418 | 111.69 120.35
ABE K| 313% || 12497 | 12225 12960
ABE L| 156% || 13679 | 133.81 129.26
ABF J| 313% || 11643 | 11559 12591
ABF K| 625% || 11643 | 11559 119.06
ABF L| 313% | 11643 | 11559 12257
ABG K| 156% || 106.22 | 117.24 126.11
ABG L| 313% || 11627 | 117.42 123.00
ABG M| 156% || 12726 | 11762 126.14
ACF J|313% || 10717 | 116.41 12597
ACF K| 625% || 10717 | 116.41 118.79
ACF L| 313% | 10717 | 116.41 12258
ACG K| 625% || 10606 | 11621 11858
ACG L|1250%| 11609 | 116.41 107.06
ACG M| 625% || 12706 | 11662 11858
ACH L| 313% || 116090 | 113.904 12226
ACH M| 625% || 12706 | 11665 118.46
ACH N| 313% || 13907 | 119.62 12577
ADG K| 156% || 9858 | 11464 12597
ADG L| 313% || 10790 | 11485 12275
ADG M| 156% || 11810 | 115.09 126.00
ADH L| 313% || 10790 | 11496 12199
ADH M| 625% || 11810 | 11750 118.34
ADH N| 313% || 12926 | 12028 12557
AD I L|156% || 127141 | 119.00 12912
AD I M| 313% || 12711 | 119.90 129.64
AD 1 N|156% || 12711 | 119.90 119.08
Rozptyl 8.08 2.81 6.14

Vynos 11755 | 117.06  120.33

Uz itoénost 0.00 64.33 6450

ST dihopisT 116.43 | 107.68 7477
2 dlhopis2 0.00 000 -12826
'S dihopis3 0.00 1268 6111
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Prakticka cast’

¥3

epoLad

29

—
s LP QP QP+SP |
11643 | 107.68 7477
1 x| o000 0.00  -12826
0.00 1268 6111
11643 | 93.87 1713
y1| 000 0.00 -2890
0.00 34.26 1479
000 | 11641 7979
2|y2| o000 000  -13713
169.06 | 0.0 6543
0.00 86.26 1908
y3| 000 0.00 -2990
15713 | 41.60 1326
0.00 0.00 -3236
z1| 000 0.00 5076
19921 | 194.87  -2946
11643 | 11559 3628
z2| 000 0.00 -6289
0.00 0.00 3154
000 | 11533 2230
z3| 000 0.00 -3674
16933 | 3.04 1755
10717 | 11641 3831
z4| 000 0.00 -6655
0.00 0.00 3339
000 | 11415 7872
3|25 0.00 000  -13535
169.06 | 3.29 6466
0.00 8525 3843
26| 0.00 0.00 -6316
16906 | 4178 2876
000 | 11234 2302
27| 000 0.00 -3799
15713 | 3.66 1815
0.00 8810 3762
z8] 000 0.00 -6181
15713 | 3912 2816
12711 | 11990  -3448
29| 000 0.00 6129
0.00 0.00 -2840

Obrazok 4 Kompletna stratégia obchodovania v experimente 25/50/25. V
kazdom uzle pozndme zloZenie nasho portfélia. Treba si uvedomit, Ze na konci (v &ase
t = 3) mame 27 roéznych stavov pre mnoZinu cien dlhopisov, ale iba 9 moZnych stavov

zloZenia nasho portfélia, z1 az 29.



Praktickd cast’

RN alfa=1/120 alfa=1/130 alfa=1/150
LP QP QP+SP QP QP+SP QP QP+SP
Rozpty] 4.56 0.60 1711 221 440 3.85 10.89
Vynos 117.05 | 11653 11681 | 11681 11805 | 117.02 12044
Uzitoénost 5095 5995 | 6431 6438 | 7133  71.69
dihopisT 116.43 | 116.43 94310 | 116.43 -4447.10| 116.43 -11177.00
dihopis2 0.00 000 185260 | 000 797490 | 0.00 19735.00
dihopis3 0.00 000 -88790 | 000 -381840] o000 -0449.00
25/50/25 alfa=1/120 alta=1/130 alfa=1/150
LP QP___QP+SP| QP __ QP+SP | QP ___ QP+SP
Rozptyl 8.98 077 1.60 281 6.14 445 15.19
Vynos 11755 | 116.60 11742 | 117.06 12033 | 11733  126.07
Uzito&nost 50.95 5996 | 6433 6450 | 7138  72.32
dihopist 11643 | 113.91 181880 | 107.68 747700 | 11538 1845400
dihopis2 0.00 000 -2066.230| 000 -12826.00] 0.00 -31953.00
dihopis3 0.00 365 141310] 1268 611100 ] 152  15223.00
40/20/40 alfa=1/120 alfa=1/130 alfa=17150
LP QP ___QP+SP | QP ___QP+SP | QP ___ QP+SP |
Rozpty] 10.77 1.05 121 396 370 571 9.14
Vynos 11860 | 11677 11953 | 117.70 12890 | 11814 14729
Uzitodnost 59.95 5909 | 6436 6494 | 7151  74.70
dihopist 11643 | 11129 358000 | 97.17 1528800| 96.72 37760.00
dihopis2 0.00 000 -603800| 000 -2644800] 000 -65624.00
dihopis3 0.00 745 287890 2792 1261000] 2857  31289.00
33/33/33 alfa=1/120 alfa=1/130 alfa=1/150
LP QP ___QP+SP | QP __ QP+SP | QP __ QP+SP
Rozptyl 10.03 0.93 1.63 349 6.21 513 15.36
Vynos 11811 | 116.69 11893 | 117.40 12595 | 117.74  139.98
Usitodnost | 0.00 5095 5998 | 6434 6470 | 7144  73.88
diopist 116.43 | 11226 367120 | 100.97 1353200 10377 33025.00
dihopis2 0.00 000 -6197.00| 000 -23387.00] 0.00 -57369.00
dihopis3 0.00 6.04 295480 | 2240 11151.00] 1835 2735200
20/30/50 alta=1/120 alta=1/130 alfa=1/150
LP QP ___QP+SP | QP __ _QP+SP | QP ___ QP+SP |
Rozptyl 12.07 176 151 611 558 1207 1379
Vynos 12539 | 117.94 119148 | 12139 12708 | 12539 14278
Uzitocnost | 0.00 5997  59.00 | 6457 6485 | 7250  74.19
dihopisT 0.00 9341 345050 | 4549 1361300| 000  33859.00
dihopis2 0.00 000 -5839.60| 000 -23923.00] 0.00 -58932.00
dinopis3 || 168.78 | 3337 279390 | 10283 11443.00| 168.78 28189.00

Obrazok 5 Vysledky experimentov, pri roznych nastaveniach pravdepodobnosti

v uzloch stromu.
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Prakticka cast’ 31

40/20/40 17120 17130 17250 1/1300
LP QP QP QP QP
Rozptyl 12.64 0.04 0.16 153 12.64
Vynos 11657 || 11643 11643 | 11645 11657
Usitodnost || 0.00 59.95 64.29 8032 11128
diropis1 0.00 116.05 11490 | 102.32 0.00
dihopis2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
dihopis3 168.78 0.55 2.08 2046 16878
33/33/33 17120 17130 17250 11700
LP QP QP QP QP
Rozptyi 12.16 0.03 0.11 1.04 12.16
Vynos 11652 || 11643 11643 | 11644 11652
Usitocnost || 0.00 59.95 64.29 8032 11249
dihopist 0.00 116.16 11542 | 106.50 0.00
dihopis2 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
dihopis3 168.78 0.38 1.46 1439 16878
20/30/50 17120 17130 17150
LP QP QP QP |
Rozptyl 11.82 162 6.14 11.82
Vynos 12392 | 11745 12032 | 123.92
Usitocnost || 0.00 59.96 64.49 72.27
dihopist 0.00 10052  56.00 0.00
dihopis2 0.00 0.00 0.00 0.00
dihopis3 16878 [| 23.06 8760 | 168.78

Obrazok 6 Vysledky experimentov pri pouZiti modelov typu Buy&Hold. Pri tejto
stratégii dosahujeme niZsi vynos ako v modeloch s rebalancovanim.



Zaver

Diplomové préca bola venovand optimalizdciam dlhopisovych portfélii. Predstavili
sme modely, ktorych riesenim je kompletnd stratégia obchodovania pocas sledované-
ho obdobia s cielom dosiahnit, ¢o najvyssi vynos. Pouzili sme modely s linedrnou a
kvadratickou maximalizacnou funkciou, s linedrnymi ohrani¢eniami. Ceny dlhopisov
priamo z&avisia od aktudlnych trokov. Pri optimalizacii sme preto uvazovali s mnozi-
nou pravdepodobnych scendrov vyvoja urokovej miery. V praci sme podrobne opisali
vystavbu trinomickych stromov irokovej miery pouzitim jedno-faktorového modelu
Hull-White.

Generovanie scendrov irokovej miery aj modely pre optimalizdciu sme podl'a uvede-
nej tedrie naprogramovali v systéme Matlab. Vypis programu je uvedeny v prilohe
tejto prace. V experimentoch sme ukdzali, Ze ma zmysel pouzivat kvadratické funkcie
uzitocnosti, pretoze poskytuji moznost’ regulovat’ nase riziko pri investovani a tym
dosiahnit’ stabilnejsie vynosy z portfélia. V kvadratickych modeloch tiez mdzeme
povolit’ kratke pozicie v dlhopisoch. Potvrdili sme, ze modely s rebalancovanim port-
félia ndm umoznuju dosiahnit’ vyssi zisk v porovnani s modelmi typu buy&hold.

V budiicnosti by sme mohli otestovat’ aj iné typy funkcif uzito¢nosti, museli by sme
si vSak rozmysliet, aky by to malo vyznam a z numerickej stranky, ¢i by sme dokdzali
optimalizovat’ takéto tlohy.
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Prilohy

V prilohe uvddzame vypis programu vytvoreného v systéme MATLAB 5.3, v ktorom
sme vykonali vSetky experimenty. Program je rozdeleny do 2 casti.

Program stromy.m generuje strom turokovej miery. Vstupom je pociatocnd
term structure. Nastavime tiez prislugni hodnotu ¢asového kroku a vhodni dizku a
sirku stromu Vysledkom je term structure v kazdom uzle stromu.

V programe max.m potom prebieha samotnd optimalizacia portfélia dlhopi-
sov. Vstupom moze byt I'ubovolnd mnozina bezkupénovych dlhopisov. Maturita
dlhopisu nesmie byt vicsia, ako je dizka stromu, aby sme ho vedeli ocenit. Vysledky
experimentov st zhrnuté v piatej kapitole.



% MARTIN GUZI 2003 stromy.m (1/2)
% OPTIMALIZACIA DLHOPISOV, diplomova praca FMFI UK

period=9; % 9 period v stome mi umozni ocenit 10 rocny dlhopis
Jjmax=2; % max sirka stromu

a=0.1; % mean-reversion level

dt=1; % casovy krok v rokoch

Q

sigma=0.01; % volatilita
dR=sigma*sqrt (3*dt) ; % urokovy krok
% pocet vrcholov v strome
node=0;
for i=0:period

if i<=jmax node=node+ (2*i+1l);

else node=nodet+jmax*2+1;

end
end

clear urok; % pociatocna term structure
%rocne uroky
urok(1l,:)=[4.7200 4.9900 5.0700 5.0815 5.0930 0 5.3800 0 0 5.2340];
urok(1l,6)=1/2*urok (1,5)+1/2*urok(1,7);
urok(1l,8)=2/3*urok(1l,7)+1/3*urok(1,10);
urok(1l,9)=1/3*urok(1l,7)+2/3*urok(1,10);
urok=urok/100;
%generujem stlpce 1-6 v matici tree [cislo_uzlu i j dosiahnutelne uzly]
tree=zeros (node, 10) ;
tree(:,1)=(l:node)';
poz=1;
for i=1: (period+l)
if (i)<=jmax tree(poz: (pozt+2*i-2),2)=1-1;

tree (poz: (poz+2*1i-2),3)=-((1-1):(i-1))"

poz2=poz+ (2*i-1);

for ii=0:(2*i-2) tree(poz+ii,4:6)=(poz2+ii): (poz2+ii+2);

end

poz=poz+ (2*i-1);

else tree(poz: (poz+jmax*2),2)=i-

tree (poz: (poz+jmax*2),3)=- (- jmax jmax) ';

poz2=poz+jmax*2+1;

for ii=1:(2*jmax-1)

if ii==1 tree(poz,4:6)=(poz2+ii-1): (poz2+ii+l);

end
if ii==(2*jmax-1) tree(poz+ii+l,4:6)=(poz2+ii-1): (poz2+ii+l);
end
tree (poz+ii,4:6)=(poz2+ii-1): (poz2+ii+l);

end

poz=poz+jmax*2+1;

end
end

%generujem pravdepodobnosti v uzloch stromu, stlpce 7-9 v matici tree
tree (node+1,2)=100;
for i=l:node
pom=a*tree (i, 3) *dt;
if (tree(i,2)>=jmax) & (tree(i,2)>tree(i-1,2))
tree (i, 7)=7/6+ (pom”~2-3*pom) /2;

tree (i :—1/3—pomA2+2*pom;
tree (i =1/6+ (pom~2-pom) /2;
elseif (tree(i,2)>=jmax) & (tree (i, 2)<tree(i+1,2))
tree (i, 7)=1/6+ (pom"2+pom) /2;
tree (i, =—1/3—pomA2—2*pom;
tree (i, 9)=7/6+ (pom”~2+3*pom) /2;
else

tree(i,7)=1/6+ (pom"2-pom) /2;
tree (i, 8)=2/3-pom"2;
tree (i, 9)=1/6+ (pom”2+pom) /2;



end stromy.m (2/2)
end

$pociatocne udaje - hodnota Q a shorrate v case 1
tree(1,10)=1;

tree(2,10)=tree(l,7) *exp (-urok(1l,1) *dt);
tree(3,10)=tree (1, 8) *exp (-urok (1,1)*dt);
tree(4,10)=tree (1, 9) *exp (- urok(l,l)*dt),
ddR=[dR 0 -dR];

P=exp (-2*urok (1,2) *dt) ;

Q=tree(2:4,10);

urok (2:4,1)=(ddR+1og (exp (ddR) *Q/P) /dt) '
$ratam Qij od casu 1

i=2; zz=tree(i,2);

while zz<period

clear pom; pom=zeros(l,jmax*2+1); y=1;
while (tree (i, 2)==2z2)
if tree(i,3)==Jjmax

pom (y)=pom(y)+tree(i,7) *tree(i,10) *exp (-urok (i, 1) *dt);
pom (y+1)=pom (y+1l)+tree(i,8) *tree (i, 10) *exp (-urok (i, 1) *dt);
pom (y+2)=pom (y+2) +tree (i, 9) *tree(i,10) *exp (-urok (i, 1) *dt) ;
elseif tree(i,3)==-jmax
y=y-1;
pom (y)=pom(y)+tree(i,7) *tree(i,10) *exp (-urok (i, 1) *dt);
pom (y+1)=pom (y+1l)+tree(i,8) *tree (i, 10) *exp (-urok (i,1) *dt);
pom (y+2)=pom (y+2) +tree (i, 9) *tree(i,10) *exp (-urok (i, 1) *dt) ;
y=y+1;
else
pom (y)=pom(y)+tree(i,7) *tree(i,10) *exp (-urok (i, 1) *dt);
pom (y+1l)=pom(y+1l)+tree (i, 8)*tree(i,10) *exp (-urok(i, 1) *dt);
pom(y+2)=pom(y+2)+tree (i, 9) *tree (i, 10) *exp (-urok (i, 1) *dt);
y=y+1;
end
i=i+1;
end
tree(i: (i+y),10)=pom(1l: (y+1))"
$ratam shortrate urok.mieru v case zz
zz=tree (i, 2);
ss=min (jmax, tree (i, 3));
dd=(-ss:ss) *dR;
O=pom (1: (y+1)) ;
P=exp (- (zz+l) *urok (1, zz+1) *dt);
urok (i: (i+y),1)=(-dd+log (exp (dd*dt)*Q'/P) /dt)
end
$ratam n-rate - celu term structure v kazdom uzle stromu
dh=1;
while (dh+1)<=period
i=2;
while (tree(i,2)+dh)<=period
poz=tree(i,4);
ul=urok (poz: (poz+2),dh) ;
u2=tree (i, 7:9) *exp (-dh*ul*dt) ;
urok (i,dh+1)=1/ (dh+1) /dt* (urok (i, 1) *dt-log (u2)) ;
i=i+1;
end
dh=dh+1;
end
%$kontrola nezapornosti pravdepod. a urok. mier
for i=1:node

for 1ii=7:9 if tree(i,ii1)<0 disp([i ii tree(i,ii)]); end

end

for ii=1: (period+1) if urok(i,ii)<0 disp([i ii urok(i,ii)]); end
end

end



% MARTIN GUZI 2003 max.m (1/3)
% OPTIMALIZACIA DLHOPISOV, diplomova praca

% pozn.: pred tymto programom je treba spustit 'stromy.m'

B = 100; $peniaze na zaciatku

alfa=1/130; $averzia k riziku

% DLHOPISY zadaj v tvare [FV C MAT]
clear dlhopis;

dlhopis(1,:)=[1 0 31;

dlhopis(2,:)=[1 0 5];

dlhopis(3,:)=[1 0 10];

pocet=length (dlhopis(:,1)); $pocet dlhopisov

node=1+3+5+min (3, jmax) *2+1; %pocet uzlov v strome (3 periody)

$CENA DLHOPISOV V CASE 0

for i=l:pocet
FV=dlhopis (i, 1)
MAT=dlhopis (i, 3);
C=dlhopis(i,2);
CF=[zeros (1,MAT-1) FV]; %cash flow dlhopisu
P=FV*exp (-MAT*urok (1,MAT) *dt); %cena dlhopisu v case 0
dlhopis (i, 4: (4+MAT))=[-P CF];

end

$GENERUJEM SCENARE
clear scenar;
i=2; cas=1l; y=5; S%predpoklad ze jmax Jje aspon 2
while tree(i,2)==1
for yy=4:6
scl=tree (i,vyy):;
for ii=4:6
scenar (cas, :)=[1 1 scl tree(scl,ii)]; cas=cas+l;
end
end
y=y+1l; i=i+1;
end

$RN PRAVDEPODOBNOSTI - RATAM PP SCENAROV
clear pp:;
for i=l:length(scenar(:,1))
pr=1;
for y=1:3
if (tree(scenar(i,y),4)==scenar(i,y+1))
pr=pr*tree(scenar(i,l),7);
elseif (tree(scenar(i,y),5)==scenar(i,y+l))
pr=pr*tree(scenar(i,1l),8);
else
pr=pr*tree(scenar(i,1l),9);
end
end
pp (1) =pr;
end

$GENEROVANIE NOVYCH PRAVDEPODOBNOSTI
clear pptree;
pup=0.25; % nastavenie pp prechodu do dalsieho uzla
pmid=0.5;
pdown=0.25;
for i=l:node

pptree (i, :)=[pup pmid pdown];
end
for i=l:length(scenar(:,1))

pr=1;

for y=1:3

if (tree(scenar(i,y),4)==scenar (i, y+1l))



pr=pr*pptree (scenar(i,1),1); max.m (2/3)
elseif (tree(scenar(i,y),5)==scenar(i,y+1l))
pr=pr*pptree(scenar(i,l),2);
else
pr=pr*pptree(scenar(i,1l),3);
end
end
pp (i) =pr;
end

$CENY DLHOPISOV V KAZDOM BODE STROMU PRI KAZDOM SCENARI
for yy=2:node
cas=tree(yy,2);
for i=l:pocet
MAT=dlhopis (i, 3);
FV=dlhopis (i, 1)
if cas==MAT price(yy,1i)=FV;
else price(yy,i)=FV*exp (- (MAT-cas) *urok (yy,MAT-cas) *dt) ;
end
end
end
clear price2; mozne ceny dlhopisov na konci 1 periody
clear price3; a na konci 2 periody
price3 (1l,1l:pocet)=zeros(l,pocet);
price2 (1, l:pocet)=zeros (1l,pocet);
for i=2:4
bl=price(tree(i,4),1l:pocet);
b2=price(tree(i,5),l:pocet);
b3=price(tree (i, 6),l:pocet);
for i1i=1:3
yy=tree (i, 3+1ii);
al=price (tree(yy,4),l:pocet);
az=price (tree(yy,5),l:pocet);
a3=price(tree(yy,6),l:pocet)
price3=[price3; al; a2; a3l;
end
price2=[price2; bl; b2; b3];
end
price3=price3 (2:1length(price3), :);
price2=price2 (2:1length (price2),:);

o\

o°

’

% MATICA Aeq - ROZPOCTOVE PODMIENKY
clear Aeq;

RAeqg(l,l:pocet)=dlhopis(:,4)"'; %cena v case 0
for i=1:3
Aeq(i+l,l:pocet)=price(i+l, l:pocet);
Aeqg(i+l, (i*pocet+l) : ((i+1) *pocet))=-(price(i+l, l:pocet));
Aeqg(it+4, (pocet+l) : (2*pocet) )=price2 (i, l:pocet);
Reqg (i+4, ((3+1i) *pocet+l) : ((4+1) *pocet) )=-price2 (i, l:pocet);
Reqg(i+7, (2*pocet+l) : (3*pocet) )=price2 (i+3, l:pocet);
Reqg(i+7, ((6+1) *pocet+l) : ((7+1) *pocet) )=-price2 (i+3, l:pocet);
Aeq(i+10, (3*pocet+l) : (4*pocet) )=price2 (i+6,1l:pocet);
Aeg (i+10, ((9+1) *pocet+1l) : ((10+1i) *pocet) )=-price2 (i+6,1l:pocet);
end

$MATICA H a f

clear ff; xx=1;
H=zeros (13*pocet, 13*pocet) ;
for 1i=1:9

for ii=l:pocet
ff((i-1)*pocet+ii)=pp (xx: (xx+2)) *price3 (xx: (xx+2),1ii);

end

poml=price3 (((i-1)*3+1):i*3,1:pocet);

pom2=poml"';

poml=[poml (1, :) *pp (xx); poml (2, :)*pp(xx+1l); poml (3, :) *pp (xx+2)];



H((3*pocet+i*pocet+l) : (4*pocet+i*pocet), max.m (3/3)
(3*pocet+i*pocet+l) : (4*pocet+i*pocet))=alfa*pom2*poml;
XX=xx+3;

end

f=[zeros (1l,4*pocet) ff];

% OTESTUJEME NEARBITRAZNOST UROKOVYCH MIER, matice A,b
clear A; xx=1; yy=1l;
for i=1:9
for 1ii=1:3
A(yy, ((3+1) *pocet+l) : ((4+1i) *pocet) )=price3 (yy, l:pocet);

yy=yy+1;
end
end
A(28,:)=-f;
b=[zeros (1,27) 1001"';
beg=[-B zeros(1,12)1"'; %na zaciatku mame B penazi

lb=zeros (13*pocet, 1) ;

§ ———mm OPTIMALIZACIA (linearna a kvadraticka)---------
% testovanie nearbitraznosti urokovych mier v strome
[x,fval,exitflag,output]=linprog(-£f,-A,b,Aeq, beq);

% LP - maximalizujeme ocakavany vynos
[x,fval,exitflag,output]=linprog(-£,[],[],RAeq,beq, 1b);

if exitflag<l disp('optimalizacia neuspesna');end

x1l=x; ffl=-fval; ol=output;

% QP - maximalizujeme uzitocnost pre danej miere rizika - alfa
[x,fval,exitflag,output]=quadprog(H,-£,[]1, [],RAeq,beq,1lb);

if exitflag<l disp('optimalizacia neuspesna');end

x2=x; ff2=-fval; o2=output;

% QO0+SP - povolene kratke pozicie

options=optimset ('TolPCG',0.001); % nastavenie presnosti optimalizacie
[x,fval,exitflag,output]=quadprog(H,-£,[]1,[]1,Req,beq, []1,[]1,[],0ptions);
if exitflag<l disp('optimalizacia neuspesna') ;end

x3=x; ff3=-fval; o3=output;

yy=4*pocet+l;

zzl=zeros (1,27); zz2=zz1; zz3=zz1;

for i=1:27
zz1 (i)=price3 (i, l:pocet) *x1 (yy: (yytpocet-1));
zz2 (i)=price3 (i, l:pocet) *x2 (yy: (yytpocet-1));
zz3 (1) =price3 (i, l:pocet) *x3 (yy: (yy+pocet-1));
if mod(i,3)==0 yy=yyt+pocet; end

end

%$ODCHYLKA/ROZPTYL

ochl=0; och2=0; och3=0;

el=zzl*pp'; e2=zz2*pp'; e3=zz3*pp';

for i=1:27
ochl=ochl+pp (i) *(zzl (1) -el)"2;
och2=och2+pp (1) *(zz2 (1) -e2) "2;
och3=och3+pp (i) * (zz3 (1) -e3) "2;

end

ochl=sgrt (ochl) ;och2=sqgrt (och2) ;och3=sqrt (och3) ;
disp('LP!>odchylka: Vynos: uzitocnost: v casel:"');
disp([ochl zzl*pp' ffl x1(l:pocet)']l);

disp ('QP!>odchylka: Vynos: uzitocnost: v casel0:");
disp([och2 zz2*pp' ff2 x2(l:pocet)']);

disp ('QP+SP!>odchylka: Vynos: uzitocnost: v casel:");
disp([och3 zz3*pp' ff3 x3(l:pocet)']);

disp('alfa:");

disp(l/alfa);

% vynosy

[pp' zzl' zz2' zz3']
if ~(sum(pp)==1) disp('pravdepodobnost nesedi!!");end
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