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Uvod

Vzt’ah medzi ekonémiou a fyzikou ma dlhi a zaujimavi histériu. V minu-
losti boli vynimocni ekonémovia inspirovani principmi Newtonowskej fyziky
a Statistickej mechaniky, prit’ahovani tispechmi tychto teérii. Aplikaciou uzi-
tocnych metdd statistickej fyziky a nelinedrnych dynamik na makroekonomi-
cké modelovanie a analyzy finan¢nych trhov vznika novy odbor - ekonofyzika.
Zahtna nové pohl'ady na problematiku a tak nachadza zaujimavé zistenia,
medzi ktoré patri aj vyskyt mocninovych zakonov.

Cielom diplomovej prace je poskytnut’ sihrnny pohl'ad na mocninové
zakony, ktoré sa nachadzaji v ekonoémii a financiach. Najmé tych, ktoré
charakterizuju teériu firmy. Dalej struéne prezentovat’ modely, ktoré pontika-
ju nahliadnutie na rastové procesy firmy, a simuldciami niektorych z tychto
modelov overit’ empiricky ziskané vysledky:.

Praca je clenend do troch kapitol:

Prvd kapitola obsahuje struény uvod do problematiky ekonofyziky, pre-
hl'ad statistickej fyziky ako jej hlavného néastroja, pretoze ekonofyzika apliku-
je prave metédy Statistickej fyziky na problémy ekonémie a financii. Dalej
uvedieme zakladne typy mocninového rozdelenia a priklady jeho vyskytu z
oblast{ mimo ekondmie.

Druha kapitola zahina priklady mocninovych zakonov v ekonémii a fi-
nanciach ako rozdelenie bohatstva a prijmov, fluktuaciami na burze, analyzu
fluktuacii rychlosti rastu hrubého domaceho produktu s porovnanim s ras-
tovymi dynamikami pre firmu.

Tretia kapitola sa zaobera tedriou firmy a je ¢lenena do troch cati:

V prvej casti prezentujeme empirické vysledky pre firmu, chapanu ako
komplexny systém navzajom posobiacich podjednotiek, vychadzajic z pred-
pokladov Gibratovho modelu.

V druhej ¢asti predstavime niekol'ko vysvetl'ujucich modelov, ktoré slizia
ako spojivo medzi vysledkami ziskanymi empiricky a skutocnost’ou.

V poslednej casti sa venujeme simulaciam dvoch vybranych modelov, hie-
rarchického modelu a modelu 5, kvoli jednoduchej ilustracii pritomnosti em-
pirickych vysedkov vo vystupe modelu.



Kapitola 1

Uvod do ekonofyziky

V tejto kapitole predstavime pozadie ekonofyziky ako aj statistickej fyziky,
pretoze prave metédy Statistickej fyziky su hlavnym néstrojom aplikovanym
na ekonomické problémy. Dalej struéne uvedieme zdkladné druhy mocni-
novych zakonov a ich priklady nachdadzajice sa vo fyzike.

1.1 Statisticka fyzika

Vedecky pokrok vo fyzike v minulom storo¢i ndm umoznil nahliadnut’
za oponu zakladnych zakonov prirody, popisujucich spravanie sa atémov,
molekl, elektronov a d’alsich, dokonca subjadrovych ¢astic. Vieme napriklad
predpovedat’, ¢o sa stane so sustavou dvoch, alebo troch atémov, ak pozname
presné zaciatoéné podmienky. Dobre rozumieme elektromagnetickym silam,
ktoré medzi takymito atémami posobia, pozname zakladné zakony kvantove;j
mechaniky.

To nés moze viest’ k zaveru, ze nasa znalost’ zdkonov fyziky na mikros-
kopickej urovni by mala postacovat’ na to, aby sme mohli v principe pred-
povedat’ vlastnosti I'ubovol'nej makroskopickej sustavy castic, za predpok-
ladu, ze pozname vSetky atéomy, z ktorych je zlozena. Takyto zaver je vSak
prehnane optimisticky. Takéto studium mikroskopickych vlastnosti vsetkych
castic systému cez ich simulacie by nam poskytlo len ich kvantitativny popis,
a nas zaujima najma popis kvalitativny. Vo fyzike musela vzniknut’ nova dis-
ciplina, ktord bola schopna dat’ uspokojivi odpoved’. Nazyva sa statistickd
fyzika.



Statisticka fyzika je cast’ teoretickej fyziky, ktorej tlohou je §tidium
fyzikalnych objektov tvoriacich stibor mechanickych systémov v rovnovaznom
stave. Pretoze pocet stupnov vol'nosti Statisticky definovaného objektu je
velmi vysoky, a teda fyzikalne stavy jednotlivych systémov v stbore sa
nedaju priamo pozorovat’, nemozno udat’ pociatocné podmienky potrebné
na konkrétne rieSenie. Namiesto riesenia sa teda definuje vhodnd metoda
na urcenie rovnovazneho stavu; pomocou poctu konfiguracii stavov jeho el-
ementov - mikrostavov, ktoré podmienuju urcity stav objektu ako celku -
makrostav.

V statistickej fyzike existuju tri druhy statistickych metéd v silade so
vseobecnymi vysledkami odvodenymi v roku 1922 C.G.Darwinom a R.H.
Fowlerom.

Metoda klasickej Statistiky pochddza od L.Boltzmanna, na konkrétne fyzi-
kalne problémy uplatiiuje zakony klasickej mechaniky. Pouzil ju najméa J.C.
Mazwell, preto sa klasicka Statistika nazyva aj Boltzmann - Maxwellovou
Statistikou. Gibbsov zdkon kanonického rozdelenia je Specidlny pripad kla-
sickej Statistiky.

Dalsie dva druhy metéd maji kvantovy charakter, to znamend, ze pri
studiu vlastnosti elementov fyzikalnych objektov uplatnuju zakony kvantove;j
mechaniky. Zasady symetrickej kvantovej Statistiky objavil D. Bose. O jej
pouzitie sa zaslizil najméa A. Finstein. Tato Statistickda metéda sa nazyva
Bose-Einsteinova. [jspeéne sa uplatnuje najmé pri studiu elektomagnetického
ziarenia v rovnovaznom stave. Antisymetrickd kvantovd Statistika pochadza
od E. Fermiho a P.A.M. Diraca a nazyva sa Fermiho-Diracovou statistikou
a pouziva sa najmaé pri vyskume vlastnosti elektrénov v kovoch, a pri studiu
elektrénového plynu v okoli jadra atému.

1.2 Ekonofyzika

Statisticka fyzika sa za posledné roky dost’ zmenila, prace zo 60. a 70.
rokov poskytli fyzikom nové néastroje na Studovanie podstaty. Preto zacali
aplikovat’ metody sStatistickej fyziky na biofyziku, medicinu, geomorfologiu,
geoldgiu, evoliciu, ekologiu alebo meteorolégiu. Niektoré skupiny fyzikov sa
zamerali na problémy ekondmie a financii. Pouzivanie metéd a konceptov
Statistickej mechaniky a termodynamiky sa prejavuje ako plodné, az do takej
miery, ze vznika nové Specifické pole vyskumu zvané ekonofyzika.



"Verim, zZe mikroskopické simuldcie trhu zohrdavaji v ekonomike a
financidch déleziti ilohu. Ak na jej vysvetlenie treba 'udi mimo
ekonomiky a financii - mozno fyzikov - nebude to po prvykrdt ked’
neekonomouvia spravili znacné pokroky v tejto oblasti.”

Z listu laureata Nobelovej ceny za ekonémiu Harry M. Markowitza ’ekono-
fyzikovi’ Dietrichovi Staufferovil.

Ekonofyzika sa snazi pochopit’ a vysvetlit’ ekonomické problémy pomo-
cou matematickych nastrojov Statistickej fyziky. Zaujimaji sa o distribuciu
bohatstva a prijmu, rastu sieti a organizaci, 'termodynamiku’ teenagerského
tehotenstva a vyvijaju jednoduché modely adaptativne sa spravajicich agen-
tov v konkurené¢nom prostredi.

Dalej sa venuju statistikdm finanéného trhu a to najmé preto, ze finanéné
trhy produkuji obrovské mnozstvo kvalitnych dat a si miestom, kde sa
nachadzaju financné prostriedky.

Ekonofyzické néstroje si vhodnejsie na Studovanie dynamiky priemyslove;j
sut’aze, ale z tejto oblasti nie su potrebné data.

1.3 Mocninové zakony

Pri mocninovych zakonoch, vzdy malé udalosti si extrémne bezné a
naopak, vel'ké udalosti su extrémne nahodné. Tieto vlastnosti sa pripisuju aj
Zipfovmu a Paretovmu zakonu, preto je potrebné uviest’ rozdiel medzi nimi...

Zipfov zdkon sa obycajne vzt’ahuje na vel'’kost’ y nastatia javu relativneho
k jeho poradiu r. George Kingsley Zipf, profesor linguistiky na Harvarde, sa
snazil urcit’ frekvenciu pouzitia slov v anglickom texte pre tretie, 6sme alebo
sté najbeznejsie slovo. Zipfov zdkon hovori, ze velkost’ r-tého najvécsieho
nastatia javu je nepriamotimerné jeho poradiu s h blizko 1

Y~ o

Pareto sa zaujimal o rozdelenie prijmov. Namiesto toho, aky je r-ty na-
jvacsi prijem, sa snazil uréit’ kol'ko I'udi ma prijem vécsi ako x. Paretov zdkon
je dany v tvare kumulativnej distribucnej funkcie:

P(X >z)~a"

Lwww.econophysics.org



teda hovori, ze existuje iba par multi-miliardarov, ale vac¢sina I'udi ma len
skromny prijem.

Mocninové rozdelenie urcuje pocet 'udi, ktorych prijem je presne x. Je
to pravdepodobnostnd distribuéna funkcia, asociovana s kumulativnou dis-
tribu¢nou funkciou danou Paretovym zakonom, ¢o znamené

P(X =) ~ o~ *H) = gm0

teda « = 1 + k je exponent mocninového rozdelenia, kde k je parameter
Paretovho rozdelenia.

Mocninové zakony charakterizujui subor skalovo invariantnych komplex-
nych systémov, a si univerzalne, samopodobné a do vel'kej miery si nezavislé
od mikroskopickych vlastnosti systému.

Skdlovd invariancia zjednodusene znamena, ze bez nejakej inej vizuélnej
stopy, nemozeme povedat’, ¢i sa pozerame na nieco malé z blizka, alebo nieco
vel'ké z vicsej vzdialenosti.

Treba este poznamenat’, Ze na prepojenie medzi kinetikou na jednej strane,
derivaciami a integralmi zlomkového radu na druhej, slizia nahodna prechadz-
ka a diftzia.

Nahodnd prechadzka predstavuje bod, pohybujici sa na priamke, a to tak,
ze v kazdom danom case sa pohne o krok diiky a v niektorom z dvoch smerov.
Potom rozmiestnenie po mnohych krokoch, ¢o reprezentuje dlhy casovy usek,
je Gaussovho rozdelenia. Najjednoduchsi model veduci k normadlne;j difizii je
nahodna prechadzka. Normalnu difiziu nachadzame uz v analyzach trhovych
fluktuacii L. Bacheliea z roku 1900.

Pri spojitej nahodnej prechddzke sa pohyb realizuje v ktoromkol'vek case.
Casové intervaly medzi naslednymi krokmi si popisané rozdelenim caka-
nia v (t), ktoré sposobuji mozné prekazky a pasce, odkladajice skok ¢astice
(reprezentujui paméit’ové efekty pohybu).



1.4 Priklady mocninovych zakonov vo fyzike

Mnoho pozorovanych prikladov sa sprava podl'a univerzalneho mocni-
nového zakona prave v okoli kritického bodu, ¢o je spojené so skalovou in-
varianciou, pretoze charakteristicka skala fyzikalneho systému v kritickom
bode je nekonecno, ¢o vedie k samopodobnosti, a invariantnym fluktuaciam.

Najznamejsi priklad mocninovych zakonov vo fyzike je fdzovy prechod,
kde systém prechéddza s neusporiadaného stavu do stavu usporiadaného.

Napriklad chladenie vody, pri prechode cez 0 °C' nastava singularita a
dochédza k zmene systému z vody na T'ad.

Prechod magnetu cez Curieho teplotu je d’alsim prikladom fazového pre-
chodu, pri ktorom sa feromagneticka latka stava paramagnetickou. Stratu
feromagnetickych vlastnosti mozno vysvetlit’ tak, ze elementdrne magnety
(spinové magnetické momenty elektrénov), ktorych magnetické momenty boli
povodne rovnobezné, ziskavaju zvysovanim teploty taku energiu, ze sa ich
rovnobeznost’ narusi.

Dalsim prikladom je turbulencia plynov, kde statistiky rychlostného pol'a
maju skalovo invariantné vlastnosti, vysokého stupna nezavislosti od vlast-
nosti vstreknutého plynu.

Napriklad pravdepodobnostné rozdelenie populédcie miest na svete sa spra-
va podl'a vSeobecného pravidla N(w) oc w7 kde N(w) je pocet miest s
populaciou w a parameter mocninového rozdelenia o ~ 1.

Priklady empirickych rozdeleni vel'kosti, ktoré sa spravaju podl'a moc-
ninovych zakonov z inych oblasti si napriklad vel’kost’ ¢astic piesku, dopad
meteorov na Mesiac, pocet druhov na rod kvitnicich rastlin, frekvencia slov
v dlhych vetdch alebo vypdlené lesné plochy atd’.



Kapitola 2

Priklady mocninovych zakonov

v ekonomii

V 19. storoé¢i si boli ekonémovia isti, ze kazda spolocnost’ bude mat’
jedinecné rozdelenie bohatstva, zavisiace na detailoch jej ekonomickej struk-
tury. Ale v roku 1897, inzinier narodeny v Parizi, Vilfredo Pareto, poprel ich
ocakavania. Podl'a neho nielenze vel'mi bohatd histka I'udi drzi va¢sinu bo-
hatstva, ale aj matematickd forma rozdelenia je rovnaka vsade, len exponent
je rozny v rozmedzi 2 az 3.

Stidiom rozdelenia roénych prijmov zistil, Ze relativny pocet jednotlivcov
s rocnym prijmom vacsim ako dand hodnota w je imerny mocnine w:

Qw) ~w™*

Iny sposob prepisania tohoto vzt’ahu je pomocou pravdepodobnosti P(w)dw
toho, ze dand osoba ma prijem z intervalu (w, dw):

P(w)dw ~ w1 dw

Dalsia moznost’ je pomocou funkcie prijmu W(n) pre rozne osoby s kle-
sajucim poradim, teda W (1) je prijem osoby, ktord mé najvyssi prijem, W (2)
je druhy najvyssi prijem ... potom:

W(n) ~ na
Graf pre W (n) s logaritmickou mierkou zobrazuje priamu ¢iaru so sklonom
_1

o



2.1 Rozdelenie bohatstva

V poslednom case sa mnoho prac zameralo prave na rozdelenie bohatstva
a prijmov. Na zdklade dat dedi¢skej dane pre rok 1996 pre Velku Britaniu
vypracovali Adrian Dragulescu a Victor M. Yakovensko [4] $tidiu zameranu
na kumulativne pravdepodobnostné rozdelenie bohatstva

_pocet l'udi, ktorych bohatstvo je vicsie ako w

N(w) (2.1)

celkovy pocet ludi

Na aproximovanie dét pouzili dva spdsoby: mocninovy zdkon N(w) o
1/w®, a exponencidlny zdkon N(w) o exp(—w/W). Tieto rozdelenia su
charakterizované exponentom « a "teplotou’ W. Zodpovedajice hustoty prav-
depodobnosti P(w) = —dN (w)/dw, su tiez mocninovy, resp. exponencialny
zakon.

Z obrazku mozeme vidiet’, Ze bohatstvo je dobre aproximované v log-log
skale pre hodnoty vécsie ako 100k£ mocninovym rozdelenim s exponentom
a = 1.9, a v log-linedrnej skale pre hodnoty do 100k £ exponencialnym rozde-
lenim s teplotou Wy g = 59.6k £.

100 United Kingdom, IR data for 1986 United Kingdom, IR data for 1096
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Obr. 2.1 Rozdelenie bohatstva pre UK, Lorenzova krivka.

Obréazok vpravo reprezentuje Lorenzovu krivku pre rozdelenie bohatstva,
ktora znazornuje kumulativnu populaciu a kumulativne bohatstvo. Gini-
ho koeficient, ktory odzrkadl'uje nerovnost’ rozdelenia bohatstva, tj. pomer
plochy nad krivkou ku ploche trojuholnika, nardstol zo 64% na 68% v rokoch
1984 — 1996.
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2.2 Rozdelenie prijmov

Pozrime sa teraz na rozdelenie prijmov. Pre nizsie prijmy, dostavame pre
roky 1994/95 — 1998/99 rozne teploty exponencidlneho rozdelenia N(r) o
exp(—r/R), a to RQUSI/(Q = 11.7kL (ostatné dostaneme prendsobenim R?]SI/(Q
faktormi 0.903, 0.935, 0.954, a 0.943). Co zahfna takmer 95% prijmov. Vyssie

prijmy aproximuje mocninové rozdelenie N(r) oc r~® s exponentom o« =
2.0 —2.3.

United Kingdom, IR data for 1994- 1295 United Kingdom, IR data for 19941985
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Obr. 2.2 Rozdelenie prijmov UK.

Tieto vysledky kvalitativne stuhlasia so studiou Cranshawa, ktory vsak
aproximoval nizsie prijmy Gamma rozdelenim

I'(r) < r’ exp(—r/R).

Stiidiu japonskych dat sa venovali Ayoama et al. [5]. Aproximovali vyssie
hodnoty prijmu s > 20 millionov yenov pomocou zdkona r o< s~ 1%, Rozde-
lenie dane z prijmu sa da popisat’ ako r o< t72%, kde t je dafi v miliénoch
yenov. Je vel'mi blizke rozdeleniu prijmov, ¢o implikuje proporcionalitu dani
voci prijmu, ¢t = 0.30s. A teda rozdelenie dani z prijmov mozeme vyjadrit’ v
tvare r oc 5729 pre 10 < s < 10%.

Zaujimavé na rozdeleni bohatstval je prave miera nerovnosti. Pre Spo-
jené staty americké, Vel'’ku Britdniu a zapadnd Eurépu plati pravidlo, ze 20%
I'udi vlastni 80% celkového bohatstva, ¢o zaznamenal uz V. Pareto.

LAk vés tato problematika zaujala, odporicéame vam pozriet’ si diplomovi pracu Braia

Saxu.
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Ekonomicka tedria predpoklada, ze trh je v rovnovahe a agenti sa spravaju
perfektne raciondlne, ale tieto predpoklady nie st v skuto¢nom svete splnené.
Preto je mozné, ze ekonémickej tedrii sa nedari za predpokladu rovnovahy
vysvetlit’ spominané nerovnosti. Prave preto sa mnoho ekonofyzikov snazi
vyvinut’ jednoduché modely ¢o najblizsie odrazajuce realitu.

2.3 Rozdelenie fluktuacii na burze

Fyzika, a zvlast’ statistickd fyzika, sa dlho zameriavala na objavovanie
univerzalnych vlastnosti v zdanlivo nesuvisiacich systémoch. Financné trhy
reprezentuji komplex mnohych vzajomne posobiacich agentov. Preto je pri-
rodzené pytat’ sa ¢i trhy vykazuji akékol'vek Statistické struktiury pribuzné
vlastnostiam fyzikalnych komplexnych systémov. Trhy produkuji vel'’ké mnozst-
vo vysokofrekvenénych dat pre cenové pohyby. Nakonec existuje aj pragma-
ticky dovod, ciel’ zisku z pohl'adu na trzni mechaniku.

Stddium finanénych trhov fyzikmi mé hlboké historické korene. Zacina
uz 1900 slavnymi tézami Louisa Bacheliera "Spekulativna teéria”, v ktorych
rozvinul koncept Brownovho pohybu pre ceny na burze, skor ako bola prezen-
tovana slavna Einsteinova tedria z roku 1905.

Moderna verzia tejto tedrie sa bezne pouziva vo finané¢nej literatire. Urcu-
je Gaussovo rozdelnie pre fluktuacie na finanénom trhu, aj ked’ je vSeobec-
ne zname, ze chvosty rozdelenia su t’azsie ako Gaussove. Sihlasne s tymto
tvrdenim koeficient Brownovho pohybu nie je konstantny, ale sam je stocha-
stickou premennou. Znamy model bol prezentovany Stevom Hestonom.

Dow-Jones data, 1982-2001

Dow-Jones Index

82 84 86 BA 90 92 94 S5 98 00 02
Year

Obr. 2.3 (a) Vyvoj Dow-Jonesovho indexu potas rokov 1982-2001.

Dragulescu a Yakovensko [7] zderivovali pravdepodobnostné rozdelenie
cenovych zmien Hestonovho modelu kvoli porovnaniu s datami.
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Logaritmus vynosov = = In(S3/5), je logaritmus pomeru cien v dvoch
roznych momentoch ¢asu t5 a t1, s odratanim priemerného rastu trhu. Pravde-
podobnostné rozdelenie P;(z) zavisi od ¢asového rozdielu ¢t = ty — ¢y, ktory
je zaznamenany v obrazku.

Dow Jones data, 1982-2001
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Obr. 2.4 Pravdepodobnostné rozdelenie logaritmov vynosov pre Dow-Jonesov index.

Krivky zobrazuji Dragulescovu a Yakovenskovu aproximaciu dat, deriva-
ciou pravdepodobnostnej funkcie Hensonovho modelu, zalozenej na geomet-
rickom Brownovom pohybe.

Chvosty In P,(x) si rovné ¢iary, ¢o znamend, Ze si exponencidlne v x.
Pre malé ¢asy t je rozdelenie tizke a chvosty st takmer vertikdlne. S rasticim
casom sa rozdelenie rozsiruje.

2.4 Fluktuacie rychlosti rastu hrubého domace-

ho produktu

Analyze fluktudcii hrubého domaceho produktu (HDP) sa venovali Y.
Lee, L.A.N. Amaral et al. [8], ktori studovali 152 ekonomik pocas rokov 1950
az 1992. Zistili, ze

e rozdelenie roénych rychlosti rastu pre krajiny s danym HDP je konzis-
tentné pre urcité obory s exponencidlnym rozkladom;

e Sirka rozdelenia sa sprava podl'a mocninového zakona s exponentom
6~ 0.15.

Obidve zistenia prekvapivo zodpovedaji vysledkom pre rychlost’ rastu
firmy. Len maélo analdgii sa nachadza medzi ekonomikou a firmou, okrem

13



toho, ze su obe chapané ako komplexny systém pozostavajici z navzijom
posobiacich jednotlivcov.
Najprv studovali rozdelenie logaritmov HDP p(logG), ktoré je sihlasné s
Gaussovym rozdelenim, ¢o implikuje ze P(G) je rozdelené log-normélne.
Rozdelenie roénych rychlosti rastu r; = log(Gy11/G:) je exponencidlne

tvaru
. 1 \/§ |’I“ 1 — T'_l‘
p(ri) = exXpl\ ———
\/500 go
10’ T T T
u 195092 Data (a}
* 1950-92 Data Exponential Fit
" Gaussian Fif
o’
-1
& =
< o’
1
10-—0.15 —0?10 —UTOS 0.‘00 0.‘05 D.‘10 0.15

. . . . |
7.0 20 an 10.0 .0 120 130 -
log G 1

Obr. 2.5 (a) Pravdepodobnostné rozdelenie logaritmov HDP, pre odtrendované ddta. Zobrazené
st priemery potas rokov 1950-1992. Rozdelenie je staciondrne pre rézne roky. (b)Hustota prav-

depodobnosti roénej rychlosti rastu, priemerné rychlosti rastu po€as rokov 1950-1992.

Standardng odchylka
o(G) ~ G,

s 0 = 0.15, je zobrazend na Obrazku 2.6, spolu s datami pre firmy, ktoré
predstavime v nasledujicej casti.

Vysledky kvantitativne stuhlasia s vysledkami pre rast firiem, ¢o dokumen-
tuje kolaps dat na tu istu krivku pre podmienent hustotu pravdepodobnosti
aj Standardni odchylku.

Teda da sa konstatovat’, ze rovnaké empirické zakony platia pre rastové dy-
namiky firmy aj ekonomik, a da sa aplikovat’ spoloény mechanizmus na obe
z nich.

Takéto zistenia vedu k dolezitému dosledku pre ekonomicky rast: Aj na-
priek tomu, ze vel'ké ekonomiky maju sklon rozdel'ovat’ sa na Sirsie pole eko-
nomickych aktivit, vedicich k malym relativnym fluktuaciam, pozorovany
stupen diverzifikacie je mensi ako keby bol ten proces linearny, ¢o zodpoveda
parametru § = 0.5.
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Tento efekt je kvantitativne rovnaky pre firmy aj ekonomiky, ¢o vytvara
zaujimavi moznost’, ze spolotny mechanizmus charakterizuje rastovia dy-
namiku ekonomickych organizécii s komplexnou vnitornou struktirou. Exis-
tencia univerzalneho mechanizmu, ktory podmienuje vSeobecné zakony,ktoré
st nezavislé od Specifickych vlastnosti systémov, vytvara podklad pre d’alsie
aplikacie fyzikalnych metod na problémy ekondmie.

Sales
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Standard Deviation
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Obr. 2.6 Test podobnosti pre vysledky rychlosti rastu firiem a ekonomik. Standardna odchyl-
ka rozdelenia ro¢nych rychlosti rastu firiem aj ekonomik. Pre firmy je pouZita hornd, a pre
ekonomiky spodnd mierka. Koeficient 3 je viditel'ne rovnaky, €o reprezentuje zobrazena pri-

amka.
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Obr. 2.7 Test podobnosti pre vysledky rychlosti rastu firiem a ekonomik. Skélovana podmienend

hustota pravdepodobnosti roénych rychlosti rastu firiem a ekonomik.
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Kapitola 3

Teéria firmy trochu inak

Tym, ze sa statisticki fyzici orientuju na problémy z ekonomickej oblasti,
dostavaju sa aj k otazke chédpania a charakteristik firmy:.

V klasickej mikroekonomickej teorii je firma charakterizovana produkénou
funkciou, ktord transformuje vstupy (précu, kapitdl a materidly) na vystup-
ny produkt. Dynamicky sa dajui chépat’ prepojenia produkcie medzi jed-
notlivymi obdobiami (periédami) s prihliadnutim na investicie do fyzického
kapitdlu a technologickych zmien (ktoré zodpovedaju investiciam do vysku-
mu a vyvoja). Zaujima ich ako sa firmy uéia v ¢ase o ich efektivite, relativnej
ku konkurentom, aby mohli vyvinut’ “bohatsiu teoriu firmy”.

V ekondémii jednotky tvoriace celkovy systém st navzdjom konkurujuce si
firmy. Vo vSeobecnosti maju firmy komplexni vnitorna struktiru, kazda fir-
ma sa skladé z oddeleni (podjednotky v kazdej jednotke). Toto charakterizuje
komplexny systém, ktory zaujima fyzikov.

3.1 Empirické vysledky

3.1.1 Zistenia

Ako zakladny podklad pre tedriu firmy predstavime pracu skupiny I'udi
Amaral, Buldyrev et al. [10], ktori analyzovali ddta pre Spojené staty americké
(USA) v rokoch 1974-1993.1

'Pozorovali d4ta priemyselnych verejneobchodovatelnych firiem USA od roku 1974 do

1993, zdrojom ktorych je Compustat - databdza vsetkych firiem USA. Informacie ziskavaji
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Nadvéazuju na pracu H. Simona a spol., ktori skimali stochastické vlast-
nosti dynamiky rastu firiem a R. Lucasa, ktory predpokladal, Ze rozdelenie
vel’kosti firiem zavisi od manazérskych schopnosti v ekonomike skor ako na
faktoroch, ktoré determinuju vel’kost” v konvenénej tedrii firmy:.

Zékladnymi vysledkami ich pozorovani dat pre firmy US st nasledovné
zistenia:

e Rozdelenie vel'kosti firiem sa pocas 20 rokov nezmenilo (exponencialne).
e Stredna hodnota a standardna odchylka ostali priblizne konstantné.

e Rozdelenie novovzniknutych firiem kazdy rok sa da dobre aproximovat’
log-normalnym rozdelenim.

Snazia sa odhalit’ objektivne empirické skalovacie regularity pre rast firiem,
ktoré by mohli slizit’ ako test pre modely rastu firiem. Zistili, ze:

e Rozdelenie logaritmov rychlosti rastu pre firmy s priblizne rovnakou
vel'kost’ou vykazujui exponencialny tvar.

e Fluktudcie rychlosti rastu (merané ako sirka tohto rozdelenia) sa spra-
vaju podl'a mocninového zdkona

gy ~ Siﬁ.

3.1.2 Gibratov model

Najvacsi pokrok v tomto smere spravil francizsky ekoném Gibrat, ktory
roku 1931 predstavil jednoduchy model vysvetl'ujici empiricky pozorované
rozdelenie vel'kosti firiem.

Uvazoval nasledujice predpoklady:

(i) rychlost’ rastu R firmy je nezavisla od jej velkosti (tj. zadkon propor-
cionélneho efektu),

(ii) po sebe nasledujice rychlosti rastu firmy si nekorelované v case,

(ili) firmy na seba navziajom neposobia.

z formuldrov pre US Securities and Exchange Commission.
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Matematicky sa da Gibratov model zapisat’ ako stochasticky proces:
St+At = St(]. + Et)

kde €; je nekorelované nahodné ¢islo z pevného rozdelenia a varianciou ovel'a
mensou ako 1 (zvyéajne z Gaussovho rozdelenia). Teda logaritmus S; sleduje
jednoduchi nahodni prechadzku, a pre dostatocne velké ¢asové intervaly
u > At, rychlosti rastu

- StJru

Ry
St

st log-normélne rozdelené.

Ak uvazujeme, ze vSetky firmy vznikli v priblizne tom istom ¢ase a maju
priblizne rovnaki pociatoénu vel'kost’, potom rozdelenie vel'kosti firiem je
tiez log-normalne.

Existuju vSak pozorovania, ktoré odporuji Gibratovym predpokladom.
Singh a Whitting merali fluktudcie ako standardni odchylku o4(S), ktord
klesa s rastucou vel'kost’ou firmy. Toto nie je prekvapivé, pretoze vel'ké firmy
maju vacsi sklon k rozdel'ovaniu sa. Pokles 7 s S nie je taky rapidny ako keby
firmy boli zlozené z nezavislo-konajucich pridruzenych oddeleni. To implikuje,
7e relativna standardnd odchylka klesa ako o (S) ~ S~1/2.

Situdcia strednej rychlosti rastu nie je takad jasnd, pretoze Singh a Wit-
thing pozorovali, ze rastie hladko s vel'’kost’ou firmy. Naopak Fvans a Hall zis-
tili, ze klesé hladko s vel'kost’ou firmy (pri pouziti inej definicie pre vel'kost’).
Dunne a kol. zdoraznuju efekt miery nedspechu firmy a efekt majitel'ského
stavu (jedno- alebo multijednotkové firmy) na vzt’ah vel'kosti a strednej
rychlosti rastu, kde pozorovali negativny vzt’ah, lebo redukcia ich miery
neuspechu premoze redukciu v raste uspesnych firiem.

Dalsia testovatelnd implikdcia Gibratového zdkona je, ze rychlost’ rastu
vel'kosti firmy je nekorelovand v case, no literatura nie je jednotna. Singh a
Whitting zistili pozitivnu koreldciu v prvom roku, ale Hall takito korelaciu
nezaznamenal.

3.1.3 Rozdelenie vel’kosti firiem

Na to aby sme mohli d’alej skimat’ rozdelenie vel’kosti firiem, je potrebné
definovat’ samotnu vel'kost’ firmy. Nie je to az také samozrejmé, pretoze firmy
produkuju rozne produkty, preto neexistuje univerzalna definicia pre vel’kost’
firmy, ale moze byt’ definovand ako jedna z nasledovnych mier: dolarova miera
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vystupu (objem trzieb), pocet zamestnancov, alebo miera vstupu (napr. nak-
lady na vyrobu; majetok, podnik a vybavenie, aktiva).

Dalej uvddzame pozorované vysledky pre objem trzieb (po tiprave HDP
cenovym defldtorom 1987).

Ked'ze zakon proporcionalneho efektu implikuje multiplikativny proces
pre rast firiem, je prirodzené studovat’ logaritmy trzieb. Teda definujeme

So = lnSO

kde Sy je velkost’ firmy v danom roku a S; vel'kost’ v nasledujicom roku.

Stanley zistil, ze log-normalne rozdelenie dobre aproximuje data pre USA
z roku 1993 a jeho vysledky potvrdili Hart a Qulton na vzorke priblizne
80,000 firiem z Vel'kej Britanie.
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Obr. 3.1 (a) Rozdelenie vel'kosti firiem pre roky 1974-1993. (b) Priemerné rozdelenie velkosti
v8etkych firiem, novovzniknutych a zaniknutych firiem.

Hustota pravdepodobnosti logaritmov vel'kosti pre kazdy rok je zobrazena
na obrazku 3.1. Je zrejmé, ze rozdelenie je priblizne stale pocas periddy, ¢o
je prekvapivé, pretoze neexistuje teoreticky podklad na takéto ocakavanie.
D4a sa predpokladat’, ze rast ekonomiky je podmieneny kompoziciou zmien
vystupu a vyvojom faktorov, ktoré ekonomovia zarad'uji medzi faktory ov-
plyviiujuce vel'kost’ firmy. Toto zistenie odporuje Gibratovému modelu, pre-
toze jeho stochasticky proces umoznuje aby sa rozdelenie v ¢ase rozsirilo.
Preto musime uvazovat’ d’alsie faktory, ktoré nie st zahrnuté v Gibratovom
modeli, ale povazujeme ich za dolezité.
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Prvym faktorom je wstup novych firiem. Rozdelenie vel'kosti novovznik-
nutych firiem je log-normalne s ocakavanym strednym poc¢tom novych firiem
omnoho mensim ako je stredny pocet vsetkych firiem. Ale nové firmy mozu
vzniknit’ aj spojenim dvoch predtym samostatne existujicich firiem, potom
ich velkost’ je vécsia ako vel'kost’ ktorejkol'vek povodnej firmy. Iny sposob
vzniku firiem moze byt’ rozpad vel'kej firmy na malé oddelenia.

Dalsfm faktorom nezahrnutych v Gibratovych predpokladoch je zdnik
firiem. Rozdelenie ich vel'kosti je dost’ podobné rozdeleniu velkosti vset-
kych firiem. Da sa preto predpokladat’, ze pravdepodobnost’ zaniku firmy
(splynutie, zmena mena, bankrot) je takmer nezdvislé od jej vel’kosti.

3.1.4 Rozdelenie rychlosti rastu a stredna rychlost’ ras-

tu

Rozdelenie p(ri|so) rychlosti rastu od roku 1974 do 1993 je zobrazené na
obr. 3.2 pre tri rozne pociatoéné vel'kosti. Daji sa dobre aproximovat’ "tent-
shaped form’, teda rozdelenie nie je Gaussovo, aké sme ocakavali z Gibra-
tovych vysledkov, ale exponencialne tvaru

1 V2|r1 — Ti(so)|

p(ri]so) = \/501(80) 1(50)

s t’azsimi chvostami (¢o presne dokazuje, ze nejde o Gaussovo rozdelenie).
Zistenia ukazuju, ze data kazdého rocného intervalu dobre fituju toto rozde-
lenie, len s malymi varidciami parametrov.
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Obr. 3.2 (a) Rozdelenie rychlosti rastu. (b) Strednd rychlost’ rastu.

Ekonémovia typicky Studuju vzt'ah strednej riychlosti rastu a velkosti
firiem regresiou rychlosti rastu na vel'’kosti, niekedy s pridanim kontrolnych
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premennych. Obrézok 3.2 vpravo zobrazuje 7(sg) ako funkciu sq pre niektoré
roky, ale data su prilis zaSumené, teda tam nie je zaznamenatel'na zavislost’
strednej rychlosti rastu na pociatoénej velkosti. Jednotlivé krivky odhadu-
je T(sg) ~ o, teda st umerné konstantam, ktoré maji mali vyznamnost’
(menej ako 1072) so znamienkom + podl'a roku.

Zo studie vyplyva, ze ak existuje nejaka zavislost’, je vel'mi slaba pre aky-
kol'vek obor velkosti, kde iné faktory, ako zaujatost’ vzorky voci tispesnym
firmam, mozu byt’ nepodstatné.

Vysledky sa nemenia ani ak uvazujeme iné definicie vel'kosti firmy.

Je vidiet’, ze Sirka rozdelenia rychlosti rastu, tj. standardnd odchylka
rychlosti rastu, klesd s nérastom sg, a teda oy(sg) je dobre aproximovatelna
zdkonom o (sy) ~ exp — s, ¢o implikuje (Sy) ~ So™ (vidime, ze data
potvrdzuju vzorce).

Paralelna analyza pre pocet zamestnancov ukazala, Ze rozdelenie rychlosti
rastu firiem a standardnd odchylka sa spravaju rovnako.
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Obr. 3.3 Pre rozne definicie vel'kosti firmy (a) strednd rychlost’ rastu, (b) $tandardnd odchylka
rychlosti rastu.

3.1.5 Univerzalita

Treba poznamenat’, Ze rovnice aproximujui rychlost’ rastu odvetvovo
odlisnych firiem.

Konvencna tedria firmy je zalozena na produkcnej technoldgii, ktorda meni
produkt na produkt, ale nepredpoklada, Ze proces riadiaci rychlost’ rastu
automobiliek moze byt’ rovnaky ako ten, ¢o riadi rychlost’” rastu napr. far-
maceutickej alebo papierenskej firmy.

Je to dolezité kvoli univerzalite nachddzajicej sa v Statistickej fyzike,
kde rozne systémy mozu byt charakterizované rovnakymi fundamentalnymi
zakonmi nezavisle od mikroskopickych detailov.
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Preto si firmy rozdelili do dvoch skupin rozdelenych podl'a SIC kédov?.
Dosiahnuté vysledky boli pre obe skupiny rovnaké ako vysledky pre celok,
teda potvrdili univerzalnost’ pre rozne druhy odvetvi.
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Obr. 3.4 (a) Standardn4 odchylka dvoch podskupin dét, (b) ¥kalovana hustota pravdepodob-

nosti.

V statistickej fyzike, sa Skalovanie fenoménu tohto druhu niekedy reprezen-
tuje graficky, zndzornenim vhodne skalovanej zavislej premennej ako funkcie
vhodne skalovanej nezavislej premennej. Ak skalovanie drzi, potom data pre
vel'ky obor hodnot parametra kolabuji na jedinu krivku. Na testovanie sicas-
nych dat pre takyto kolaps vykreslime skdlovani hustotu pravdepodobnosti

Pscal = \/50(30)]9(7“1 |30)7

ako funkciu skdlovanej rychlosti rastu

r—=r
Tseal = \/§7| ! 1|.
o (s0)

Data kolabuju relativne dobre na krivku Dscal = €XP —|T'scat-

?Kazd4 firma USA m4 priradeny SIC (Standard Industrial Classification) kéd podla

odvetvia.
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3.2 Vysvetlujice modely

V tejto ¢asti predstavime modely, ktoré by mohli umoznit’ nahliadnutie
na vznik univerzalnych zakonov pre dynamiku firmy. V tychto modeloch sa
na zaklade redlnych predpokladov podarilo ziskat’ vysledky porovnatelné s
empirickymi vysledkami z predchadzajticej casti.

Najprv uvadzame Model 1, v ktorom je rychlost’ rastu firmy ovplyvnena
tendenciou dosiahnut’ optimélnu velkost’ [11]. Tento model vedie k expo-
nencialnemu rozdeleniu logaritmov rychlosti rastu v stihlase s empirickymi
vysledkami.

Hierarchicky stromovy model firmy, ktory umoznuje relativizovat’ dva
parametre k exponentu (3, ktory opisuje zavislost’ standardnej odchylky rozde-
lenia rychlosti rastu na vel'kosti.

Suttonov model pomocou Statistickej fyziky ziskava dodatoéné predpovede,
ktoré mozu byt’ porovnavané s empirickymi vysledkami. Rozdelenie preskalo-
vanej rychlosti rastu 7(v) je asymptoticky Gaussove v stilade s empirickymi
vysledkami.

K nemu alternativny model urcuje, ze rozdelenie velkosti sub-sektorov
je mocninové, a ze sa da analyticky odvodit’ hodnota exponentu ( a tvar
rozdelenia.

Model 5 dynamicky buduje roznorodud Struktiru mnohych oddeleni, re-
produkujuc fakt, ze typicka firma prechadza sériou zmien v organizacii, pre-
rastajic z jedného oddelenia na mnoho oddeleni, mnoho-vyrobkovi firmu.
Model zachytava empirické pozorovania pre vel’ky rozsah hodnot parametrov
a ponika mozné vysvetlenie pevnosti empirickych vysledkov.

3.2.1 Model 1

Tento model sa snazi najst’ jednoduchti hodnoverni modifikaciu Gibra-
tovych predpokladov, ktora by viedla k exponencialnemu rozdeleniu rychlosti
rastu firmy. Toto dosiahneme vynechanim predpokladu (ii) nekorelovanych
rychlosti rastu, a uvazovanim, ze nasledovné rychlosti rastu si korelované
takym sposobom, Ze velkost’ firmy konverguje k optimalnej vel'kosti S*.
Tato hodnota je blizka hodnote minimélneho bodu na krivke priemernych
nékladov z konvencnej ekonomickej tedrie, a moze sa menit’ len pomaly (v
rokoch).

Ak d’alej uvazujeme firmy s pociatocnou vel'kost’ou Sy, potom velkost’ firmy
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sa v Case meni, ale zostava v okoli S*. V jednoduchom pripade, rastovy proces
ma konstantni spatni tendenciu, napr.

Sthu kE(1+e), Sp<S%
S, %(1+et), S; > S*,
kde k je konstanta vécsia ako 1 a € je nekorelované Gaussovo ndhodné ¢islo
s nulovou strednou hodnotou a varianciou o.?> < 1. Tieto dynamiky si v
ekonomike nazyvané regresia smerom k strednej hodnote.
Prepisanim do tvaru logaritmov, dostavame

Terar — 1 = —Ink sgn(ry — ") + In(1 + &)

kde r* = log g—o Dalsfmi dpravami dostdvame pre velké casy ¢t > At, ze

rychlost’ rastu je rozdelend podl'a Boltzmannovho rozdelenia

Ink 2Ink|ry — r*|
p(r1]se) = i Ul B S

€ 0-6

Teda dostdvame rovnicu s r(sg), a

o2

0'1(50) = m

Tento model nevysvetl'uje zistenia o mocninovej zavislosti standardne;j
odchylky rychlosti rastu vel'kosti. Preto v nasledujicej ¢asti analyzujeme hie-
rarchicky model manazmentu, ktory moze vysvetlit’ tiito mocninovu zavis-
lost’.

3.2.2 Hierarchicky model

Virtudlne vsetky firmy maju hierarchicktd rozhodovaciu struktaru. Pri-
jateInym vysvetlenim jednoduchého zakona riadiaceho rychlost’ rastu vset-
kych firlem moze byt’, ze rastovy proces je urCovany vlastnost’ami man-
azérskych hierarchii. Co sa zameriava viac na technolégiu manazmentu ako
na technoldgiu produkcie ako zaklad pochopenia rastu firmy pripominajuic
Lucasov model rozdelenia vel'kosti firiem.

Firmy chdpeme ako pozostavajice z mnohych obchodnych jednotiek. Te-
da vel'kost’ firmy je dana sumou vel'kosti jednotiek firmy, a nie ich nasobenim,
preto je vhodné sledovat’ standardni odchylku ro¢nych zmien vel'kosti firiem
a nie logaritmus rychlosti rastu.
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Predpokladajme, Ze firma na zaciatku kazdej periédy je zlozena z jed-
notick rovnakej vel'kosti. Preto firma s velkost'ou Sy ma N = Sy/€ jed-
notiek, kde & = % Zililfi je priemerna vel'kost’ jednotky a &; je vel'kost’
jednotky i. Dalej predpokladdme, Ze roénd zmena vel’kosti d; kazdej jednotky
je z pevného rozdelenia, s nulovou strednou hodnotou a varianciou A, ktora
je nezavisla na Sy. Musi platit’, ze A < 52, aby sme zaistili, ze jednotky
zostanu pozitivne. Preto je potrebné aby sa firma na zaciatku kazdej periody
reorganizovala takym sposobom, aby jednotky mali rovnaki velkost’ a tym
zaistili predchéadzajicu podmienku.

Ak ro¢né zmeny vel'kosti roznych oddeleni st nezavislé, potom model je
trividlny. Ked'ze (6;) = 0, mdme

(S1) = So+ Z@) = So,
k=1

d’alej

(S1%) :< (So +) 52-) > =S"+ > ) (8:6;) = So® + NA,

i=1 j=1
a teda pre varianciu dostavame

22(5’0) - NA — So§ ~ S().

Vyuzitim faktu, ze $(Sp) ~ So'™?, dostdvame 3 = 1/2. Pozorovania viak
ukazali omnoho mensiu hodnotu 3, ¢o znamena pritomnost’ silnych pozitiv-
nych korelacii medzi jednotkami firmy.

Preto uvazujeme hierarchicky model, kde hlava stromu reprezentuje hlavu
firmy, ktorej politika prechadza na nizsiu droven, a tak d’alej az na konecné
jednotky v poslednej urovni, ktoré konajui podl'a danej politiky. Tieto jed-
notky maji opat’ stredni velkost’ & = % Zf\il & a rocnu zmenu s nulovou
strednou hodnotou a varianciou A.

Dalej predpokladdme, ze uzly kazdej drovne, okrem poslednej, st spojené
s presne z jednotkami z nizSej urovne. Potom pocet jednotiek N je rovny z",
kde n je pocet trovni.

Ak sa hlava firmy rozhodne pre politiku, podl'a ktorej by kazdd jednotka
v najnizsej urovni mala zmenit’ svoju vel'kost’ o dy, keby sa tato politika
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dostala k poslednej urovni bez akychkol'vek zmien, potom ¢; by boli identické
a teda

(S1%) = So* + N?A,

7 ¢oho dostavame

A

__27

212(80) = NQA = SOQ

a teda g = 0.

Takéto uvazovanie vSak nie je realistické, neda sa ocakavat’, ze by politika
hlavy firmy presla cez vsetky urovne perfektne koordinovane. V niektorych
urovniach mé6zu byt’ manazéri s lepsSimi informéciami, a preto je vhodnejsie
uvazovat’ nejaki vol'nost’ v rozhodovani, ako chybu organizacie napr. slabu
komunikaciu alebo neposlusnost’.

Preto d’alej uvazujeme, ze manazéri v uzloch hierarchického modelu nasle-
duju politiku svojho §éfa s pravdepodobnost’ou 7, a s pravdepodobnost’ou
(1 — ) vytvoria novi nezavisli politiku. Tu potom manazér kond ako hlava
mensej firmy, tvorenej jednotkami pod jeho kontrolou. Velkost’ firmy sa teda
stava nahodnou premennou, ktorej standardna odchylka sa da vypocitat’ z
numerickych simulacii, alebo pouzitim rekurzivnych vzt’ahov medzi drovinami
stromu.

i .= d T __
\‘“‘H‘__ ~
— PEaFT—

Uncorrelated

0.0

)
5,6,8,8,8,8, 3,

Obr. 3.5 (a) Struktdra hierarchického modelu, (b)fazovy diagram, ka?da dvojica (m,z) ma
svoju koredpondujdcu hodnotu .

Hlavnym vysledkom je, ze variancia fluktudcii v n—uiroviiovom hierar-
chickom strome je dand vzt’ahom

1 — 72 — 172
() = A(z" g Z T,

1 — 272 1— 2m2
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Pri uvazovani roznych moznosti pre 3 pre n >> 1 konecne dostavame

Inm -1
ﬁ:{ x> 273,

1 _
bR T<Zz .

D=

Tato rovnica ma dva limitné pripady, a to ked’ m = 1, tj. absolitna kon-
trola, 3 = 0, zatial ¢o pre m < 1/z'/2 rozhodnutia vyssich drovni nemaji
statisticky efekt na rozhodnutia urobené v nizsich irovniach, a 3 = 1/2. Na-
viac pre dant hodnotu § < 1/2 droven kontroly 7 bude klesajicou funkciou
zm=2z"".

3.2.3 Kombinacia tychto dvoch modelov

V nasom pripade Model 1, jednoduchou modifikaciou Gibratovych pred-
pokladov, urcuje exponencialne rozdelenie rychlosti rastu firmy (podl'a em-
pirickych vysledkov teda urcuje préve tvar rozdelenia), a hierarchicky model
urcuje druhé empirické zistenie, mocninovi zavislost’ standardnej odchylky
produkcie na vel'kosti firmy. Zaujima nas, ¢i sa tieto dva modely dajui spojit’
do jedného, ktory by urcoval obidve empirické zistenia.

V hierarchickom modeli, rychlosti rastu firiem si vysledkom mnohych
nezavislych rozhodnuti. Je ale dolezité, z akého rozdelenia su jednotlivé roz-
hodnutia vyberané. Ak uvazujeme, ze rozhodnutia st z Gaussovho rozdelenia,
vystup nie je Gaussov v chvostoch. Existuje 22" ~1/(z — 1) moznych konfi-
guracii rozhodnuti, ¢o definuje rozdelenie s roznymi m

1 2
N S.) = E n 67(5175'0) /ZmA,
Pa(51) — Pm 2rmA

ktoré uz nie je nad’alej Gaussovo kvoli pl,.

Konecné rozdelenie vystupu firmy .S; bude dané konvolticiou dvoch hustot
pr a Gaussovej s varianciou mA. Podl'a teérie martingalov, pre kazdé vstup-
né rozdelenie f(z) s nulovou strednou hodnotou a varianciou A, vystupné
rozdelenie konverguje pre n — oo k rozdeleniu

1 T
S )\ S |

kde g¢ nie je zavisla na n ale na f. Preto vysledné rozdelenie bude exponen-
cidlne, a treba ndjst’ nejaké vhodné vstupné rozdelenie.
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Ak uvazujeme, ze vstupné rozdelenie je exponencidlne vo vyraze S; — Sy,
pre malé o1, vystupné rozdelenie je takmer exponencialne so Sirsimi chvosta-
mi, ¢o je konzistentné s empirickymi vysledkami.

cn=10

(=l J".':pw“
o

10,0 -5.0 0.0 , 50 10.0 0.0 1.0 2.0 3.0 40 5.0
(5,-8,) /(1) m/zT)

Obr. 3.6 (a) Hustota pravdepodobnosti vystupného rozdelenia, pre modely s réznym po&tom
drovn{ pri vstupnom exponencidlnom rozdeleni, (b) numericky odhad vypottu koeficientov pi™

generovacej funkcie p,(s).

Preto v limite pre malé o, mozeme kombinovat’ tieto dva modely, pred-
pokladajic, ze model 1 produkuje vstupné rozdelenie pre hierarchicky model.
Tento dodatoény predpoklad ndm urcuje obidve empirické zistenia. Pre vel'ké
o1, je potrebné d’alsie doladenie.

3.2.4 Suttonov model

Dalsfm modelom, ktory struéne predstavime je Suttonov model.
Sutton [12] predpokladal, ze véetky casti firmy vel'kosti S v mensich podécas-
tiach st rovnako pravdepodobné. Toto je druh mikrokanonického, predpok-
ladu minimé&lnej informacie. Pre fyzikalne systémy je podobny predpoklad
overeny Liouvillovou teorémou, ktora je dosledkom Hamiltonovych dynamik,
preto je zaujimavé hl'adat’ analogiu tejto teorémy pre stochastické dynamiky
odrazajice organizaciu firmy.

Jeho vysledky mo6zu byt’ priamo odvodené pomocou veliciny N'(R, K, S),
definovanej nasledovne:

S5 5 (s flirwam(n-Son).

s1=1 s9=s51 SK=SK_1 1=1

t.j. pocet casti celého cisla S, z presne K celych cisel sy, 89, ..., Sk, tak ze
celkova absoliutna rychlost’ rastu R je dana s¢itanim nezavislych ndhodnych
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premennych n;, s véhami vel'kost{ ¢asti s;.
Pomocou Fouriérovej transformécie na N (g, i, A) a metddy sedlového bo-
du (K* = {1In 1), dostdvame

2

N(q =0,u=0,A—0)~ exp(% /Oodvln(l — e’”)) = exp(Q—/\).
0

Inverznou Laplaceovou transforméciou N (¢ =0,v =0,\ — 0) l'ahko overime,
ze pre vel'ké S:

N(S) Nexp[b\/g], bzﬁ\/g,

¢o reprezentuje Hardy-Ramanujanov vysledok pre vel'ké S.

Dalsimi dpravami nakoniec dostdvame, Ze priemerny pocet podjednotick
je rovny v/SIn S, s relatfvnymi (nie Gaussovymi) fluktudciami, ktoré idd k
nule ako 1/InS. Priemernd velkost’ podjednotick je teda v/S/In S.

Preto najpravdepodobnejsie rozdelenie vel'kého celého ¢isla S je rozdele-
nie na /S casti vel'kosti v/S (vynechanim logaritmov).

V skutoénosti sa ale firma skladd z /S cast{ vel'kosti 1, v/S/2 casti
velkosti 2, ..., a jednej casti vel’kosti v/S. Presnejsie priemerny pocet vysky-
tu N(s|S) casti vel'kosti s, vo firme vel'kosti S, pre 1 < s < S mozeme
aproximovat’

N(S)

exp(yz) — 1

N(S1S) = M) 3 expl(—5 )

Rozdelenie vel'kosti podsektorov sleduje, v Suttonovom modeli, Bose-
Einsteinove rozdelenie. Toto rozdelenie sa spréava ako mocninovy zdkon 1/s,
pre s < V/S a rozklad4 sa exponencidlne rychlo pre s > v/S.

N (s|S) umoznuje vyjadrit’ varianciu o%(S) absolitnej rychlosti rastu R
(0%(S) ~ 1.13955...025%2). Teda podmienend variancia absolitnych navra-
tov rastie ako S%? a variancia relativneho navratu r = R/S klesé ako S™/2,
¢o je ekvivalentné s tvrdenim 3 = 1/4 pre rychlost’ rastu firmy spravajicu
sa podl'a mocninového zdkona o(S) ~ S5

3Kde 6 je Diracova delta fumkcia pre spojité a Kroneckerova delta pre diskrétne pre-

menné.
4Stanley et al. zistili 3 ~ 0.18.
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3.2.5 Alternativny model k Suttonovimmu modelu

Predpokladdme, ze firmy sa skladaji z agregovanych jednotiek, ktoré
maju a priori ur¢ité rozdelenie vel'kosti, za ktoré vyberieme mocninové rozde-
lenie, pretoze rozdelenie velkosti firiem v krajine je mocninové a existuje pri-
jatelny dynamicky model, ktory vedie k mocninovému rozdeleniu vel'kosti.

Dalej predpokladdme, podobne ako v Suttonovom modeli, ze kazda pod-
jednotka vo firme ma nahodnu rychlost’ rastu.

Ulohou obchodného manazmentu je, do uré¢itého rozsahu, prerozdel ovat’
prijem kazdého sektoru takym sposobom, aby umoznili menej vykonnym pod-
jednotkdm dobehniit’ ostatné. Preto dynamicky model pre vel'kost’ s;(t) danej
podjednotky je

- i (1)) + (s,

kde prvé dva vyrazy opisuju redistribiiciu zdrojov medzi podjednotkami, a
posledny vyraz opisuje nahodnu rychlost’ rastu. Parameter ~ meria silu pre-
rozdel'ovania.

Da sa ukazat’, ze stacionarne rozdelenie pre takyto stochasticky proces
m4 mocninové chvosty, p(s) ~ s s =1+ v/cd.
7 tohto dovodu predpokladame, ze a priori rozdelenie vel'’kosti podjednotiek
ma mocninové chvosty

o
plo)~ 5 (s — ),
predpokladame, ze firma sa skladéd z 'ubovolného poc¢tu K takychto podjed-
notiek, s ur¢itymi a priori vdhami Q(K). To znamend, Ze ak ndhodne vy-
berieme firmy v krajine, existuje proporcionalna pravdepodobnost’ k Q(K)
pre tito firmu, ze sa sklada prave z K sektorov. Nenormalizované rozdelenie
rychlosti rastu pre danu firmu vel’kosti S, v tomto modeli, je dané

N(R,S) = Q /Hp Jdsio (S /Hpmdm( Zim)

1 —

Moézeme predpokladat’, ze Q(K') sa sprava podl'a mocninového zdkona
Q(K) ~ K ' aze u> 1. Pre P(S) dostdvame nasledovné vysledky:

1 1
N~ g @< N~ @z p)

Druhy pripad a > p nastava v situdcii, ked’ vel'ké firmy pozostavaju len z
malého poctu sektorov, ¢o vedie k tomu, ze variancia rychlosti rastu R rastie
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proporcionalne k vel'kosti S, tj. pripad 3 = 0, ¢o nezodpoveda empirickym
datam. Preto budeme d’alej predpokladat’, ze a < p. V tomto pripade je
priamy vzt'ah medzi chvostom Q(K') a chvostom rozdelenia vel'kosti firiem.
Empiricky pozorovana hodnota o ~ 1.05.

Skélovanie fluktudcii rjchlosti rastu zavisi od parametra y, teda v pripade
g > 2, variancia relativnej rychlosti rastu klesa ako S~/2 (tj. 8 = 1/2), a
rozdelenie rychlosti rastu je Gaussovo.

Zaujimavejsi pripad nastéava pre 1 < p < 2, kedy exponent skalovania
zévisi od parametra, § = (u — 1)/2, a teda [ je z intervalu medzi § = 1/2
pre pu =2 a =0 pre p = 1. V tomto pripade rozdelenie rychlosti rastu
je skdlované ako rS*1/k potom empirickd hodnota 8 ~ 0.18 zodpoveds
u = 1.36, ktoré je vécsie ako empirickda hodnota a ~ 1.05, teda podmienka
pre konzistenciu analyzy je splnena.

V pripade, ze pu < 1 rozdelenie nie je univerzélne.

Podmienené rozdelenie vel'kosti sektorov, P(s|S), zavisi od hodnoty «.
Pre o« < p je P(s|S) spojenim mocninového zdakona, ktory odraza a priori
rozdelenie vel'’kosti sektorov; a maly hrb, ktory sa vytraca pre vel'’ké hodnoty
S, teda

n
ps F(s/5)
PEIS)m B0 (s 8y PIS) s g (5~ ),
kde F(.) je urcita skélovacia funkcia, ktora sa strati pre s > S.
V pripade, ze a > p je druhé ¢at’ dolezita pre S — oo, a rezim mocni-
nového zakona zmizne. Teda pocet sektorov je maly a ich typicka velkost’ je
porovnatelna s S.

3.2.6 Model 5

Tento model je d’alsim zo studii Amarala, Buldyreva et al. [13]. Chéape
firmu ako siubor oddeleni, ktoré prechadzaji mnohymi zmenami pocas jed-
nej periody, ktora sa snazi prerast’ z vyroby jedného produktu na firmu na
mnohych trhoch.

Firma je vytvorend s jednym oddelenim vel'kosti & (¢ = 0). Vel’kost’ firmy
rozumieme ako sicet vel'kosti jednotlivych oddeleni S = ). &(t) v case t.
Mame definovani minimalnu vel'kost’ S,,;,, Co je najmensia vel'kost’ potreb-
na na prezitie firmy v konkurenénom prostredi. Predpokladame, ze vel'kost’
kazdého oddelenia ¢ sa vyvija podl'a nahodného multiplikativneho procesu
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A&i(t) = &(t)n(t),

kde n;(t) je ndhodna premenna z Gaussovho rozdelenia s nulovou strednou
hodnotou a varianciou V', nezavislou od &;.
Oddelenia sa vyvijaji nasledovnym sposobom:

o Ak A&(t) < Spin oddelenie ¢ zmeni svoju velkost’ na &(t + 1) =
&i(t) + A& (t). Ak sa jeho vel'kost’ stane mensou ako minimalnou, tj.
&(t+ 1) < Spin s pravdepodobnost’ou p, je oddelenie i absorbované
prvym oddelenim, pretoze uz nie je viac zivotaschopné.

o Ak A¢;(t) > Spnin potom s pravdepodobnost’ou (1—py) zmeni oddelenie
i svoju vel'kost’ na &(t + 1) = &(t) + A&;(t); a s pravdepodobnost’ou
py nezmeni svoju vel'kost’, &(t + 1) = &(t) a vznikne nové oddelenie
vel'kosti &;(t 4+ 1) = A& (1).

Dynamicky proces teda riadia parametre Sy, V, p, @ ps. Minimélna
vel'kost’ len nastavuje skalu, preto vlastnosti modelu nezavisia od jeho hod-
noty.

» Empirical Data v 5=
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Obr. 3.7 (a) Hustota pravdepodobnosti logaritmov vel'kosti firmy modelu a dat pre rok 1994 pre
priemyselné firmy USA, pri pouZiti parametrov S;,;. z log-normalneho rozdelenia so strednou
hodnotou 5 x 10%, V = 0.15, pr = 0.8, p, = 0.05, a I = 50; (b) hustota pravdepodobnosti
ro¢nej rychlosti rastu pre firmy réznych vel kosti pri pouZiti rovnakych parametrov; rozdelenie

je 'tent-shaped’ podobne ako v empirickych vysledkoch.

Porovnavanim predikcii modelu pre rozdelenie vel'kosti firiem s empi-
rickymi datami dostali nasledovné obory pre parametre: V' = 0.1 — 0.2;
Pa = 0.01 —1; a py = 0.1 — 1.0 pri definovani roku ako [ iteracii. Nenasla sa
viditel'na zavislost’” vysledkov na pocte zmien v periéde pre hodnoty | = 20,
30, alebo 50.
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Empirické vysledky predpisuji rozdeleniu rychlosti rastu exponencidlnu
formu, a standardnej odchylke mocninovy zakon. Vysledky modelu st s tymi-
to zakonmi konzistentné, a rovnici

01<S) ~ S_B

vyhovuje hodnota parametra § = 0.17 £ 0.03. To nam umoznuje skélovat’
rozdelenie rychosti rastu pre rozne vel'kosti firiem.

Kvoli struktire firmy potrebujeme hustotu pravdepodobnosti p;(&;].S)
najdenia oddelenia vel'kosti &; vo firme vel'kosti S. Preto vyslovime hypotézu,
ze

p1(&lS) ~ S™f1(&i/S?).
Z obrazku 3.8 (a) je zjavné, ze hypotéza je overend empirickymi vysledkami,
a hodnota exponentu a = 0.66 %+ 0.05.

Dalsia hypotéza, Ze hustota pravdepodobnosti ps(N|S) néjdenia firmy s

vel'kost’ou S pozostavajucej z N oddeleni sleduje

p2(N1S) ~ S~ fo(N/ST).

je zobrazena v obrazku 3.8 (b) overena empirickymi vysledkami.
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Obr. 3.8 (a) Kolaps dat pri podmienenej hustote pravdepodobnosti p;, (b) a podmienenej

hustote pravdepodobnosti po.

Na zéklade tejto studie zistili, ze predikcie modelu si len slabo citlivé na
hodnoty parametrov, ¢o moze byt’ sposobené tym, ze firmy z roznych odvetvi
st popisané vel'mi podobnymi empirickymi zékonmi. Skélovacie zékony platia
aj napriklad pre Japonsko, s hodnotou parametra 5 ~ 0.2.
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3.3 Simulacie

V tejto ¢asti pomocou pocitacovych simulacii skiimame hierarchicky
stromovy model a model 5, predstavené v predchadzajicej casti. Snazime sa
pre ilustraciu ukazat’ vlastnosti modelov a na zdklade grafickej analyzy ich
porovnat’ s empirickymi vysledkami [10, 11, 13].

Na pocitacové simulacie sme v obidvoch pripadoch pouzili matematicky
softvér MATLAB 6.1.

3.3.1 Hierarchicky model

Hierarchicky model, predstaveny v casti 3.2.2 reprezentuje organizaciu
rozhodovania firmy, pretoze predpokladame, ze rastovy proces zavisi od vlast-
nosti manazérskych hierarchii.

Ukézali sme si, ze vhodnym vstupnym rozdelenim pre tento model je ex-
ponencidlne rozdelenie Modelu 1, p(r1]sg). V tomto rozdeleni vsak vystupuji
premenné r* a k , ktoré vychadzaju z krivky priemernych nékladov v kon-
vencnej ekonomickej teorii, ked’ze vel'’kost” konverguje k optimalnej vel’kosti
S*, minimélnej hodnote tejto krivky.

V nasich simulaciach sme generovali rozhodnutia ¢ o zmene vel'’kosti jed-
notlivych podjednotiek firmy pre uzly, kde vznikala nova politika. Vysledna
vel'kost’ ﬁrmy je Sl = S()(l + % sz\il 52) = So(l + 7"1).

Pre rozhodnutia sme pouzili dva druhy vstupného rozdelenia, a to Gausso-
ve a exponencialne s varianciou vyhovujicou podmienke A < (5—2)2

1. Exponencialne vstupné rozdelenie
Pociatoéné podmienky modelu:

e pocet pokusov 5000

e pocet vetiev z = 2

e pocet urovni n =0, 1, 2...8

e pravdepodobnost’ prevzatia politiky od vyssej trovne m = 0.87
e pocet koncovych jednotiek N =2" =1, 2, ...128, 265

e vstupné rozdelenie rozhodnuti § ~ exp(3.5527¢ — 015)
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Obr. 3.9 Obrazky zobrazuji rychlost’ ro€ného rastu pozorovani pre 5000 firiem s rovnakou
potiatotnou vel'kost'ou a s po&tom drovni (a) n =0, (b) n = 6.
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Obr. 3.10 Priklad (a) histogramu a (b) hustoty pravdepodobnosti rozdelenia pre n = 6.
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Obr. 3.11 Pravdepodobnot’ rozdelenia n = 8 v (a) log-log mierke, (b) log-linedrnej mierke.
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2. GGaussovo vstupné rozdelenie

e pocet pokusov 5000

e pocet vetiev z = 2

e pocet levelov n =0, 1, 2...8

[

e pocet koncovych jednotiek N = 2" =1, 2, ...128, 265

pravdepodobnost’ prevzatia politiky od vyssieho levelu 7 = 0.87

e vstupné rozdelenie rozhodnuti § ~ N (0, 3.5527¢ — 015)
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Obr. 3.12 Obrazky zobrazuji rychlost’ ro¢ného rastu pozorovand pre 5000 firiem s rovnakou

potiatonou vel'kost'ou a s pottom drovni (a) n =0, (b) n = 6.
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Obr. 3.13 Priklad (a) histogramu a (b) hustoty pravdepodobnosti rozdelenia pre n = 6.
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Obr. 3.14 (a) Obr. 3.14 Pravdepodobnot’ rozdelenia n = 8 v (a) log-log mierke, (b) log-
linedrnej mierke.

Zhrnutie:

Pruy vysledok - Rozdelenie logaritmov rychlosti rastu pre firmy s priblizne
rovnakou pociatocnou vel'’kost’ou ma exponencidlny tvar; v obrazku 3.11 sa
dé vidiet’ cast’ 'tent-shaped’ formy pravdepodobnosti rozdelenia logaritmov
rychlosti rastu pre exponencidlny vstup, a v obrazku 3.14 tvar pravdepodob-
nosti rozdelenia pre normalne rozdelenie vstupu.

standardna odchylka
<

standardna odchylka
<

n+l n+l

Obr. 3.15 Standardnd odchylka rychlosti rastu v zavislosti od pottu tirovni oy (n) pre (a) ex-

ponencidlne rozdelenie vstupu (b) norméalne rozdelenie vstupu.

Druhy vysledok - Fluktudcie rychlosti rastu (teda standardnd odchylka
rozdelenia) sa spravaju ako mocninovy zakon; sa da vidiet’ v obrézkoch 3.15,
na ktorych je zobrazend zavislost’ standardnej odchylky od poctu trovni hie-
rarchického stromu pre exponencialne a Gaussove vstupné rozdelenie. Linear-
ne fitovanie je zobrazené na obrazkoch 3.16, reprezentuje ho priama ciara.
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Obr. 3.16 Standardna odchylka rychlosti rastu v zévislosti od pottu tirovni v log-log mierke

o1(n) pre (a) exponencidlne rozdelenie vstupu (b) normélne rozdelenie vstupu.

3.3.2 Model 5

Model 5 reprezentuje dynamicky proces vzniku, rastu a zaniku oddeleni
v organizacii firmy. Tento proces bol popisany v predchédzajicej ¢asti. Teraz
sa poktsime reprodukovat’ vysledky z [13].
Vel'kost’ kazdého oddelenia 7 sa vyvija podl'a nahodného multiplikativne-
ho procesu

A&i(t) = &(t)mi(t).

o Ak A&(t) < Spin oddelenie ¢ zmeni svoju velkost’ na &(t + 1) =
&(t) + A&(t). Ak sa jeho velkost” stane mensou ako minimdlnou, tj.
&(t+ 1) < Spin s pravdepodobnost’ou p, je oddelenie i absorbované
prvym oddelenim, pretoze uz nie je viac zivotaschopné.

o Ak A¢;(t) > Spin potom s pravdepodobnost’'ou (1—py) zmeni oddelenie
i svoju vel'kost’ na &(t + 1) = &(t) + A& (t); a s pravdepodobnost’ou
ps nezmeni svoju velkost’, &(t + 1) = &;(t) a vznikne nové oddelenie
vel'kosti &;(t + 1) = A& (1).
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Pociatocné podmienky:

pocet pokusov 340

pociatoénd velkost’ prvého oddelenia & = 9.5 x 107

pravdepodobnost’ vytvorenia nového oddelenia p; = P(A&; > Spin)

pravdepodobnost’ absorbcie oddelenia p, = P(&; < Spin)

i ~ N(0,0.15)
o =30

[ min:5><105
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Obr. 3.17 Vyskyt (a) vel'kosti a (b) rychlosti rastu firiem.
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Obr. 3.18 (a) Histogram rozdelenia logaritmov rychlosti, (b) zodpovedajica hustota pravde-
podobnosti.
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v _hustota pravdepodobnosti rychlosti ||

Obr. 3.19 Rozdelenie pravdepodobnosti logaritmov rychlosti rastu v (a) log-log 3kale, (b) log-

linedrnej skale.

Zhrnutie:

Prvy vysledok - Rozdelenie logaritmov rychlosti rastu pre firmy s prib-
lizne rovnakou pociatocnou vel'kost’'ou ma exponencialny tvar; na obrazku
3.19 (b) sa d4 vidiet’ ¢ast’ 'tent-shaped’ formy pravdepodobnosti rozdelenia
logaritmov rychlosti rastu.

Druhy vysledok - Fluktuacie rychlosti rastu sme nesledovali...
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Zaver

Ciel'om prace bolo poskytnut’ pohl'ad na mocninové zakony nachadzajice
sa v ekonémii a financidch. Snazili sme sa predstavit’ ’ekonofyzickalnu’ teériu
rastovych analyz firmy.

Priblizili sme niekol’ko modelov, ktoré mozu sluzit’ na pochopenie dolezi-
tych dynamickych a rastovych procesov firmy.

Pomocou pocitacovych simulacii sa nam podarilo ilustrativne reproduko-
vat’ vysledky ziskané zo studii hierarchického modelu a modelu 5, v silade s
empirickymi vysledkami.

Stadie rastu firmy citované v préci, boli realizované pre déta priemysel-
nych firiem USA, Japonska a Velkej Britanie. Bolo by zaujimavé podobnu
analyzu aplikovat’ na data pre Slovensko, keby sme mali k dispozicii potrebné
udaje. Teda praca moze sluzit’ ako motivacia pre analyzu skutocnych dat.
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