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1 Uvod

Zasoby vyrobnych firiem mozu tvorit viac ako 20% ich celkového imania
a u obchodnych firiem to moze byt az 50% celkového imania. St to teda
velké a nakladné investicie, ktoré je potrebné efektivne riadit. Prave toto je
predmetom tedrie zasob. Zjednodusene sa da povedat, Ze pri riadeni zasob ide
o to, aby zabezpecenie vSetkych potrieb vyroby, resp. odbytu bolo dosiahnuté
s minimalnymi celkovymi nédkladmi. V minulosti boli zasoby povazované za
nutné zlo, dnes vSak vieme, Ze ich efektivne riadenie je ddlezitou sucastou
celkového tspechu firmy.

Nutnost existencie zasob vo firmach vyplyva z ¢asového nestladu ob-
starania a potreby jednotlivich komodit. Lambert a kol. [2] $pecifikuje pit
dévodov, pre ktoré firmy udrzuju zasoby: 1) umoziuju firme dosiahnut efekty
(aspory) zaloZené na rozsahu vyroby (tzv. economies of scale) - napr. cenové
diskonty pri objednani vii¢Ssieho mnozstva, 2) vyrovnavaji dopyt a ponuku
- napr. pri sezénnych komoditéch, 3) umoziniuju Specializiciu vyroby, 4) po-
skytuji ochranu pred nepredvidatelnymi vykyvmi v dopyte a dodacej lehote,
5) poskytuju akysi tlmi¢ medzi kritickymi spojmi v distribu¢nom kanéle.

Zakladnym problémom matematickej teérie modelovania zasob je urcenie
spravneho mnozstva tovarov objednavaného v spravny cas. Ide teda o naj-
denie optimalnej objednévacej, resp. skladovacej politiky, ktora pri dodrzani
urcitych obmedzeni nastavi doby objednania, objednavané mnozstva, prip.
poistné hladiny a pod. tak, aby vsetky relevantné ocakavané naklady spojené
s objednavanim a skladovanim boli minimaélne.

V tejto praci sa zaoberame viactovarovym modelom zasob. Viactovarové
modely sa snazia postihnit situédciu, kedy skladovaci systém obsahuje mnoz-
stvo réznych tovarov, ktorych stav a objednavanie st vzajomne prepojené
prostrednictvom réznych poziadaviek, resp. obmedzeni. Takymito prepoje-
niami moézu byt napr. zlavy pri spolo¢nej objednavke, spolo¢né miera obsluhy
(pomer uspokojenych poziadaviek k celkovému poctu poziadaviek), alebo iné
obmedzenia na skladovacie kapacity, objednavané mnozstva, alebo celkovy
kapital viazany v zasobach. Pri existencii takychto spolo¢nych obmedzeni
predstavuju viactovarové modely rozsirenie oproti jednotovarovym modelom,
nakolko minimalne oc¢akévané naklady sa nedaju rozlozit na sumu minimaél-
nych ocakévanych nékladov pre jednotlivé tovary.

Cielom prace je vytvorit na zaklade teérie Markovovskych rozhodovacich
procesov viactovarovy model zasob. Tento model mé byt dostatoéne flexibilny
na zahrnutie poziadaviek a obmedzeni prichadzajuicich z praxe.

Préca je ¢lenend nasledovne. V kapitole 2 je stru¢ny prehlad tedérie Marko-
vovskych rozhodovacich procesov. Pritom sme sa zamerali na ta ¢ast tedrie,
ktort vyuzivame v kapitole 3 na formulaciu zasobovacieho modelu. V tejto
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kapitole tieZ presnejsie vymedzujeme oblast pouzitia nasho modelu. V kapi-
tole 4 st numerické vysledky pre konkrétne hodnoty parametrov modelu.



2 Markovovské rozhodovacie procesy

2.1 Teoria MRP

Tedria markovovskych rozhodovacich procesov (Markov Decision Proces-
ses), tiez zndma pod nazvami sekvencidlna stochastickd optimalizacia, sto-
chastické riadenie s diskrétnym casom, alebo diskrétne stochastické dyna-
mické programovanie, sa zaobera sekvencidlnou optimalizaciou stochastic-
kych systémov s diskrétnym casom. Zakladnym objektom je stochasticky
systém s diskrétnym casom, ktorého vyvoj je v case riaditelny. Kazda ria-
diaca politika definuje stochasticky proces a hodnotu s nim spojenej ucelovej
funkcie. Cielom je zvolit "najlepsiu” riadiacu politiku.

Rozhodnutia, ktoré robime v skuto¢nom zivote, maji zvycajne dva do-
pady: (i) prindsaja, alebo Setria peniaze, ¢as, alebo iné zdroje a (ii) ovplyv-
nuju budici vyvoj. Existuje vela situacii, kde rozhodnutia, s ktorymi je spo-
jeny najvicsi zisk teraz, nemusia byt najlepSie vzhladom na budtci vyvoj.
Rozhodovacie procesy modeluju takéto situéacie a poskytuja vysledky o struk-
ture a existenci najlepsich politik, ako aj o metédach ich hladania. Marko-
vovské rozhodovacie procesy (MRP) st také rozhodovacie procesy, v ktorych
budtci vyvoj zavisi vylucne na stcasnom stave. Tento predpoklad nie je
velmi restriktivny, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat, nakolko je na nés,
¢o oznacime ako ”sucasny stav”.

MRP zaujimali vedcov po praktickej aj teoretickej stranke, vdaka ¢omu
sa dostali do popredia zaujmu v oblasti operacného vyskumu. Od svojho
zavedenia v 50-tych rokoch minulého storo¢ia sa MRP stali déleZitou oblastou
vyskumu s bohatou a hlbokou tedriou a mnozstvom aplikacii. MRP sa stali
zékladnym nastrojom na rieSenie mnohych problémov opera¢ného vyskumu
(kam patri aj riadenie zésob), elektronického inzinierstva a pocitacovej vedy.

Pocas prvych tridsiatich rokov rozvoja teérie MRP, priblizne do zaciatku
osemdesiatych rokov 20. storocia, bol vyskum koncentrovany na rovnice opti-
mality a klasické metddy ich rieSenia, t.j. iteraciu hodnot a politik (policy and
value iteration). Algoritmy iterdcie hodnot st zndme aj pod ndzvami spétna
indukcia a dynamické programovanie (DP). Princip dynamického programo-
vania sa vo svojej klasickej podobe dé aplikovat len na problémy s vhodnou
ucelovou funkciou. Pre niektoré tcéelové funkcie, alebo ak je cielom optimali-
zovat jednu tcelovi funkciu pri ohranic¢eniach na dalsie uc¢elové funkcie (mul-
tiple criteria problems), sa princip DP zvic¢Sa ned4 aplikovat priamo. Vyskum
sa pocas poslednych dvoch desafro¢i ststredil prave na takéto problémy. Dal-
Sim zaujimavym smerom sucasného vyskumu v oblasti rieSenia MRP st ap-
roximativne metédy rieSenia (neuro-dynamic programming, resp. reinforce-
ment learning), ktorymi sa ¢asto daju obist problémy vznikajice pri pouziti
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klasickych metdd riesenia.

V nasledujucich ¢astiach tejto kapitoly poskytneme stru¢ny prehlad hlav-
nych vysledkov teérie MRP, pricom sa zameriame na oblasti, ktoré budeme v
dalsej casti prace vyuzivat. Pre podrobnejsi prehlad odkazujeme na literattru
[12],[13].

2.2 Stochastické procesy

Stochasticky proces sa v literattre zavadza ako trieda (systém) { X, t € T},
kde T' C R, ndhodnych veli¢cin X; : 2 — R" definovanych na spolo¢nom
pravdepodobnostnom priestore (€2, S,P). Mnozina T sa zvycajne chape ako
mnozina ¢asovych okamihov. V zavislosti na charaktere mnoziny 7' delime
stochastické procesy na procesy s diskrétnym c¢asom (parametrom), ak T
je diskrétna (spocitatelnd, alebo konefnd) a na procesy so spojitym Casom,
ak T nie je diskrétna. Pri procese s diskrétnym casom moézeme mnozinu
T stotoznit s mnozinou {1,2,...} (resp. {1,2,...,T}) a proces chépat ako
postupnost ndhodnych veli¢in X;, X», .. .. Dalej sa budeme zaoberat procesmi
s diskrétnym casom.

Stavom stochastického procesu {X;,t € T} nazyvame také x € R", pre
ktoré existuje aspon jedno t € T také, ze P{x — e < Xy < x+¢€} > 0
pre Tubovolné € € R}, pricom jednotlivé nerovnosti stt myslené po zlozkach.
Mnozinu vSetkych stavov stochastického procesu nazyvame stavovy priestor,
ozna¢ime ho X. Ak je stavovy priestor diskrétny, tak stochasticky proces
nazyvame retazec. V dalSom sa zameriame na refazce.

2.2.1 Markovovské procesy

Retazec s diskrétnym ¢asom nazveme Markovovskym procesom ak mé Mar-
kovovu vlastnost, t.j. ak pre kazdé ¢ € T a kazdu t-ticu (zy,...,2;) prvkov
z X plati

P{Xt = 5Et|X1 =T1,..., X1 = 5Et—1} = P{Xt = $t|Xt—1 = $t—1}-

Pre Markovovské retazce (Markovovské procesy s diskrétnym stavovym pries-
torom) definujeme

pe(jl7) == P{ X1 = j| X, = i},

pre vSetky i, j € X a vSetky ¢t € T. Pravdepodobnost p(j|i) nazgvame (pod-
mienend) pravdepobnost prechodu zo stavu i do stavu j v ¢ase t. Ak prav-
depodobnosti prechodu nezévisia od ¢asu, tak prislusny refazec nazyvame
homogénny a oznacime p(j|i) = p(jli), t € T.
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Od pravdepodobnosti prechodu p;(j|i) sa s vyuzitim Markovovej vlast-
nosti d& pomerne jednoducho prejst k absolitnym pravdepodobnostiam sta-
vov p(i) ;== P(X; =1),i € X at €T. Pre podrobny postup odkazujeme na
literataru [14].

2.3 Markovovské rozhodovacie procesy

Zakladnym rozdielom medzi Markovovskym rozhodovacim procesom a ” oby-
c¢ajnym” Markovovskym procesom je, zZe v pripade MRP mdzeme ovplyviio-
vat dynamiku procesu vonkajsimi zdsahmi. Toto ovplyviiovanie je motivo-
vané optimalizaciou nakladov (prip. prinosov) spojenych s dynamikou pro-
cesu.

MRP pozostava z nasledovnych objektov:

mnoziny ¢asovych okamihov T,
stavového priestoru X,

priestoru riadeni A,

pravdepodobnosti prechodu p(y|z, a),
funkcie nakladov r(z, a),

)
)
)
(iv) mnozin pripustnych akcii A(z), v stave z,
)
)
) funkcie koncovych nékladov f(z),
)

diskontného faktora (.

Popiseme vyznam jednotlivych objektov. Mame stochasticky systém so sta-
vovym priestorom X, ktory pozorujeme v ¢asovych okamihoch t € T. O
mnozine T predpokladame, Ze je diskrétna. Ak je konecna, stotoznime ju
s mnozinou {0,1...,7 — 1} a hovorime o MRP na kone¢nom ¢asovom hori-
zonte. Ak nie je konecnd, stotoznime ju s mnozinou {0,1...} a hovorime o
MRP na nekonecnom ¢asovom horizonte. PopiSeme dynamiku systému. Ked
sa systém v Case t € T nachadza v stave x, zvolime akciu a; z mnoziny A(z).
Po zvoleni akcie ¢as pokroci o jednotku a systém prejde do nového stavu
x4+1 podla pravdepodobnostného rozdelenia p(:|z, a;), pricom vzniknd na-
klady r(x¢,a;). V pripade MRP na koneénom ¢asovom horizonte po zvoleni
akcie v case T — 1 systém prejde do stavu xr a vznikni koncové néaklady
velkosti f(zr). Pri MRP na nekoneénom horizonte koncové naklady neuva-
zujeme. V niektorych aplikacidch st naklady, ktoré vznikna v kazdom kroku
nahodnou veli¢inou. V tychto pripadoch interpretujeme r(x,a) a f(x) ako
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ocakavané naklady. Vsetky néklady, ktoré vznikaji pocas priebehu procesu
st diskontované faktorom 3 € (0, 1].

Akciu a; volime na zaklade informacnej mnoziny, ktortt mame v case
vyberu akcie k dispozicii. Typické informac¢né mnoziny si:

Otvorend slucka (open-loop). V kazdom kroku mame k dispozicii len
informéaciu o zac¢iatoCnom stave systému.

Regulécia (feedback). V kazdom kroku mame k dispozicii informéciu o
sicasnom stave systému.

Uzavreta slucka (closed-loop). V kazdom kroku mame k dispozicii infor-
méciu o kompletnej histérii systému (t.j. o vSetkych minulych stavoch).

Je zrejmé, Ze pri pouziti otvorenej slucky (riadenia zaloZené na otvorene;
slucke sa niekedy oznacuju ako programové riadenia) neziskame lepsiu hod-
notu optimaliza¢ného kritéria ako pri regulécii. Vzhladom na markovovsky
charakter (tento vyplyva zo skutocnosti, ze pravdepodobnosti prechodu za-
visia len na sucasnych stavoch a akcidch, nie v8ak na vyvoji v minulosti)
optimalizovaného procesu vsak regulacia a uzavreta slucka dajia rovnakt hod-
notu optimaliza¢ného kritéria. Otvorena slucka sa pouziva v situaciach, kedy
je potrebné urcit vSetky akcie vopred, pouzitie regulacie a uzavetej slucky
predpokladd moznost volenia akcii ”za behu”, v jednotlivych ¢asovych oka-
mihoch. V dalSom budeme pouzivat reguléciu.

V kazdom kroku mozeme volit konkrétnu akciu, alebo pri vSeobecnejSom
pristupe, pravdepodobnostné rozdelenie na mnozine pripustnych akcii A(x).
Rozhodnutia prvého typu sa nazyvaju deterministické (nonrandomized) a
rozhodnutia druhého typu stochastické (randomized).

MRP sa podla charakteru stavovych a riadiacich mnozin delia na dis-
krétne (discrete) a spojité (non-discrete). Zameriame sa na diskrétne MRP.

2.3.1 Diskrétne MRP

MRP sa nazyva konecny, ak stavovd mnozina a mnoziny moznych akcii st
konecné. MRP sa nazyva diskrétny, ak tieto mnoziny su diskrétne.

Znacné Cast vyskumu a aplikdcii MRP sa zaobera prave diskrétnymi
MRP. Vyhodou diskrétnych MRP je, Ze pri ich studiu nepotrebujeme doda-
to¢né predpoklady o meratelnosti jednotlivych objektov, z ktorych pozosta-
vaju. DalSou motivaciou pre ich stidium je aproximativne riesenie spojitych
modelov. Pri optimalizacii spojitych MRP sa totiz v praxi casto postupuje
tak, ze sa jednotlivé mnoziny modelu diskretizuji a dalej sa optimalizuje
diskrétny MRP.
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Pravdepodobnosti prechodu su p(jli,a), i,j € X a a € A(i). Predpo-
kladame, ze p(X|i,a) = 1, pre vietky i € X a vSetky a € A(i). Trajekto-
riou nazveme postupnost {(xg, ap), (1, a1),...}. Histériou do ¢asu ¢ nazveme
Cast trajektorie {(xo,ao),..., (Ti—1,a:-1), 2} a oznacime ju hy, t € T. Nech
H; = (X x A)' x X je priestor histérii do casu t € T.

Deterministicka politika (riadenie) m je postupnost zobrazeni m;, t € T,
z H, do A takych, ze m(hy) = m({(z0,a0), .., (x4_1,a4-1), 24 }) € Axy). Ak
pre kazdé t zobrazenie m; zavisi len na x;, tak prislusna politiku nazveme
Markovovskou. Inak povedané Markovovska politika 7 je definovana zobra-
zeniami m; : X — A takymi, ze m(z) € A(x) pre vSetky v € X at € T.
Markovovskt politiku 7 nazyvame stacionarnou, ak zobrazenia m; nezavisia
na t, t.j. stacionarna politika je definovana jedinym zobrazenim 7 : X — A,
7(z) € A(x) pre vietky x € X. Oznaéme II, ITM II¥ mnoziny vietkych
deterministickych, Markovovskych, resp. stacionarnych politik. Potom plati
I1° CIIM C IL

Ako sme spomenuli vySSie, akcie je mozné volif aj ndhodne. Stochastic-
kou politikou 7 rozumieme postupnost pravdepodobnosti prechodu m(a;|h;)
z Hy do A taka, ze m(A(xy)|hy) = 1, t € T. V takomto pripade je akcia
a; v ¢ase t € T nahodnou veli¢inou s rozdelenim m(-|h;). Politika 7 sa na-
zyva Markovovska stochastickd ak m(a;|h;) = m(ai|x;), ak naviac jednotlivé
pravdepodobnosti 7; nezavisia na case t, tak prislusni politiku nazyvame
stacionarnou. Stochastickd stacionarna politika je teda definovana pravde-
podobnostnym rozdelenim 7 takym, ze m(A(x)|z) = 1 pre vsetky = € X.
Pravdepodobnosti prechodu st v pripade stacionarnej stochastickej politiky
m tvaru p(jli) = >,caq m(ald)p(jlz, a). Oznacme %, 1M 1175 mno-
ziny vSetkych stochastickych, stochastickych Markovovskych, resp. stocha-
stickych stacionarnych politik. Potom mame I17° C ITFM C I1% a IT1° C I179,
M C II"M o T C II7.

Kazda stacionarna politika 7 (stochasticka, alebo deterministickd) defi-
nuje pre lubovolny zaciato¢ny stav x Markovovsky retazec s pravdepodob-
nostami prechodu pZ(j|i). Ozna¢me P7T absolitnu pravdepodobnost stavov
v tomto refazci (t.j. PZ(z; = y) udava pravdepodobnost, ze stav v case t
pri podiatofnom stave x a politike 7 je y) a ET operator strednej hodnoty
vzhladom na tato pravdepodobnost; P7(zg = z) = 1, ET[zo] = x.

Ozna¢me v pripade kone¢ného ¢asového horizontu

T-1
’Ut(.l’, T, ﬁ7 f> T) = E;[Z ﬁsjtr(x& a’S) + BTﬁtf(xT)L

resp. pri fixovanom 3, T" a f

vt(:E, 7T) = W(% ™ 0B, f, T)
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celkové néklady pocas krokov t,..., T, t € T, x € X, 3 € [0,1], 7 € TI%,
kedykolvek je operator strednej hodnoty dobre definovany (pre presné pred-
poklady pozri [13]). Ak § € [0, 1) hovorime o celkovych diskontovanych nakla-
doch. Pri tlohé4ch na nekonecnom ¢asovom horizonte celkové naklady nezavi-
sia na koncovych nakladoch f. V takomto pripade ozna¢ime (pri fixovanom

s elo,1) N
v(x, ) =v(x,m [) = Eg[z Br(zs, as)]

celkové naklady na nekoneénom casovom horizonte. Ak je funkcia nékla-
dov r ohranic¢ena, tak celkové naklady na nekonec¢nom horizonte sii dobre
definované pre lubovolné 3 € [0,1). V pripade § = 1 st potrebné dalsie
predpoklady, nakolko suma moze divergovat. V tomto pripade je niekedy vy-
hodnejsie uvazovat o¢akavané naklady na jednotku ¢asu (priemerné naklady)

—_

1
w(z, ) = liminf —=E7[Y r(x,,a4)].

t—o00

Il
o

S

Dalsie optimalizacné kritéria sa daji ndjst napr. v [13].
Nech teda mame pre Iubovolni politiku 7 definované optimalizacné kri-
térium (Gcelova funkciu) g(z, 7). Oznac¢me

G(z) = inf g(x,7).
(2) = inf gz, )
Politiku 7 nazyvame (silne) optimalnou pre kritérium ¢ ak g(x,7) = G(z)
pre vsetky x € X.

Pre jednotlivé optimalizacné kritéria zavedené vyssie definujeme hodno-
tové funkcie:

Vilw) = Viw B, 0) = inf wle .8, 1),
V(z)=V(x,p) = 7rier}[va(:c,W,ﬁ),
Wi(x) = inf w(z, 7).

rellB
Uvedieme rovnice optimality pre tieto funkcie. Rovnice optimality vo vSe-
obecnosti predstavuju len nutné podmienky optimality pre jednotlivé krité-
ria. Presné predpoklady, za ktorych sii rovnice aj postac¢ujucimi podmienkami
a za ktorych st (jednoznacne) riesitelné, st napr. v [13].

Vi(z) = inf ){r(x,a) + BEVi1(ze1) |2 = 2,00 = al}, teT,zeX

a€A(x



2.3 Markovovské rozhodovacie procesy 13

v pripade konecného horizontu, pricom Vr(x) = f(z), pre vSetky z € X.
Rovnica optimality na nekone¢nom horizonte (pre pripad celkovych nakla-
dov) je

V(z) = inf {T(SE a) + BE[V (x1)|zo = z, a0 = a]}, r e X.

a€A(x)

Pre priemerné naklady platia rovnice

W(e) = 3 (B (21) |20 = 2,00 =]}, w€X,
W@ +h@) = inf {r(z.0) + @)l =ra0=d},  ceX,

kde

Al(z)={a € Alx) : E[W(x1)|zo=2x,a0=a]=
— it EW@)leo-na=d}}, seX
ac
Rovnice sa nazyvaji prva a druhé rovnica optimality pre priemerné naklady.
Pripomenieme, ze W m4 vyznam optimalnych priemernych nakladov na jed-
notku ¢asu. Funkcia h je Tubovolné ohrani¢end funkcia. Vela aplikacii modelu
s priemernymi nakladmi mé vlastnost (pozri napr. [13]), ze funkcia W ne-
zavisi od pociatocného stavu, t.j. je konstantna. V takomto pripade prva
rovnica optimality trividlne plati, A’(x) = A(x) a druhd rovnica optimality
je tvaru
Wt h(z) = inf {r(z,a) + Elh(z1)lro = .00 =al},  z€X,
ac

ktory sa casto oznacuje jednoducho ako rovnica optimality pre priemerné
naklady.

Poznamky.

1. V pripade koneéného ¢asového horizontu priptustame nestacionarnost ob-
jektov, z ktorych je zlozeny MRP. Potom mame 7(z,a) = r(z, a), p(-|z,a) =
pe(-|z,a) a A(x) = Ai(z). Rovnica optimality ostava v platnosti.

2. Namiesto pravdepodobnosti prechodu je niekedy vyhodnejsie uvazovat, ze
na systém v jednotlivych ¢asovych okamihoch pdsobia ndhodné velic¢iny w,,
t € T. O tychto potom predpokladame, ze st vzajomne nezavislé a ich prav-
depodobnostné rozdelenie je vopred zname (pri¢om jednotlivé u; nemusia byt
rozdelené rovnako). Dynamika systému je potom dana stavovou rovnicou

$t+1 = F(l‘t, Qy, ut)
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pret € T (F moze v pripade kone¢ného ¢asového horizontu zavisiet aj na ¢ase
t). Markovovskost procesu { X;,t € T'} je zrejmé z nezéavislosti ndhodnych ve-
licin u; a z tvaru stavovej rovnice. Rovnice optimality ostavaju v platnosti
aj pre tento pripad (jedind zmena je vo vypocte strednej hodnoty). Pripad s
pravdepodobnostami prechodu sa dé previest na pripad s ndhodnymi velici-
nami a naopak.

3. Funkciu r chapeme ako néklady, ktoré vznikni v kazdom casovom oka-
mihu ¢ € T. V dosledku toho sa snazime ucelovit funkciu minimalizovat.
V literature sa r niekedy chape ako prinos, v takomto pripade je prirodzené
ucelovi funkciu maximalizovat. Modifikdcia predoslého pre tento pripad je
viac-menej formalna.

4. MRP mézu byt pouzité aj na modelovanie redlnych procesov s ”konecnou
pamiitou”, t.j. procesov, ktorych buduci vyvoj zavisi na koneénom (fixnom)
pocte predoslych stavov, alebo akcii. V takomto pripade stac¢i vhodne zvolit
stavovil premennu (priklad takéhoto modelu sa je v ¢asti 3.4).

2.4 Metody riesenia MRP

Riesenie MRP priamym vyuzitim rovnic optimality sa v literatire ozna-
Cuje ako iteracia hodndt. Postup v pripade konec¢ného horizontu je nasle-
dovny. Cielom je najst funkciu Vy(z). Postupujeme spitne od zndmej funkcie
Vr(x) = f(x). Tato dosadime do rovnice optimality pre ¢ = 7" — 1 a mini-
malizaciou ur¢ime funkciu Vy_;. Takto postupujeme az po t = 0. Optimalnu
politiku v jednotlivych casovych krokoch ndjdeme ako argument minima v
prislusnych rovniciach optimality (pricom predpokladdame, ze RO predsta-
vuje aj postacujicu podmienku optimality; presné predpoklady napr. v [13]).
Tento postup sa oznacCuje aj ako spétna indukcia.

V pripade nekonecného casového horizontu je situécia trochu ina. Tu je
rovnica optimality funkciondlnou rovnicou pre funkciu V' a teda ndm nedéva
navod na jej vypocet. Tato funkcionalnu rovnicu musime riesit numericky.
Zvolime funkciu V° (napr. V° = 0) a dosadime ju do pravej strany rovnice.
Minimalizaciou dostaneme funkciu V'!. Tito opiit dosadime do pravej strany
rovnice a prejdeme k V2, atd. Tento aproximativny numericky postup sa
nazyva aj aproximécia v priestore hodnotovych funkcii. Treba povedat, ze
vo vSeobecnosti nie je zarucné, ze postup konverguje k rieseniu prislusnej
funkcionalnej rovnice.

V pripade konecného aj nekonec¢ného horizontu sa minimalizacia v jed-
notlivych krokoch riesenia d4 len mélokedy prevadzat analyticky. Zvicsa je
potrebné pre kazdy stav x € X hladat numericky optimélnu akciu a € A(z).
Toto je pre vicsie priestory riadeni problematické. Problémy vznikaja aj pri

.....
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métanie si jednotlivych funkcii V; (tieto si pri numerickom rieSeni musime
pamitat vo forme ”tabulky”, ktora kazdému stavu = udéva hodnotu V' (z)).

Oproti iteracii hodnot stoji iterdcia politik. Tu sa od politiky 7% pre-
chadza k politike 7**! tak, aby sa hodnota ticelovej funkcie zlepsila. Pouzitie
priestoru.

Iteracia hodnot a politik sa povazuju za klasické pristupy k rieseniu rovnic
optimality. Oba tieto pristupy maja svoje vyhody aj nevyhody (pozri napr.
[15], [13], kde st obe metédy podrobnejsie analyzované).

Praktické problémy formulované ako MRP sa len zriedka daju riesit pou-
zitim klasickych algoritmov dynamického programovania. Dévodom je vypoc-
tovy Cas potrebny na generovanie optimalnych politik, ktory rastie exponen-
cidlne s po¢tom premennych v modeli (tento problém sa v literatiire oznacuje
ako ”kliatba dimenzionality”). Naviac, pristup DP predpoklada exaktny mo-
del, ¢im mame na mysli predovSetkym znalost pravdepodobnosti prechodu.
V komplexnych systémoch takyto model ¢asto nie je k dispozicii a jednot-
livé veli¢iny musime simulovat. Moderné metédy riesenia MRP st zaloZzené
na dvoch hlavnych myslienkach: (i) pouzitie simuldcie na odhadnutie veli¢in,
¢im odpadni problémy s poziadavkou na presny model a (ii) pouzitie para-
metrickej reprezentacie funkcii modelu, ¢im sa znizia naroky na vypoctovy
Cas a pamit. Parametrické reprezentacie a s nimi spojené algoritmy sa daju
rozdelit do troch skupin:

(a) Parametrizované hodnotové funkcie: Namiesto po¢itania s presnou hod-
notovou funkciou v sa v pripade velkého stavového priestoru zvoli pa-
rametrizicia ¥ : X x R — R, ktora poskytuje dobrt aproximéciu
0(x,w) ~ v(x) hodnotovej funkcie pre vhodni hodnotu parametra w.
Funkcia v sa nazyva aproximac¢nd architektira. Existuju r6zne metody
konstrukcie aproximac¢nych architektar (napr. pouzitim polynémov, li-
nearnej kombinacie ”bazovych” funkcii, agregacie stavov a pod.). Kom-
binacia zakladnych myslienok DP s takouto parametrickou reprezenta-
ciou sa oznacuje "neuro-dynamické programovanie”, alebo ”reinforce-
ment learning”. Zakladny postup v tychto metédach je (i) ziskat dobrt
aproximaciu hodnotovej funkcie DP a (ii) pouzit tito na konstrukciu
politik, ktoré st blizko optimalnym.

(b) Parametrizované politiky: V tomto pristupe sa uvazuje trieda politik
popisana vektorom parametrov . Pomocou simulacie sa odhadne hod-
nota ucelovej funkcie pri pouziti politiky z uvazovanej triedy a nasledne
sa zmeni hodnota parametra 6 v smere, v ktorom klesa hodnota tcelo-
vej funkcie.
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(c) 7Actor-critic” metddy: Treti pristup je kombinaciou prvych dvoch. Za-
hifia parametrizaciu politiky (actor) a hodnotovej funkcie (critic).

Tieto metddy su zatial po teoretickej stranke mélo preskiimané, ale v praxi
bolo zaznamenanych niekolko tspesnych aplikécii ([16]). Na najdenie vhodne;j
parametrizécie je zvyc¢ajne nutné postupovat metédou pokusov a chyb.

2.5 Zhrnutie

V tejto kapitole sme Citatelovi poskytli ivod do teérie MRP. Zamerali sme
sa pri tom na MRP s diskrétnymi mnozinami stavov a riadeni, kedy je tedria
trochu jednoduchsia a prehladnejsia ako v spojitom pripade. Spomenuli sme
zékladné metddy riesenia - iteraciu hodnot a politik. Tiez sme uviedli struc¢ny
prehlad modernych aproximativnych metdd, ktorymi sa daji obist problémy
s dimenzionalitou v DP.



3 Formulacia zasobovacieho problému ako MRP

3.1 Strucne k vyvoju tedrie zasob a zasobovacim mo-
delom

Matematicka tedria zasob mé v oblasti operacného vyskumu dlhu tradiciu.
Uz v roku 1913 diskutoval Harris [10] zédkladny Economic Order Quantity”
model, ktory je dnes stcastou kazdej ucebnice tedrie zasob. K zavedeniu zlo-
zitejSich matematickych metdd vsak prislo az v obdobi po druhej svetovej
vojne. Analyzovali sa predovSetkym jednotovarové problémy. Zaklad stocha-
stickych modelov tohto typu polozili Arrow, Harris a Marschak vo svojej praci
z roku 1951 ([9]). Skoro paralelne k rozvoju stochastickych jednotovarovych
a jednoskladovych modelov sa autori zacali zaoberat aj stochastickymi za-
sobovacimi problémami vo viacvrstvovych systémoch (multiechelon models).
V tejto dobe sa rozvijali aj deterministické modely, a to predovsetkym ap-
likdciou dynamického programovania na skladovaci problém s premenlivou
mierou dopytu, napr. v praci Wagnera a Whitina [11]. V osemdesiatych a de-
viitdesiatych rokoch bola tedria obohatend o mnozstvo deterministickych aj
stochastickych modelov, ktoré sa zaoberaju viactovarovymi systémami ako aj
optimalnymi politikami vo viacvrstvovych distribucnych, resp. skladovacich
vyrobnych systémoch. V stcasnosti vyskum pokracuje jednak zovseobecrniova-
nim klasickych modelov, ako aj vytvaranim aproximativnych a simula¢nych
metdd riesenia. Rozsiahly prehlad literatiry je napr. v [1].

Je zrejmé, Ze v priebehu takéhoto dlhého vyskumu vzniklo velké mnoz-
stvo roznych zasobovacich modelov. Uvedieme zakladné predpoklady, ktoré
identifikuja jednotlivé modely:

- Informdcia o dopyte.
Podla predpokladu o druhu informécie o dopyte rozdelujeme modely
na modely s uplnou informéciou o dopyte (deterministické modely) a
modely s ¢iasto¢nou informaciou (stochastické modely).

- Casové sprdvanie sa dopytu.
Dopyt sa moze vyskytovat spojite v ¢ase, alebo len v diskrétnych ca-
sovych okamihoch.

- Kontrola stavu tovarov na sklade.
Rozlisujeme modely s v ¢ase spojitou kontrolou stavu tovarov (trans-
ak¢ne orientované modely, alebo modely so signalizaciou zmien) a mo-
dely s periodickou kontrolou. V modeloch s periodickou kontrolou sa
stav tovarov kontroluje len v istych casovych okamihoch.
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- DIlzZka ¢asového horizontu.
Rozlisujeme jednoperiédové a viacperiédové modely, ktoré mozu mat
konec¢ny alebo nekonecny planovaci horizont.

- Pocet druhov tovarov.
Jednotovarové modely si zalozené na predpoklade, ze celkové naklady
sa daju rozlozit na sumu nakladov jednotlivych tovarov. Vo viactova-
rovych modeloch sa uvazuje s isporami, ktoré vznikna pri koordinacii
objednavania jednotlivych tovarov.

- Dodacie lehoty.
Dodacie lehoty mézu deterministické alebo stochastické.

- Nakladové funkcie.
V zasobovacich modeloch sa zvic¢sa uvazuju tri druhy nakladov: na-
klady na objednavku (fixné a variabilné néklady objednavky), naklady
na skladovanie a naklady na deficit.

- Sposob penalizacie deficitu.
Deficit vzniké, ked sa vyskytne dopyt po tovare, ktory nie je na sklade.
Deficit moze byt penalizovany priamo nakladmi na deficit, ktoré sa vSak
v praxi daju len tazko vyd¢islit. Preto sa od nich v niektorych modeloch
upusta a deficit sa penalizuje nepriamo, prostrednictvom poziadavky
na minimalnu mieru obsluhy (pomer uspokojenych poziadaviek k cel-
kovému poctu poziadaviek) jednotlivych tovarov, alebo celého systému.

- Sprdvanie sa odberatelov pri deficite.
Podla spréavania sa zakaznikov v pripade vzniku deficitu rozdelujeme
skladovacie modely na modely s odlozenou spotrebou (Backorder Case),
kedy sa predpokladé, ze neuspokojeny dopyt bude kryty z nasledovne;j
dodavky a modely so stratenymi predajmi (Lost Sales Case). Tretia
teoretickd moznost je, ze ¢ast neuspokojeného dopytu sa strati a cast
bude kryta z nasledovnej dodavky.

- Casové sprdvanie sa parametrov modelu.
Parametre modelu (napr. hodnoty parametrov pravdepodobnostného
rozdelenia dopytu, hodnoty parametrov nakladovych funkcii a pod.)
mo6zu byt v ¢ase konstantné (statické modely), alebo premenlivé (dy-
namické modely).

- Zohladnenie dalsich obmedzens.
Model méze zohladiiovat obmedzenia na kapacitu skladu, celkovy ka-
pital viazany v zasobach a pod.
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Aj ked tento prehlad nie je tplny, d& sa podla neho zostavit mnozstvo roznych
modelov zasob.

3.2 Popis predpokladov modelu

V tejto praci analyzujeme jednoskladovy viactovarovy model zasob s peri-
odickou kontrolou stavu zasob a jednym dodévatelom. Popiseme dovody, pre
ktoré sme zvolili takyto pristup k optimalizacii zdsobovania.

Predpoklad jedného skladu je dany cielom tejto prace - optimalizovaft
zasobovanie v lokdlnom sklade. V praxi maji podniky samozrejme viaceré
odbytové miesta, pri ktorych st potrebné sklady. Nas model by sa dal pou-
7it v situécii s viacerymi skladmi nasledovnym sposobom. Jednotlivé sklady
urcia poziadavky na objedndvané mnozstva podla ndsho modelu. Tieto po-
ziadavky nasledne odosli do centraly podniku, ktoré zabezpec¢i dodanie po-
zadovanych tovarov do jednotlivych skladov. Takyto postup zrejme nie je
optimalny. Optimalne rieSenie by sme ziskali minimalizaciou nakladov v mo-
deli, v ktorom st zahrnuté vSetky skladovacie miesta spolu s centralou. Kedze
takyto model je velmi zloZity, zvycajne sa zavadzaji zjednodusujice predpo-
klady, ¢im ale ziskavame rieSenia, ktoré v praxi nie st optiméalne z pohladu
jednotlivych skladov.

Koordinécia objednévania viacerych tovarov méze podniku priniest pod-
statné uspory. To plati predovSetkym v pripade, kedy st s kazdou objednav-
kou spojené pomerne velké fixné naklady, nezévislé od objednavaného mnoz-
stva. Uvidime, ze v pripade absencie takjchto nakladov sa nas m-tovarovy
model rozpada na m jednotovarovych modelov. V tejto suvislosti treba spo-
menut aj tzv. ndkladovii ABC analyzu skladovanych tovarov. Ak zoradime
tovary podla celkovych nakladov spojenych s ich udrziavanim na sklade zis-
time, ze
priblizne 20% tovarov na seba viaze 80% celkovych nékladov (skupina A),
priblizne 30% tovarov na seba viaze 15% celkovych nakladov (skupina B),
priblizne 50% tovarov na seba viaze len 5% celkovych ndkladov (skupina C).
Toto pravidlo sa nazyva aj Paretov zakon, alebo pravidlo 80-20. Starostlivou
optimalizaciou zdsobovania tovarov v skupine A moézme dosiahnuf znacné
uspory na nakladoch. Na tento ucel sa pouzivaja prave viactovarové modely.
Na optimalizaciu tovarov v skupine B a C sa pouzivaju jednoduchsie metédy
(v skupine B to mézu byt jednotovarové modely a v skupine C jednoduché
pravidla typu ”objednat, ked nie je na sklade”). Takato klasifikdcia ma zmysel
len v pripade, kedy sa skladuje velké mnozstvo tovarov. Vtedy je totiz prak-
ticky nemozné (z dovodu vypoctovej naro¢nosti) optimalizovat objednavanie
vsetkych tovarov pomocou viactovarového modelu a pouzitie jednoduchsich
metéd moze byt neefektivne. Podrobnejsie o ABC analyze napr. v [2].
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Predpoklad, ktory asi najvyraznejsie odlisuje zasobovacie modely, je pred-
poklad o momentoch kontroly stavu skladu. Podla tohto predpokladu rozli-
Sujeme modely so signalizaciou zmien (continous review models) a modely s
periodickou kontrolou (periodic review models). V modeloch so signalizaciou
zmien sa stav skladu kontroluje spojito v ¢ase. V minulosti sa argumento-
valo proti pouZivaniu takychto modelov tym, Ze je obtiazne mat v kazdom
c¢asovom okamihu k dispozicii presny stav skladu. V stucasnosti vsak takato
argumentacia uz neobstoji. Model s periodickou kontrolou sme zvolili z na-
sledovnych dévodov. V praxi sa informacie o stave skladu vyuzivaju zvicsa
len v diskrétnych casovych momentoch, napr. objednavky sa vystavuja len
raz denne, alebo tyzdenne v rovnakom dni; informécia o stave skladu me-
dzi tymito casovymi okamihmi nie je vyuzita. Naviac, v pripade koordinécie
objednévania viacerych tovarov je periodickd kontrola v praxi lepsie imple-
mentovatelnd ako spojity pristup. Periodicky pristup je vyhodny aj z pohladu
matematického modelovania - ako ukaZzeme dalej, dodato¢né predpoklady sa
daju pomerne jednoducho zahrnit do modelu, bez toho, aby sme ho museli
cely menit.

Predpoklad jedného dodavatela je v praxi taktiez nerealisticky. My vSak
nebudeme uvazovat tspory, ktoré by bolo mozné dosiahnuf koordiniciou
vzhladom na roznych dodavatelov. V situécii, kedy méa podnik viacero dodéa-
vatelov teda rozdelime tovary do skupin podla dodavatela a kazdu skupinu
optimalizujeme osobitne.

Optimalizacia ndsho modelu je motivovana minimalizaciou nakladov. V
stlade so standardnymi predpokladmi o nakladovej struktire v zasobovacich
modeloch uvazujeme tri druhy nakladov: ndklady na objednavku, skladovanie
a deficit. Naklady objednavky st naklady, ktoré rastt s poctom objednavok.
Stcastou tychto nakladov st predovsetkym naklady na dopravu, kontrolu do-
davky, uskladnenie a pod. Naklady na skladovanie st naklady, ktoré rastu s
velkostou skladovanych zasob. Tieto pozostavaju napr. z nadkladov na poiste-
nie, na uslé zisky z finan¢nych prostriedkov viazanych v zasobéach, z nakladov
suvisiacich s technologickou udrzbou skladovaného materiadlu a pod. Naklady
na deficit st najtazsie vycislitelnymi nakladmi. Tieto ndklady vznikaja, ak sa
vyskytne dopyt po tovare, ktory nie je na sklade. Casto sa stotoziiuji s uslym
ziskom, nakladmi na reklamu na ziskanie novych zakaznikov a pod. Pre pres-
nejsie vymedzenie jednotlivych druhov nékladov a metdd ich vycislovania,
ako aj pre niektoré dalsie druhy nakladov odkdzeme na [2].

V dalsom forméalne zapiSeme nase predpoklady o skladovacom systéme a
vytvorime matematicky model. Optimalizaciu modelu potom formulujeme
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ako Markovovsky rozhodovaci proces.

3.3

Matematicka formulacia modelu

3.3.1 Predpoklady

Uvazujme sklad, ktorého tlohou je uspokojovat dopyt po zdsobovanych
tovaroch. Zavedme nasledovné predpoklady:

m € N = {1, ...} druhov tovarov.

periodicka kontrola stavu skladu. Uvazované periédy oznac¢ime O, ..., T
a T :={0,...,T}. Predpokladdme, Ze rozhodnutia o objednévanom
mnozstve tovarov mozeme robit ”za behu”, na zaciatku kazdej periédy
t €T — 1.V dalSom ”¢asom t” myslime zaciatok t-tej periédy.

okamzitd dodavka. Od tohto predpokladu neskér upustime.

oznac¢me z; stav skladu v ¢ase t pred objednavkou, z; = (z},..., 2%,
t € T, y, stav skladu v ¢ase t po objednavke (a dodavke, nakolko
predpokladdme okamzitt dodavku), v, = (yi,...,y") 7, t € T —1, t.j.
2z = 1y — xy je vektor objednanych mnozstiev, t € T — 1. Vektor x,
t € T predstavuje stavovi premennu a vektor y;, ¢ € T — 1 riadiacu
premennt. V dalSom budeme ”stavom v Case t” rozumiet stav skladu
v case t pred objednavkou a "akciou v Case t” stav skladu v Case t po
objednavke.

stavovy priestor, t.j. mnozina vsetkych moznych stavov tovarov na za-
¢iatku periédy t pred objednavkou, je X := R™, t € T. Stav na zaciatku
nultej periody pred objednavkou, zy € X, povazujeme za dany.

priestor riadeni je Y = X. Mnozina pripustnych akcii (rozhodnuti o
velkosti objednéavky, resp. o velkosti y;) v Case t a stave x € X je
Yi(x) ={y € Y : 2 <y < a}', kde a; € R™ interpretujeme ako
kapacitu skladu v case t.

dopyty v jednotlivych casovych periddach st nezavislé m-rozmerné na-
hodné vektory u; = (uj,...,u")T s nezdpornymi zlozkami a zndmym
rozdelenim P, t € T' — 1. Neskor ukazeme, ze od predpokladu nezavis-
losti sa d& upustit. Distribu¢nt funkciu vektora u; (zlozky u}) oznac¢ime
Pi(-) (P{(:)). Necht € T—1 ax € X stav v ¢ase t. Ak y € Y,(z) je

LAk 2,y € R™ tak o < y znamend ' < 3 pre vietky i € {1,...,m}, 2 < y znamena
r <y a zaroven x # y.
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zvolena akcia a v € R} = {z € R™ : 0 < x} je dopyt v peridde t,
potom stav skladu na konci periédy ¢ (resp. na zaiatku nasledovnej
periédy pred objednavkou) je Fy(z,y,u) : X xY x R — X. Specidlne
rozoberieme pripady

(1) Ft(x7y7u) EF(y_u) =Yy

(i) Fy(z,y,u) = Fly—u) = (y —u)t :=
= (max{y' —u!,0},... , mazx{y™ —u™ 0})T.

V pripade (i) je dopyt, ktory pocas periédy nebolo mozné uspokojit,
uspokojeny v nasledovnej periéde (pripad odloZzenej spotreby - BAC-
KORDER) a v pripade (ii) nie je uspokojeny vdbec (pripad strate-
nych predajov - LOST SALES). Vzhladom na to, Zze dopyt v jed-
notlivych c¢asovych periddach je nezaporny je zrejmé, ze sa stavovy
priestor na zaciatku kazdej periédy ¢t € T v pripade (i) redukuje na
{r € R" : x < a;} a v pripade (ii) na {xr € R™ : 0 < z < a;},
t € T (to vSetko za predpokladu, Ze z¢ < ag). V stlade s tymto ozna-
¢ime X; = {z € X : © < a;} v pripade odloZenej spotreby, resp.
Xy ={r € X :0 <z < a} v pripade stratenych predajov, t € T
(pricom predpokladame, Ze dopredu vyberieme jeden z pripadov (i),
resp. (ii) a Ze toto rozhodnutie uz nemenime; mézme teda obe mnoziny
oznacif rovnako).

- tri druhy ndkladov: ndklady na objednavku, naklady na skladovanie a
naklady na deficit.

(i) naklady na objednavku K, : R — Ry v ¢ase t € T — 1 st fun-
kciou objednaného mnozstva. Pozostavaju z fixnych a variabilnych
nakladov:

m

Ki(2) = k6> () +¢fz,  teT -1,

i=1

kde k;, € Ry, t € T —1 su fixné néklady objednéavky, d(z) = 1,
pre z > 0,00 =0ac¢ = (¢,...,c")" e R, t € T—1 st
variabilné naklady objednavky,

(ii) néklady na skladovanie jednotky i-teho tovaru pocas ¢asovej pe-
riédy ¢ € T — 1 oznacime ki, hy = (h{,...,h]")T € R,

(iii) naklady na deficit jednotky i-teho tovaru za Casovi periédu ¢ €
T — 1 oznadime g;, g: = (9;,...,9")" € R
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Nech y je akcia v ¢ase t € T — 1. Potom ocakavané néklady na sklado-
vanie a deficit v periéde ¢ st?:

Oznacme dalej

re(z,y) == Ki(y — ) + Li(y), tel -1

celkové naklady na objednavku, skladovanie a deficit v peridde ¢, ak
stav skladu pred objednavkou bol z a stav skladu po objednavke y.
Predpokladame, Ze na konci planovacieho obdobia vzniknu naklady vo
vigke rp(zp) = —clay, kde ¢ € R™ (pripustame zaporné zlozky
vektora cr) a xp € X je stav skladu v case T' .

- diskontny faktor g, = 1/(1+14,), kde i; > 0 je trokova sadzba v periéde
t.

3.3.2 Matematicky model

Zhrnme predpoklady zavedené vyssie. Dynamika procesu je dana stavovou

rovnicou
Tt+1 :Ft(l’t,yt,ut), tel — 1,

t.j. Specidlne v pripade odlozZenej spotreby

Tit1 = Yp — U,y tel —1,

resp.
T = (Y — ue) ™, tel -1

pri stratenych predajoch. Ohranicenia na stav a riadenie st
Ty € Xt7 te I,

Y € Yi(x), reX,teT—1.

2Oznacenie [ ...dP(z) znamen4 Stieltjesov integral podla funkcie P(z). Vyhodou tohto
znacenia je spolo¢ny zapis pre diskrétne aj spojité typy rozdeleni ndhodnjch premennych.
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Stav skladu na zaciatku planovacieho obdobia xy € X, povazujeme za dany.

Ulohou je najst taki (deterministicki) Markovovski politiku 7 := (7, . . .,
mr_1) € M kde m; : X; — Y také, Ze m(x) € Yi(x), t € T — 1, ktord pri da-
nom z; minimalizuje ocakavané diskontované naklady v periédach ¢, ..., T'—1
pre kazdé x; € X; a pre kazdé t € T' — 1. Takuto politiku nazveme optimal-
nou objednavacou politikou. Formalna definicia Markovovskej politiky je v
kapitole 2. Pripomenieme len, ze ak je dand Markovovska politika 7 a stav
v Case t je x4, tak zvolime akciu y, = m(x;), t.j. objednavané mnozstvo bude
m(zy) — x4

Ocakavané diskontované naklady v periédach ¢, ... T v zavislosti na zvo-
lenej politike 7 a stave x su:

T-1
Ut,ﬂ(x) = EW[Z ’Yt,srs(xsa ys) + ’Yt,TTT(:L‘T”:L‘t = ZL‘], tel — 17 (]-)
s=t
kde vt =1, Vese1 = NsfBs, pre s € {t+1,..., T — 1}.

Ozna¢me vi(x) = inf eqm v (), * € X. Politiku 7 nazyvame (silne)
optimalnou, ak v z(x) = v(z) pre vSetky x € X a pre vSetky t € T — 1.
Aplikiciou principu optimality tedrie dynamického programovania na tento
model dostdvame rovnicu optimality(RO) v tvare

vp(z) = rr(x) pre Vo € Xp

w(@) = inf {rley)+ 6 / / v (Fy,w) dP(u)},  teT—1,

pre x € X;. Pri nasich predpokladoch sa da ukazat (dokaz v [4]), Ze RO je v
nasom modeli nutnou a postacujicou podmienkou optimality a Ze infimum v
RO sa dosahuje v pripade stratenych predajov aj odloZenej spotreby (a teda,
Ze existuje optimélna objednavacia politika). Mdzeme teda pisat

w(o) = min {n(a,) + b / / vy —wdP(w)},  teT-1

v pripade odloZenej spotreby, resp.

vt<x>=mm{wy+ﬁt/ / y—wdPW),  teT-1

yeYi(x)

v pripade stratenych predajov. Funkcia vy(x) udédva minimalne diskontované
ocakévané naklady na udrziavanie skladu v periédach ¢,¢ + 1,...,T ak stav
skladu na zaciatku periédy ¢ je x.
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Tento matematicky model sa nazyva viactovarovy AHM model podla au-
torov jeho prvej verzie z roku 1951 - Arrowa, Harrisa a Marschaka ([9]).

Poznamky.

1. Model sme formulovali so spojitymi stavovymi priestormi a priestormi ria-
deni. V takomto pripade st potrebné dodatocné predpoklady o meratelnosti
tychto priestorov. Tieto sa daju néajst napr. v [13], my predpokladdme, Ze
st splnené. Pri numerickom vypocte optimalnej objednavacej politiky vSak
zvacsa jednotlivé priestory diskretizujeme. Nase vysledky platia aj v pripade
diskrétneho stavového priestoru a priestoru riadeni, t.j. v pripade X = Z™.
2. Model nepredpoklada konstantnt dizku periédy. Sklad teda mézeme in-
ventarizovat napr. pocas tyZzdina kazdy den a cez vikend nie. Samozrejme, v
takomto pripade treba nastavit hodnoty jednotlivych parametrov tak, aby
zodpovedali dlZke periédy, na ktorti sa vztahuju.

3. Pri optimalizacii ndkladov v praxi sa zvic¢sa uvazuje nekonecny casovy ho-
rizont. V tomto pripade treba zarucit, Ze minimalna hodnota tcelovej funkcie
je konecnd, ¢o sa moze dosiahnut uvazovanim trokovej miery vicsej ako 1.
Alternativou je uvazovat namiesto celkovych diskontovanych nakladov prie-
merné naklady (pozri kapitolu 2).

4. V praxi je ¢asto naroéné odhadnut vysku nakladov na deficit. Preto sa
niekedy namiesto nich (alebo stcasne s nimi) uvazuje s poziadavkou na mi-
nimalnu mieru obsluhy. Takato poziadavka sa dd do nasho modelu lahko
zahrntf. Nech je pre vietky ¢ dané a; = (o}, ...,a)T, kde ! je (pozado-
vana) pravdepodobnost toho, Ze v periéde ¢ nenastane deficit i-teho tovaru.
N4jdime najmensiu hodnotu s¢, i € {1,...,m}, t € T — 1 tak, aby platilo

P(uy < 1) = a,
t.j. st = si(a?) (pri danom rozdeleni u;). Teraz staci zmenit riadiaci priestor®:
Yi(z) ={yeY:y>aVs}t={yeR":aq; >y >1Vs},

kde s; = (sf,...,s™)T, pricom predpokladdme, Ze a; > s;.

5. Spolo¢né obmedzenie na kapacitu skladu moézme taktiez docielit zmenou
riadiaceho priestoru. Nech teda a; € R, je spolo¢né obmedzenie na kapacitu
skladu (toto moze vyjadrovat napr. celkovy objem, hmotnost, alebo celkovy
kapital viazany v zésobach a pod.), nech dalej al € Ry, i = 1,...,m st ob-
jemy (resp. hmotnosti, ceny a pod.) jednotlivych tovarov. Zmeneny priestor

3Nech z,y € R™. Definujeme z V y := (max{z!,y'},..., max{z™, y™})T.
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pripustnych akcii v case t € T'— 1 a stave z € X; bude:

6. Vsimnime si, ze pre k; = 0 sa model rozpada na m jednotovarovych mode-
lov. V takomto pripade totiz mo6zme v celkovych diskontovanych nakladoch
zamenit poradie sumdcie a (1) bude pre t € T — 1:

m T-1
ven() = DB D (bl = )+ Lil) ) = (it af = ]
i=1 s=t

kde

e ¢}

Li(y') = b / (v — w)dPj(u) + g / (u— y)dPj ().

i
3.3.3 Eliminacia variabilnych nakladov
Model sa d& transformovat na pripad ¢; = 0, t € T. Definujme:
dp(z) == vp(x) + cha = 0,

() = ve(w) + ¢f (x — pg) + by, kde py = E(uy).

Dosadenim RO v pripade odlozenej spotreby dostaneme:

(x) = cl'(x— pe) + b+ yényi?){ktcS(Z(yi — 2+l (y— ) + Li(y) +
T i=1
B / ---/@t+1(?/ —u) — CtT+1(?/ — U — pui1) = beprdFy(u)}
0o 0
= yg}&){kta( (y' — ") + (¢ — Brceyr) " (y — ) + Le(y) +

By Upp1(y — w) dPy(u)} + by — Bebigr + /)tC§+1/~Lt+1-

Oz\ég EMS

Polozme

br = 0
bi = Bi(ber — CtT+1Mt+1)> tel —1.
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Mame
(ce = Brees)) (y — ) + Le(y) = D (6 = Bk (' — i) +
i=1

i

Yy
(hi + g) / Pi(u)du + (i — o)
0

i

Y
i+ 60) [ Pitudu+ it~ o)
0

[
NE

1

+(y),

kde §; = g; — (¢ — Bicesr), hy = hy + (¢t — Preyy1) s nové vektory nakladov
na deficit a skladovanie. Pre 0,(z) teraz plati:

S

m

O () = min){KtcS(Z(yi — ) + Li(y) + G / .../ﬁt+1(y —u)dPy(u)}.

v,
yeYi( i—1

Tymto sme model s variabilnymi nakladmi objednavky v pripade odloZenej
spotreby transformovali na model bez variabilnych nakladov. Variabilné na-
klady objednavky sa z modelu v pripade stratenych predajov daja eliminovat
podobnym spdsobom. Plati ([4]), Ze optiméalna politika v transformovanom
modeli je optimalnou aj v pévodnom modeli a naopak. Variabilné naklady
objednavky teda nie st pre teoreticki analyzu modelu podstatné.

3.3.4 Optimalna objednavacia politika

Optimalnu objednévaciu politiku (vieme, Ze tato v nasom modeli exis-
tuje; dokaz v [4]) ziskame rieSenim rovnice optimality (vieme, ze RO je v
nasom modeli posta¢ujicou podmienkou optimality; dokaz tiez v [4]). Tu si
treba uvedomit, ze pri rieSeni RO minimalizujeme pre kazdé t € T — 1 a pre
kazdé x € X; funkciu m premennych a zZe vo vicSine pripadov treba tuto
minimalizdciu prevadzat numericky (pozri aj ¢ast 2.4 o metédach rieSenia
rovnic optimality). O optiméalnej objednavacej politike sa da ukazat, ze ma
Strukttaru, ktorej znalost ndm umozni zjednodusit vypocty.

Uvazujme bez ujmy na vSeobecnosti (pozri predosla ¢ast) model bez va-
riabilnych nakladov objednavky. Mame:

vr(z) =0,

yeYi(z

o) = min (Kly = 2) + L) + 5 [ o [ ey = w)dPw),
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pret € T —1, kde K;(z) = k(> (2")). Ozna¢me

i=1

o0 o0

Hly) = L) + 61 [ oo [ sty = w)dPiw)
0o 0
Potom plati:
Hy(z) ak v t-tej periéde neobjednavame ni¢
ve(r) = ¢ % + min H(y) ak objednavame kladné mnozstvo aspon

yeYi(x)
jedného tovaru

Z toho dostavame pravidlo:

< k; = neobjednavat nic,

Ak Hy(z) — min Hy(y) =t AH
+(7) yény?&) +(v) ) sk = objednat argmin H,(y) — .
YEY:(7)

Pre AH; = k; st obe alternativy rovnako dobré a moézeme zvolit Tubovoln z
nich. Je zrejmé, ze mnozina tych x, pre ktoré sa oplati objednavat zavisi od
tvaru funkcie H; a hodnoty fixnych nakladov objednavky k;. Za predpokladov

(1) ag S Ai+1, tel — 27
(i) Bk < kp,teT —2

Pfeifer ([4]) ukazuje, Ze funkcie H; a v; st (K3, T;)-kvézi-konvexné na X,*,
t € T, kde Z; je minimum funkcie L;(x) na mnozine X; (tato funkcia existuje
pre vSetky x € X; a mé na X; minimum, dokaz v [4]).

Z toho v jednotovarovom pripade (pre m = 1) vyplyva ([4], [5]):

o Ak k; > 0,t € T — 1 je optimalna tzv. (s, S;)-politika. Pri tejto politike
sa neobjednava, ak je stav zasob tovaru v case t vyssi, alebo rovny ako
s¢. Tovar je doplneny do svojej objednévacej hranice S;, ak jeho stav
klesne pod s, t.j.

I A A B
ﬂt(:p)—{st nak telT —1

“Nech X C R™ je konvexnd oblast, Z € X, K : R? — Rj. Funkciu f : X — R
nazyvame (K, )-kvazi-konvexnouna X ak (i) f(z) < K(z—x)+ f(z) pre vSetky x,z € X,
T <z < zazéiroven (ii) f(z) > f(z) pre vietky z,z € X, 2 <2z < TV z.
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e Ak k; = 0, t.j., ak sa nevyskytuju fixné naklady objednavky, je opti-
maélna tzv. BASESTOCK-politika. Je to vlastne limitny pripad (s, S;)
politiky pre s; = S;. Podla tejto politiky sa tovar v ¢ase ¢ objednéva,
akonahle sa jeho stav vychyli od hladiny S, t.j.

m(x) = max{z, S;}, telT -1
Vo viactovarom pripade (pre m > 2) je situdcia zlozitejsia. Tu vo vSe-

obecnosti nemozeme oc¢akavat ziaden jednoduchy tvar objednavacej politiky.
V zavislosti od hodnét fixnych nakladov objednavky k; plati ([4]):

e Ak ke >0,t €T —1 existuju oy C Xy, S; € X; a zobrazenie S, Xy —
Y, Si(z) € Yi(z) pre vsetky = € X, také, Ze

x T € oy
m(r) = Si réo, xS, telT —1
Si(z) inak
je optimalna politika, pricom pre o; plati oy D [Ty, a¢ == {x € R™ :

7, < x < a;}, kde Z; je ako vyssie. Takdto politika sa v literatire
oznacuje ako (oy, S;)-politika.

e Ak k; = 0 je aj vo viactovarovom pripade optimalna BASESTOCK-
politika, t.j.

m(z) =7, V x, pre vetky z € X;,t € T —1
je optimalna politika, kde Z; je ako vyssie.

Ako nam znalost Struktiry optimélnej objednavacej politiky zjednodu-
Suje vypoCty? Uvazujme pre nazornost jednotovarovy pripad, kedy k; > 0,
t € T — 1. Vieme, Ze v tomto pripade je optimalna (s;, S;)-politika. V kazdom
Case t € T — 1 nam teda stac¢i uréit body s; a S; a nemusime pocitat hod-
notu optimalnej politiky 7; pre kazdy stav z; € X;. Postup na urcenie tychto
bodov méze byt nasledovny. Nech je dané ¢t € T — 1 a nech pozname funkciu
U1 (pri¢om zaCiname s t = T — 1, kde mame vy y1(z) = vr(x) = re(z)).
Zvolime dostatocne malé z; € X;, kde "dostatocne malé” znamena také,
aby v tilom bolo optimalne objednavat (v pripade stratenych predajov, kedy
X;={r € R:0< 2 < a4} takéto x; nemusi existovat, potom polozime
sy = S¢ = 0). Najdeme y; € Yy(z;), ktoré minimalizuje prava stranu prislus-
nej rovnice optimality. Toto y; je hladanym S;. ESte nam zostéva urcit s;.
Na jeho najdenie uvazujeme postupnost rastticich stavov z; = 29 < xf < ...
Pre stavy z¢, i = 1,2, ... postupne hladdme prislugné y¢, ktoré minimalizujt
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pravu stranu RO. Tato minimalizacia sa redukuje na porovnanie moznosti
"neobjednévat” a ”doplnit sklad do S;”. Najmensi stav z¢, pre ktory je opti-
malne neobjednavat je hladanym bodom s;.

Vo viactovarovych pripadoch je postup o nieco zlozitejsi. Znalost Struk-
tury optimélnej objednavacej politiky ndm vSak aj tu poméha znac¢ne urychlit
jej vypocet .

V dalSom uvedieme niekolko zovSeobecneni nasho modelu. Uvidime, Ze
tieto zovSeobecnenia sa po teoretickej stranke daji pomerne jednoducho im-
plementovat do dynamického programu. To vSak spravidla len za cenu zvic-
Senia stavového priestoru, ¢o zase zvysuje vypoctové naroky.

3.4 Dodacia lehota
3.4.1 Deterministicka dodacia lehota

Doteraz sme vychadzali z predpokladu, zZe stav zasob sa da na zaciatku
periédy okamzite doplnif. Takéto zjednoduSenie je obh&jitelné len pri vel-
kych periédach (vzhladom na dodaciu lehotu). Oby¢ajne sa musi pocitat s
dodacimi lehotami, a to aj v pripade, zZe tovar pochédza z vlastného podniku.
Pod dodacou lehotou totiz mame na mysli cely rad ¢innosti poc¢nic zistenim
objednavanych mnozstiev jednotlivych tovarov az po uskladnenie dodavky.
Zovseobecnime teda AHM model pre pripad nezanedbatelnej dodacej lehoty.

Predpokladajme najprv, ze dodacia lehota je deterministické, dizky 7 €
{2,3,...} periéd a pre jednoduchost predpokladajme neohranic¢ent kapacitu
skladu. Ozna¢me:

r; € R™  stav skladu v case ¢ po dodavke objednavky z periédy ¢t — 7

2 >0 mnozstvo objednané na zaciatku j-tej predchadzajucej periddy,
j=1...,7—1,
20 >0 mnozstvo objednané na zaciatku uvazovanej periody.

Potom plati:
$t+1:$t—Ut+ZT_1, telT —1

v pripade odloZenej spotreby, resp.

Tiy1 = (l’t — U/t)+ + Zr—1, tel —1
v pripade stratenych predajov. Na opisanie stavu systému nepostacuje cel-
kové mnozstvo tovarov na ceste ako dodatocna stavova premenné. Na pre-
chod z ¢asu t do ¢asu t + 1 si potrebujeme pamiitat jednotlivé objednavky
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z€ R, 1 =1,...,7 — 1. Rovnica optimality v pripade odloZenej spotreby
bude mat tvar

vp(x, 21, ..y 2r-1) = rr(T),
vz, 21, ..., 20m1) = min{7(x, z9) +
20>0

ﬁt/--~/vt+1(x+ZT—l_u7207"'72’r—2)dpt(u)}7
0 0

kde 7(z, 2) = K(2) + 2+ Ly(x). Pripad stratenych predajov je analogicky.
Vidime, Ze pri va¢Som 7 (resp. m) dostaneme stavovy priestor velkosti, ktora
sa v rozumnom ¢ase nedé vypoctovo zvladnut. Pre 7 = 1 vSak stavovy pries-
tor zvicSovat nemusime. RO v pripade odloZenej spotreby pre 7 = 1 bude

v(r) = g)li;é{ft(x,zo)Jr

By /OO /Oovt+1(:1: + 20 — w)dPy(u)}.

Pri viésich hodnotéch 7 by sme teda mohli postupovat tak, Ze zmenime dizku
periédy tak, aby sa zhodovala s dlzkou dodacej lehoty?®.

3.4.2 Stochasticka dodacia lehota

V dalsom budeme skiimat pripad stochastickej dodacej lehoty. Predpokla-
dajme teda, ze dodacia lehota 7 je diskrétna ndhodna premenna nadobtuda-
juca hodnoty 1,2, .. .. Pre jednoduchost predpokladdme, ze moze byt najviac
jedna dodavka na ceste. Oznacenia:

Qs pravdepodobnost, Ze dodacia lehota je rovna ¢, t = 1,2,.. .,
Q1) distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej T,
Ont1 pravdepodobnost prechodu zo stavu ”po n periédach je

dodévka na ceste” k stavu ”v (n + 1)-vej peridde dodané”,
21 € R vektor objednanych mnoZstiev,
n pocet peridd, kolko je dodavka na ceste.

5So zvidsujicou sa dlzkou periédy sa zvicsuju jednotkové néklady na skladovanie a
deficit, kfm naklady na dodévku ostavaji konstantné. PredlZenie periédy ma teda za na-
sledok relativne zmensenie ndkladov na dodavku. Vyvstava potom otazka, ¢i tieto naklady
z modelu nevynechat. V takomto pripade by sa totiz model rozpadol na m jednotovaro-
virch modelov, ktoré vieme efektivne riesif. Zvicsovanie dlzky periédy sa viak neodportca
([5]), nakolko takto vzrastie neistota v dopyte poc¢as peridédy, ¢o zasa zvySuje ndklady na
skladovanie, resp. deficit.
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Plati:
qt+1

g0t+1:P(T:t+1|T>t):1_762(t)

t>0.
V pripade odlozenej spotreby plati:

o LT + z1 s pravdepodobnostou ¢, 1
LTz — g s pravdepodobnostou 1 — ¢4 1

RO sa v tomto pripade rozdeli na nasledovné dve rovnosti

vi(z, z1,n) = L(z) + Bipnia / /vtﬂ(:c —u+ 2,0,0)dPy(u)+

Bi(1 — oni1) / /vt“ r —u,z1,n+ 1)dP(u),
0 0

pre z1 > 0 apre z; =0

v(z,0,n) = m>i(1)1{Kt(z) + Li(z) +

ﬁt@l/---/vtﬂ(:c—u—l—z,0,0)dPt(u)—|—

(1 — 1 / /th —u,z,1)dPy(u)}.
0 0

Systém je teda mozné riadit len v pripade, Ze z; = 0 ¢o zodpoveda predpo-
kladu o nanajvys jednej dodavke na ceste.
V pripade stratenych predajov mame:

Torn — (xy —uy)™ + 21 s pravdepodobnostou ;4
. (xy —up)* s pravdepodobnostou 1 — ¢y, ;.

Rovnica optimality bude tvaru

o0

vz, 21,n) = L) + Bronia / o [ v ((w —u)t + 21,0,0)dPy(u) +

(1 — oni1 / /UHI r—u)t, z,n+ 1)dP(u),
0o 0
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pre z; > 0 apre z; =0

vi(xy,0,n) = mggl{Kt(z) + Li(x) +

o0 o0

Bugr / /vm((x )t 4+ 2,0,0)dPy(u) +

(1 — 1 / /vt“ t 2z, 1)dPy(u)}.
0 0

3.5 Autokorelovany dopyt

Doteraz sme predpokladali, Ze dopyty v jednotlivych periédach st vza-
jomne stochasticky nezavislé. V niektorjch pripadoch sa vsak predpoklad
nezéavislosti ukazuje ako zna¢ne nerealisticky (pozri napr. [3]). V tychto pripa-
doch je rozumnejsie predpokladat, Ze pravdepodobnostné rozdelenie dopytu
v uvazovanej casovej peridde zavisi od dopytov v £ € N predchadzajicich
periodach:

Pi(u) = Py(u|uy, ug, ..., ug),
kde u; oznacuje dopyt v i-tej predchadzajtcej periéde a k je fixné ¢islo. Takto
sme dospeli k systému, v ktorom nadhodné veli¢iny nan posobiace uz nie st

vzajomne nezavislé. Tento problém sa dé obist za cenu zviicSenia stavového
priestoru. Postup ukazeme na markovovskom pripade procesu dopytu, kedy:

Pi(u) = Py(u]uy).

Pozorovanie u; z predchadzajticej periddy vstipi do rovnice optimality ako
stavova premenna:

alen) = min (ily =) + Ly, ) +
ﬁt/.../le(y—u,u)dPt(u|u1)},
o 0

kde L:(y,u1) st o¢akdvané naklady na skladovanie a deficit v peridde ¢ €
T — 1 pri rozdeleni dopytu P;(u|uy).

Takymto sposobom mozme do modelu zahrntft realistické procesy dopytu
- napr. v uvedenom markovovskom pripade by proces dopytu mohol byt

modelovany AR(1) procesom®.

6Proces AR(1) vyhovuje rovnosti u; = po+a(us—1—po)+er, kde |af < 1, ¢; st nezavislé,
rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny, z rozdelenia N (0, o) a po je dlhodob4 strednd hodnota
procesu.
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3.6 Modely s prognoézou

V niektorych situaciach existuje informéacia o budtcom priebehu dopytu,
na zéklade ktorej st vytvarané (zviiésa kratkodobé) prognézy. Tieto chceme
zohladnit v nasom modeli. Zdrojom informécie o budiicom dopyte moze byt
napr. Statistickd analyza dopytu v minulosti, alebo zmluva s velkoodbera-
telom a pod.

V praxi sa niekedy zavadza trojkrokovy postup. V prvom kroku sa urci
prognéza dopytu. V druhom kroku sa urcia poistné zasoby, ktoré maju za-
branit vzniku deficitu. V tretom kroku sa vypocita optiméalna objednévacia
politika pomocou deterministického modelu, v ktorom sa za deterministicky
dopyt zoberie prognéza urcena v prvom kroku. Takyto postup vedie k rie-
Seniam, ktoré su spravidla suboptiméalne. Optimalne riesenia ziskame, ked
prognézu dopytu integrujeme do dynamického programu.

UvaZzujme najprv pripad, kedy méame k dispozicii predpoved na jednu
periédu dopredu.

3.6.1 Endogénna progndza

Rozlisujeme dva druhy prognéz: exogénnu a endogénnu prognézu. V pri-
pade endogénneho pristupu sa predpoved odvadza z dopytu pozorovaného
v minulych periédach. Sem patri aj pripad autokorelovaného dopytu. Pred-

chadzajice pozorovania uq, us, ... zrhnieme do postacujicej Statistiky wg a
dalej poc¢itame s podmienenym rozdelenim

Pt (ut‘U}O)-
Informacia wq ziskana z minulych hodnot dopytu uq, us, ... sa povazuje za

predpoved dopytu u; v uvazovanej periéde t. Na konci uvazovanej periddy je
znama presnd hodnota u; a mdéZzeme uréit predpoved w; na dalsiu periédu:

wy = gt(ut,wo)-

Dolezité je, aby sa nova progndza w, dala uréit len z hodnot starej prognézy
wo a aktualneho pozorovania u;. Potom je totiz mozné integrovat proces
predpovedania do rovnice optimality, ktord bude vyzerat nasledovne:

v(w,w) = yefl)l(itf(lx){Kt(y — ) + Ly(ys, wo) +

@t/oo---]ovtﬂ(y—Uygt(UaWO))dPt(“‘WO)}a

kde L;(y,w) st oCakavané naklady na skladovanie a deficit v peridde ¢ €
T — 1 pri rozdeleni dopytu P;(u|w).
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3.6.2 Exogénna prognoza

Pri exogénnej prognodze je zdroj informacie mimo modelu. Takato situ-
acia nastava napr. ked sa v podniku progndzy urcuji v inom oddeleni ako
riadenie zasob. Prognostické oddelenie zostavi predpovede na zéklade mak-
roekonomickych tidajov a udajov o podniku. Kym v endogénnom pripade
mozme pomocou funkcie g; pri znadmom dopyte v uvazovanej periéde urcit
(deterministicky) predpoved na nasledovni periédu, mé prognéza v tomto
pripade pre zasobovacie oddelenie ndhodny charakter:

wo je najnovsia prognéza. Predpoveda dopyt v uvazovanej periode.
u  je dopyt v uvazovanej peridde, s rozdelenim P;(u|wy).
wy je (zatial neurcend) predpoved na nasledovnu periédu. Tato je pre
nas nadhodnou veli¢inou, kedze predpovedaci mechanizmus nepo-
zname. Nahodn4 veli¢ina w; mé zname rozdelenie R;(wy).
Rovnica optimality:

vlewg) = min {Kily = ) + Ly, wo) +

[e.9] [e.9]

ﬁt/.../]O...]oth(y—u,wl)th(wl)dB(umo)}.

3.6.3 Posuvny horizont

Navrhneme teraz pristup k zahrnutiu predpovedi do optimalizacie, ktory
je vhodny pre pouzitie v praxi. Tu zvicsa nejestvuje ziaden prirodzeny koniec
planovacieho horizontu, a preto sa tento povazuje za nekonecny (aj ked napr.
pri sezénnych tovaroch moze byt koniec sezény povazovany za koniec plano-
vacieho horizontu; nasledovny postup je po malych tpravach pouzitelny aj v
takomto pripade).

Uvazujme teda nekonec¢ny planovaci horizont a predpokladajme, ze v kaz-
dom case t, v ktorom mame moznost robit rozhodnutia o objednévke, mame
k dispozicii predpovede wy, ..., w,_; na 7 € N periéd dopredu. Teda roz-
delenie dopytu v periédach ¢,t +1,...,t + 7 — 1 je postupne P;(u|wy),...,
P,y 1(u|w,_1). Pre ziskanie hodnotovej funkcie v; (a teda aj optimélnej ob-
jednavacej politiky v ¢ase t ) postupujeme v dvoch krokoch.

V prvom kroku riesime stacionarnu tlohu na nekone¢nom horizonte, kde
za stacionarne rozdelenie dopytu vezmeme Py ,_1(u|w,—_1). Riesime teda funk-
cionalnu rovnicu

v(x) = min {KthT*l(y — @) + Ligr—1(y, wr—1) +
y€Yiyr—1(x)
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5t+7170---7Ov(y—u)dPt+T1(U\wT1)},
0 0

kde hodnoty vSetkych parametrov st rovnaké ako v periéde t + 7 — 1. Rie-
Senie tejto rovnice povazujeme za odhad hodnotovej funkcie v, . udavajacej
minimalne ocakavané diskontované naklady v periédach t + 7, t +7+1,.. ..
O odhade hovorime, pretoze rozdelenie dopytu v periédach t4+7,t+7+1,...
sa v skuto¢nosti moze menit (rovnako ako hodnoty ostatnych parametrov
modelu).

V druhom kroku najdeme v;. Za tym tGcelom rieSime nestacionarnu tlohu
na kone¢nom horizonte dlzky 7. Prislusné rovnica optimality je:

Ut+s(37) = min {Kt+s(y - x) + Lt+s(y7 ws) +
YEY44s(x)

e [ [ sty = )P (ulw)}
0 0

pre s =7 —1,...,0, kde za "Startovaciu” funkciu v;,, dosadime odhad zis-
kany v predoslom kroku. Vsimnime si, Ze jednotlivé predpovede, na rozdiel
od pristupov uvednych vyssie, nefiguruji v rovnici optimality ako stavové
premenné. Toto je mozné vdaka tomu, ze mame k dispozicii predpovede az
do konca uvazovaného ¢asového horizontu. RieSenim tejto tilohy ziskame hla-
dant hodnotovi funkciu v; a mézme spravit rozhodnutie o objednavke. Ak v
Case t pozorujeme stav skladu x tak optimalne rozhodnutie o objednéavanom
mnozstve (resp. stave skladu po objednavke) ziskame ako argument minima
v rovnici pre v;(z). Schematické znazornenie tohto dvojkrokového postupu je
na obrazku 1.

V case t+1 mame k dispozicii nova predpoved dopytu v peridde t+7 (pri-
¢om predpovede dopytu v periddach t+1,...,t+7—1, ktoré boli k dispozicii
uz v Case t, moézu byt taktiez upravené) a mdzme opéit aplikovat popisant
dvojkrokovii metédu na ziskanie hodnotovej funkcie vy, ;. Tento postup sa v
literattre oznac¢uje ako posuvny horizont (rolling horizon).

Poznamka.

Pri aplikdcii popisaného postupu rieSime v kazdom case (v kroku 1) funk-
ciondlnu rovnicu pre v. Na tento uc¢el mdzme pouzit numericky algoritmus
popisany v casti 2.4 o metddach riesenia MRP. Tento algoritmus generuje
postupnost funkcii v*, ktora konverguje k hladanej funkcii v. Na jeho pouzi-
tie je potrebné zvolit Startovaciu funkciu v°. Za v° moézeme vyhodne zobraf
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rieSenie funkcionalnej rovnice z predoslej periddy. Za predpokladu, zZe predpo-
vedany dopyt sa velmi nezmeni takto mdzeme znacne urychlit konvergenciu
numerického algoritmu.

Obr. 1: RieSenie tlohy na nekonec¢nom horizonte, ziskané v kroku
1 povazujeme za aproximaciu funkcie vy, ., ktort pouzijeme v
kroku 2 ako ”startovaciu” funkciu tilohy na kone¢nom horizonte.

stavv
dase t N 000 T e

3.7 Zhrnutie

V tejto kapitole sme uviedli a zdovodnili nase predpoklady o skladova-
com systéme a vytvorili sme matematicky model. Optimalizaciu modelu sme
formulovali ako Markovovsky rozhodovaci proces. Uviedli sme vlastnosti opti-
malnej politiky pre Specidlne pripady fixnych nakladov objednavky. Zakladny
model sme potom zovSeobecnili pre nezanedbatelni dodaciu lehotu a auto-
korelovany dopyt. Na zaver sme ukézali ako moZzno do modelu integrovat
predpovede dopytu.

Treba poznamenat, Ze v praxi nas model nie je pouzitelny na plne automa-
tizované objednavanie tovarov. Dovodom st nase predpoklady o skladovacom
systéme, ktoré aj ked st pomerne vSeobecné, nemusia vzdy odrazat realitu
s dostato¢nou presnostou (napr. sme implicitne predpokladali, Ze z kazdého
tovaru mozme objednat lubovolné mnozstvo (pri dodrzani obmedzeni na ka-
pacitu skladu), ¢o v praxi nemusi byt vzdy splnené). Vysledky optimalizacie
modelu st myslené skor ako zachytny bod pre urcenie finalnych objednavok
jednotlivych tovarov.



4 Numerické priklady

4.1 Struktiira optimalnych politik

Uvazujme pre nazornost model s dvoma (m = 2) tovarmi. Pravdepodob-
nostné rozdelenie dopytu po kazdom z nich je uvedené v tabulke 1. Dalsie
parametre modelu st v tabulke 2. Vsetky parametre st stacionarne, rovnako

Tabulka 1: Pravdepodobnostné rozdelenie dopytu po tovaroch.

i o] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7
p1(i) |0.05] 0.1]0.14[0.19]021[0.16| 0.1]0.05
p2(i) | 0.01 [0.12]0.13 022021 |0.16 | 0.15| -

Tabulka 2: Dalsie parametre modelu

k 4501 5 1|7 10
c1 41 hy 15| gy 1500
Coy 31 hy 20| g2 680
aq 20 (45} 20

ako rozdelenie dopytu (pre vyznam jednotlivych parametrov pozri ¢ast 3.3.1).
Uvazujeme pripad so stratenymi predajmi a okamzitou dodavkou.

Na obrazku 2 je zobrazena optimalna objednévacia politika v ¢ase ¢t = 0.
Na osiach st mnozstva jednotlivych tovarov na zaciatku planovacieho obdo-
bia (t.j. xp). Krizik znamend, Zze pre dany pociatoény stav je v ¢ase t = 0
optimdlne neobjednavat a Stvorcek znamenad, Ze sa objednavat bude. T.j. na-
priklad pre zy = (6,4)7 sa pri optimalnej politike bude objednévat, ale pre
zo = (7,8)7 nie.

Objednavané mnoZstva st naznadené na obrazku 3. Pre stavy xo < (13,12)7,
pre ktoré sa bude objednavat budt objednané mnozstva zo = (13,12)7 — .
Pre 7o £ (13,12)T, pre ktoré je optimalne objedndvat, sa doplni vzdy len
jedna zlozka do hranice zobrazenej na obrazku 3 (t.j. napr. pre xo = (0,20)7
bude yo = (18,20)7). Vidime, Ze optimalna politika mé v stilade s ¢astou
3.3.4 naozaj tvar (o, S;). Pritom Sy = (13,12)7 (pozri obrdzok 3) a mno-
Zina 0( zodpoveda mnozine stavov, pre ktoré sa v ¢ase ¢ = 0 pri optimalne;
politike nebude objednavat (oznacené krizikmi).
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4.1 Struktira optimalnych politi

Obr. 2: Optimalna objednavacia politika.
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ukazeme, Ze takato neintuitivna politika moze byt naozaj optimélna.

Uvazujme model so stratenymi predajmi a okamzitou dodavkou s para-
metrami uvedenymi v tabulke 3. Optimalna objednavacia politika je znéa-
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zornend na obrazku 4. Tu plati: S; = (5,6)7 a Sy = (10,12)7. Pozrime sa
blizsie na stav 7o = (5,4)7. V tomto stave prichddzaji do tvahy dve poli-
tiky: objednat teraz a v ¢ase ¢ = 1 neobjednavat (politika ), alebo teraz
neobjednavat a objednat az v ¢ase t = 1 (politika 7). DalSie dve mozné
politiky sii: neobjednévat vobec a objednat v oboch periédach. Vzhladom na
pomerne velké néklady na deficit moézme prva z nich hned vyladit a druhé
sa redukuje na politiku 7. Celkové naklady pri politike 71 budu:

]\/vﬂ—1 (fo) = k? + CT(SO — ZZ‘()) + L(S()) + L(SO — (U,l, UQ)T)
= 600+ (4,3)(5,8)" + L((10,12)") + L((5,6)")
= 849,

pri¢om uvazujeme s nulovymi koncovymi nakladmi (¢ = 0). Pripomenieme,
ze v deterministickom pripade plati L(y) = >""", L*(y"), kde

iy g'(u' —y") ak y' <u
L(?/)—{ hi(yi_ui) ak inui_

Celkové naklady pri politike w5 budu:

Nry(%o) = L(Zo) + k4" (Sy = (To — (u',u?)")*) + L(S1)
= L((5,4)") 4+ 600 + (4,3)(5,6)" + L((5,6)")
838.

Teda v bode Zj je naozaj optiméalnou politika 5. Napr. v bode &y = (6,4)T
plati naopak N, (Zg) = 845 < 851 = N,, (%) a teda optimalnou je politika
.

Tento jednoduchy priklad ndm potvrdil, Ze optiméalne politiky mdézu mat
vo vSeobecnosti zlozitd, neintuitivnu Struktiru. To je ¢asto dévodom (popri
vypoctovej narocnosti), pre¢o sa v praxi upusta od hladania optimalnych
politik a pristupuje sa k roznym heuristickym rieSeniam.

Tabulka 3: Parametre modelu s deterministickym dopytom.

600 T  2]4 1
ut 5(at 20|t 4
u? 6|a®> 20| c* 3
W17 [ g% 500
W20 | g2 100
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4.2 Porovnanie koordinovaného a nezavislého objednavania
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Teda, podla vysledkov v tabulke 4, sa napr. tovar 1 v ¢ase t = 0 bude
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Tabulka 4: Parametre a vysledky pri nezavislom objednévani (k = 150, T' =

‘ Tovar  FElu;| h g c ‘ so So Naéklady ‘
1 3.54 10 1550 4 6 14 1469
2 3.58 16 60 10 2 9 1591

Spolu 3060

objedndvat, ak jeho stav y§ bude nizsi ako 6 jednotiek a objednané mnozstvo
bude 14 — y; jednotiek. Naklady uvedené v tabulke st minimélne oc¢akévané
naklady na zaciatku planovacieho horizontu (v ¢ase t = 0) pri poc¢iato¢nom
stave y = 0,1 =1, 2.

V tabulke 5 je porovnanie minimalnych nakladov pri nezavislom objednéa-

Tabulka 5: Porovnanie nezavislého a koordinovaného objednévania pre rozne
hodnoty k (ostatné parametre ako v tab. 4)

‘ k ‘Koord. Nezéw.‘

0 | 1172 1172
(100)  (100)
50 | 1666 2064
(100)  (124)
100 | 2154 2662
(100)  (124)
150 | 2535 3060
(100)  (121)
200 | 2774 3407
(100)  (123)
500 | 3808 4565
(100) (120

vani s nakladmi pri koordinacii objednévok pre rézne hodnoty fixnych nékla-
dov objednévky k (hodnoty ostatnych parametrov st ako v tabulke 4). Pri
nulovej hodnote k st o¢akavané naklady v oboch modeloch rovnaké, nakolko
pre k = 0 sa m-tovarovy model rozpada na m jednotovarovych modelov.
Rovnaka situécia nastane aj pre dostatoc¢ne velké k (vzhladom na néklady
na deficit), kedy sa neoplati objednavat vébec. Pre zmysluplné hodnoty &
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vsak vidime, Zze uz pri dvoch tovaroch méze koordinacia ich objednavania
viest k znaénym tsporam na nakladoch.

V literatare sa zvidcsa ocakavané néaklady vo viactovarovom modeli po-
rovnavaju so suc¢tom ocakavanych nakladov v prislusnych jednotovarovych
modeloch; my sa pridrziavame tohto pristupu. V skutoc¢nosti vsak budu oca-
kavané naklady pri nezavislom objednavani o nieco mensie ako stucet ocaka-
vanych ndkladov pre jednotlivé tovary. Niekedy sa totiz moze stat, Ze oba
tovary objedname v rovnakej peridde (aj ked nezavisle na sebe) a teda fixné
naklady objednévky sa zarataju len raz (predpokladame, Ze oba tovary si od
rovnakého dodéavatela). Presnejsie by teda bolo odhadnit ocakavané naklady
pri nezavislom objednavani simulaciou.

Poznamky.

Na hladanie optimélnych politik v uvedenych prikladoch sme pouzili Stan-
dardnt spétnd indukciu (pozri napr. [17]). Pri minimalizécii v jednotlivych
krokoch algoritmu spétnej indukcie sme vyuzili zname (pozri ¢ast 3.3.4) vlast-
nosti optimalnej politiky, t.j. napr. ak v ¢asovom kroku ¢ mame urceny bod
Sy, tak pre stavy x > S; odpadd minimalizacia tplne. Algoritmy sme im-
plementovali v softvérovom baliku Mathematica. Uvedomujeme si, Ze tento
softvér nie je vhodny na praktické pouzitie, zvolili sme ho pre jednoduchost
programovania a grafického vystupu. Program s podrobnejsim popisom je v
prilohe.



5 Zaverecné poznamky

V praci sme analyzovali problém optimalizacie zdsobovania lokalneho skladu.
Zamerali sme sa pritom na podskupinu tovarov, so zasobovanim ktorych su
spojené najvicsie naklady (t.j. na skupinu A, podla ndkladovej ABC klasifi-
kécie). Ulohu optimalizacie zasobovania tjchto tovarov sme formulovali ako
Markovovsky rozhodovaci proces. Ukézali sme vlastnosti optimélnej objed-
navacej politiky v nasom modeli. Zakladny model sme rozsirili o predpoklady
nezanedbatelnej dodacej lehoty a autokorelovaného procesu dopytu. Tiez sme
ukézali, ako mozno do modelu integrovat prognézy dopytu. RieSenim néasho
modelu je objednavacia politika, ktora minimalizuje ocakavané naklady spo-
jené s prevadzkou skladu. Takato objednéavacia politika sa vSak v praxi vo
vSeobecnosti neda presne implementovat. Dovodom je napr. nemoznost ob-
jednat Tubovolné mnozstvo tovaru, ¢o sme v nasom modeli predpokladali.
Dalsim obmedzenim pouzitia politik ziskangch riesenim nasho modelu je ich
zlozita struktira, na ktort sme poukazali v poslednej casti prace. Na druhej
strane pouzivanie takychto politik je motivované zna¢nymi tisporami, ktoré
sa daju pri ich implementécii dosiahnuf. Zaujimavym ndmetom na buduci
vyskum v tejto oblasti je aplikdcia modernych metdd rieSenia MRP na nés
model.
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Program na vypocet hodnotovej funkcie v pripade stra-
tenych predajov

OptOperator([X_, P_, r_, VT_, beta_] :=
Module [{nGridPoints, Dim, Expect, i, j, kI,
Dim = Length[X[[1]1]1];
nGridPoints = Length[X];

Expect = beta*Table[Sum[
VT [VectorPos[X[[k]] - P[[i, Range[Dim] 1] ] ]
*P[[i, Dim + 1 1]
, {4, 1, Length[P]}], {k, 1, nGridPoints}];

S = X[[ArgMin[Table[
r[minX, X[[k]]] + Expect[[k]]
, {k, 1, nGridPoints}]11]1;

Interpolation[
Table[
Join[X[[j]1],
{If[isGreaterEq[X[[j11, SI,
r[X[[j1], X[[j1]1] + Expect[[jl],
Min[Table[r[X[[j]], X[[k]]] + Expect[[k]]
, 1k, 1, nGridPoints}]]
1}
]
, {j, 1, nGridPoints}], InterpolationOrder -> 1]
]

Parametre programu si postupne: zoznam bodov, v ktorych mé byt hodno-
tova funkcia vypoéitand (pri¢om predpokladame, Ze tieto tvoria mriezku v
stavovom priestore), matica s hodnotami a prislusnymi pravdepodobnostami
dopytu, funkcia nakladov v prislusnej periéde, hodnotova funkcia z predos-
lej periédy (resp. nasledovnej, nakolko pri spiétnej indukcii sa postupuje od
konca ¢asového horizontu k jeho zaciatku) a diskontny faktor v prislusne;j
peridde.

Vystupom programu je hodnotova funkcia v periéde, na ktort sa vzta-
huja parametre programu, linearne interpolovanad medzi bodmi mriezky zo
vstupu. Interpolacia ma zmysel predovsetkym vtedy, ak riesime tilohu, ktora
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vznikla diskretizaciou spojitej ulohy. V pripade spojitého rozdelenia dopytu
je niekedy namiesto jeho diskretizacie vyhodnejsie aproximovat strednt hod-
notu v rovnici optimality simulaciou; modifikacia nasho programu pre tento
pripad je jednoducha.

Hodnotové funkcie v jednotlivych casovych krokoch dostaneme viacna-
sobnym spustenim prikazov

V = OptOperator([X, U, r, VT, betal;
VT[x_]1 := V[x[[11], x[[2]1]1];

pricom predpokladame, Ze pri prvom spusteni je funkcia VT [x_] definovana
podla koncovych nakladov.
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