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Uvod

Linearne programovanie mé rozsiahle praktické pouzitie nielen v oblasti vedy a tech-
niky, ale aj v procese ekonomického a finanéného rozhodovania. Medzi takéto procesy
finanéného rozhodovania patri aj problém optimalizacie dlhopisového portfélia. Tedria
linedrneho programovania poskytuje viacero metéd a algoritmov pre hladanie optimal-
neho riesenia. Medzi najstarsie, ale zaroven aj najpouzivanejsie patri simplexova metoda
(Dantig, 1947). Nevyhodou simplexovej metddy je, Ze teoreticky mé exponencidlnu zlozi-
tost, a teda nie je vhodné pre optimalizaciu tloh velkych rozmerov. Na druhej strane, aby
bol ekonomicky model pouzitelny v praxi, nesmie byt miera abstrakcie od reality prilis
velka. To vsak vedie k formulécii modelov relativne velkych rozmerov.

Alternativou k simplexovej metéde st metédy stihrne oznacované ako metédy vntatorného
bodu. Tieto metédy na rozdiel od simplexovej metédy vykazuju polynomialnu zloZitost.
Dalsou zaujimavou vlastnostou tychto metdd je, ze v pripade existencie alternativnych
optiméalnych rieseni poskytuju iné optimalne riesenie ako simplexova metdda.

Cielom tejto prace bolo néjst na internete softvér pouzivajici niektort z metdd vnu-
torného bodu, nastudovat a popisat tito metédu a sfunkénit softvér. Pomocou neho
potom riesit problém optimalizacie dlhopisového portfélia a porovnat ziskané vysledky s
vysledkami ziskanymi pouzitim simplexovej metddy. Tento ciel sa podarilo naplnit. Na
internete sme nasli softvér vyuzivajici homogénnu samodudlnu metédu a ten sme apli-
kovali na linedrny model optimalizicie dlhopisového portfélia. Ulohy sme generovali v
rozmeroch do 24002 ohraniceni a 21009 premennych.

Praca je ¢lenena do Styroch kapitol. V prvej kapitole kapitole st zhrnuté zakladné pojmy
linedrneho programovania a tedrie duality. Druhé kapitola vychadza z knihy Roberta J.
Vanderbeia[2] a je venovand popisu homogénnej samoduélnej metédy. V tretej kapitole
sme popisali problém optimalizacie dlhopisového portfélia a naformulovali modely popisu-
juace tento model. Cennym zdrojom informécii pre tiato kapitolu bol ¢élanok S.Nielsena|[1].

V poslednej stvrtej kapitole st uvedené vysledky experimentov.



1. Uloha linedrneho programovania

1.1 Formulécia ilohy linearneho programovania

Jednym z najdolezitejsich problémov v ekondmii je hlfadanie optimélneho rieSenia. RieSe-
nie takychto optimaliza¢nych problémov casto vedie k loham linearneho programovania.
Uvedme teda, ¢o to tloha linedrneho programovania vlastne je. Linedrne programovanie
sa zaoberd Specialnymi llohami na viazany extrém funkcii viac premennych. Vynimocénost
tychto tloh spociva v tom, zZe ide o extrémy linearnych funkcii viazanych podmienkami v
tvare linearnych rovnic a nerovnic.

Uvedme niektoré zdkladné typy tloh linedrneho programovania. Nech matica
A = (a;;) € R™*™ a vektory b = (b;) € R™, ¢ = (¢;) € R"™. V tejto praci budeme
vektory chapaf ako stipce. Optimaliza¢ni tlohu maximalizovaf linedrnu funkciu v tvare:

n

E :ijjv

j=1

ktorti nazyvame tcelova funkcia, na mnozine rieseni linearnych nerovnic:

budeme nazyvat tlohou linedrneho programovania v Standartnom tvare (Vanderbei[2])
resp. strucne Standartnou tlohou. Takato tloha sa ¢asto oznacuje aj ako tiloha linedrneho
programovania v tvare nerovnosti. Skratene budeme tto tlohu zapisovat v maticovom
tvare:

max{ch| Az <b; x>0}

Vo vSeobecnosti nemusime riesit maximaliza¢ny problém, ale rovnako aj minimaliza¢ny.

KedZze pre Iubovolnii mnozinu M € R"™ a Iubovolnt funkciu f : M — R plati

min f(z) = —max(—f(z))



mozeme Tubovolni minimaliza¢ni tlohu previest na maximalizac¢ni.
Niekedy pozadujeme od vsetkych ohraniceni, aby sa nadobudali ako rovnosti ,t.j. mame

tlohu maximalizovat
n
E : CjTy,
i=1

pri ohraniceniach

n
E Q5T :bZ izl,...,m
j=1

x; =20 j7=1..n.

Potom takuto tlohu linedrneho programovania nazyvame tlohou linedrneho programo-
vania v rovnicovom tvare. Kazdu tlohu v rovnicovom tvare vieme previest na tlohu v

tvare nerovnosti a to nahradenim kazdej rovnosti

1 Qi Ty = b; dvojicou nerovnosti

Z?:l ajjry < by a — Z?:l ajjr; < b;. Naopak kazdu tlohu v tvare nerovnosti vieme
previest na rovnicovy tvar zavedenim nezapornych doplnkovych premennych z; > 0 a
nahradenim nerovnosti rovnostami v tvare E?Zl ai;jTj + z; = b;

Nakoniec uvedieme najvseobecnejsiu formulaciu tlohy linedrneho programovania. Nech

ni <n, my < m, potom tlohu maximalizovat

n

E :ijjv

j=1

pri ohraniceniach:
n
E Qi <b1 izl,...,ml
j=1

n
E CLij.’L’j:bi i:ml—l—l,...,m
J=1

nazyvame ulohou linedrneho programovania v zmieSanom tvare. Takuto tlohu vieme
vSak previest do rovnicového alebo nerovnicového tvaru zavedenim doplnkovych pre-
mennych resp. nahradenim kazdej rovnosti dvojicou nerovnosti. V tychto tilohach ale

pozadujeme nezapornost vsetkych premennych, ¢o dosiahneme rozlozenim premennych



Zj, j =mn1+1,...,n na dve nové nezaporne premenné :c;L > 0ax; >0, pricom budeme

J
+

pozadovat aby platilo z; = x; — x; . Na zéklade vyssie uvedeného sa budeme dalej v

tejto préaci venovat len tloham v Standartnom tvare.

Pre tlohu v Standartnom tvare teraz zadefinujeme niekolko zakladnych pojmov:
Mnozinu M ={z € R"| Az <b, z >0 } nazveme mnozinou pripustnych rieseni, jej
prvky pripustnymi rieSeniam. Pripustné riesenie z* € M, pre ktoré plati

Tx, pre véetky * € M budeme nazyvat optimalnym rieenim. Niekedy sa

cl'a* > ¢
moze stat, Ze mnozina pripustnych rieSeni M je prazdna, t.j. neexistuje ziadne pripustné

. v . /. /. /. X z = Ve ./ 7 v X
rieSenie, potom takato tlohu budeme nazyvat nepripustnou. Dalsia zaujimava moznost,
ktord moze nastat je, Ze sice existuje pripustné rieSenie, ale optimalna hodnota tcelovej

funkcie je nekonecno. Takuto tlohu potom nazveme neohranic¢enou.
1.2 Tedria duality

Jednym z délezitych vysledkov tedrie linedrneho programovania je poznatok, ze s kazdou
maximaliza¢nou tlohou je spojend minimaliza¢né tloha, ktord je danou maximalizac-
nou ulohou jednoznacne urcéena. Tato minimaliza¢nd tloha sa nazyva dudlnou tlohou k
maximalizacnej tlohe, ktori budeme nazyvat priméarnou tlohou.

Ukéazme si ako takato dvojica tuloh vyzera. Uvazujme primarnu tlohu v tvare
(P) max { ¢’z | Ax<b, x>0}

Potom tejto tlohe zodpovedajuca dualna tiloha mé tvar:
(D) min { b7y | ATy>ec, y>0}.

Poznamenajme, ze privlastky primérna a dualna st podmienené tym, z ktorej tilohy sme
vysli. Ak by sme vysli z tlohy (D), potom k nej dudlna tloha je tloha (P). Preto sa ¢asto
hovori o dvojici vzajomne dudlnych dloh. V tejto praci vsak budeme pod primarnou
tlohou vzdy rozumief maximalizaént tlohu a teda k nej prislichajicu duélnu tlohu zasa

minimaliza¢nu tlohu.



Pre dvojicu vzajomne dudlnych dloh platia mnohé uzitoéné tvrdenia, ktoré napomahaja

pri hladani optiméalneho rieSenia tloh linedrneho programovania.

Veta 1.1. (Slaba veta o dualite) [Vanderbei[2], str.58]
Pre kazdé pripustné riesenie * primarnej ulohy a kaZdé pripustne riesenie y dudlnej ulohy

plati nerovnost cT'% < b1'y.

Dokaz.
Vychadzajme z hodnoty tcéelovej funkcie primarnej tlohy c¢’z. KedZe 7 je pripustné

riesenie dualnej tlohy musi spiiiat nerovnost ¢’ < 57 A. Teda:
AT <yl Az
Nakoniec kedZe T je pripustné rieSenie primarnej tlohy plati AT < b a teda:

AT <yl b=0v"7. O

Aj napriek nazvu slabd veta o dualite, méa tato veta velky vyznam. Umoziiuje totiz
ziskat postacujice podmienky optimélnosti pripustnych rieSeni. Staci si v§imnut, Ze podla
nerovnosti ¢’ 7 < b7y hodnota ti¢elovej funkcie minimaliza¢nej tilohy v ktoromkolvek pri-
pustnom rieSeni je hornym odhadom hodnét tucelovej funkcie prislusnej maximalizac¢nej
ulohy na mnozine vSetkych pripustnych rieseni a naopak hodnota ucelovej funkcie maxi-
malizacnej tlohy v ktoromkolvek pripustnom rieseni je dolnym odhadom hodnoty tcelove;j
funkcie minimalizacnej tlohy na mnozine vsetkych jej pripustnych rieseni.

Rozdiel medzi hodnotou téelovych funkcii priméarnej a dudlnej tlohy b’y — ¢’z nazjvame
dudlnou medzerou. Sledovanie velkosti dudlnej medzery poskytuje vhodny néstroj na
overenie optimalnosti riesenia. Uka&zeme totiz, ze ak z* je pripustné rieSenie primarnej
tlohy a y* je pripustné riesenie dudlnej ulohy také, Ze plati rovnost b”y* = c’'x*, tak
potom z* je optiméalnym riesenim primarnej tlohy a y* je optimalnym rieSenim duélnej

ulohy. Nech x je Tubovolné pripustné rieSenie priméarnej tlohy. Potom zo slabej vety o

dualite mame: ¢’z < bTy* = c’'x* a kedze x* je pripustné rieSenie, vidime Ze musi byt

optiméalne. Analogicky sa ukaze, ze y* je optiméalne pre dualnu tlohu.



Veta 1.2. (Silné veta o dualite) [Vanderbei[2], str.60]
Ak md jedna z dvojice vzdajomne dudlnych tloh optimdlne riesenie, tak maji optimdlne
riesenie obe ulohy. Navyse ak x* je optimdlne riesenie primdrnej ulohy a y* je optimadlne

riesenie dudlnej ilohy plati rovnost ¢’ z* = bTy*.

Zo silnej vety o dualite dostavame, ze nulovd dudlna medzera je nielen postacujicou ale
aj nutnou podmienkou optimality.

Pozrime sa teraz na moznosti, ktoré mozu nastat pre primarno-dudlnu dvojicu rieSeni
ulohy linedrneho programovania. Silnd veta o dualite hovori, zZe ak primarna tloha ma
optimélne rieSenie, tak optimélne rieSenie ma aj duélna tloha a naopak. Co sa vSak stane,
ak primarna tloha nemé optimélne rieSenie, napriklad je neohrani¢end. Neohranicenost
primérnej tlohy spolu so silnou vetou o dualite ndm nevyhnutne déva nepripustnost
duélnej tlohy, pricom velkost dudlnej medzery je nulova a rovnost sa nadobuda v oo.
Obdobne ak je dualna tlloha neohranic¢end, potom primarna tloha je nepripustna, dualna
medzera je nulova a rovnost sa nadobtida v —oo. Poslednym pripadom, ktory moze nastat
je, ze primarna aj dualna tloha st nepripustné. V takomto pripade méame nenulovt dualnu

medzeru.

Niekedy je potrebné najst optimélne riesenie dualnej tlohy, pricom optimalne rieSenie

primérnej tlohy je zname. Nasledujica veta pomoze takyto problém vyriesit.

Veta 1.3. (Veta o komplementarite) [Vanderbei[2], str.67]

Predpokladajme, Ze v = (x1,...,x,)T je pripustné riesenie primdrnej tlohy (P) a y =
(Y1, ...y ym) T je pripustné riesenie dudlnej tilohy (D). Nech w = (w1, ..., w,)T reprezen-
tuje prishichajicu primdrnu doplnkovi premenni a z = (21, ..., 2,)T prishichajicu dudinu
doplnkovi premenni. Potom z je optimdlne pre primdrnu ulohu (P) a y je optimdlne pre

dudlnu dlohu (D) vtedy a len vtedy ked

wjyj = 0, j = 1, e, m. (11)

Rovnosti (1.1) sa ¢asto nazyvaju aj podmienkami komplemantarity a st ekvivalentné s

nulovou velkostou dudlnej medzery. Ak (z*,w*) je optimalne rieSenie primarnej ulohy



v rovnicovom tvare a (y*,z*) je optimélne rieSenie dudlnej tlohy v rovnicovom tvare,
potom veta o komplementarite hovori, ze pre kazdé i = 1,...,n je bud zj = 0 alebo
z; = 0 alebo oba a pre kazdé j = 1,....,m je bud y; = 0 alebo w; = 0 alebo oba.
Nasledujtuca veta hovori o tom, ze existuje takd dvojica optimalnych rieSeni primarnej a
duélnej tlohy v rovnicovom tvare, pre ktoré pripad ”oba” nenastéava, t.j. pre ktoré je
prave jedna premennda z kazdej dvojice (z},z}) nulova a taktiez nulova je prave jedna
premennd z kazdej dvojice (y*,w*). V takomto pripade nazyvame optimélne rieSenie

ostro komplementarnym a casto sa tato ostrost komplementarity vyjadruje tvrdenim, Ze

¥+ >0ay"+w* >0.

Veta 1.4. (Veta o ostrej komplmentarite) [Vanderbei[2], str.169]
Ak ma dloha linedrneho programovania optimdlne rieSenie tak, potom existuje také opti-
mdlne riesenie (x*,w*) a optimdlne riesenie dudlnej ulohy (y*, z*), Ze plati: x* + z* > 0

ay*+w* >0.

2. Homogénna samodualna metdda

V tejto kapitole ukdzeme ako mozno riesit tlohu linedrneho programovania. Najcastejsie
sa ulohy linedrneho programovania riesia simplexovou metodou. Ta vSak nie je poly-
nomiélna, a preto nemusi byt vhodna pre tlohy velkych rozmerov.

Iny mozny pristup predstavuji metédy vnatorného bodu, ktorych algoritmy vykazuju
polynomidlnu zlozitost. Metédy vnutorného bodu zahfnaju Siroku $kalu roznych algo-
ritmov a metéd. Jednou z nich je tzv. homogénna samodudlna metéda. Jej princip
spociva v tom, ze sa Standartnd tloha pretransformuje na tzv. homogénnu samoduélnu
ulohu (vid odsek 2.4) a tloha sa vyriesi prostrednictvom rieSenia homogénnej samodudl-
nej metédy. Hoci homogénna samodualna tiloha neobsahuje vnatorné body, je ju mozné
efektivne riesit postupmi, ktoré boli vyvinuté pre tlohy s vnitornymi bodmi. Vyhodou
je, ze nepotrebujeme vnutorny bod na nastartovanie algoritmu, a Ze analyza konvergencie

a polynomialnej zlozitosti je relativne jednoduché. V nasledujucich castiach predstavime



zédkladné myslienky tejto metédy. Budeme sa pritom pridrziavat vykladu z knihy Roberta
J. Vanderbeia[2].

Predtym ako sa za¢neme venovat samotnej metéde, upozornime eSte na neStandartné
oznacenie pouzivané v praci pre diagonalnu maticu, ktorej diagonalne prvky pochadzaja
z prislachajiceho vektora. Napriklad:

Ty T

Tn Tn

2.1 Homogénna samodudlna uloha

Uvazujme tlohu linedrneho programovania v Sstandartnom tvare:

(P) max {c'z| Az<b; >0}

(D) min {d7y| ATy>c; y>0},

kde A € R™*"; ¢,x € R™; b,y € R™. Takuto tlohu budeme nazyvat samoduélnou,
ak m = n, b = —c a matica A je kososymetrickd t.j.: A = —AT. Doévodom pre nazov
samoduélna je, Ze primarna aj dualna tiloha st totozné. Uloha linearneho programovania
s nulovymi pravymi stranami sa nazyva homogénnou. Teda samodualnu dlohu, v ktorej
b = ¢ = 0 nazyvame homogénnou samodualnou tlohou. Poznamenajme este, ze v takomto
pripade je aj ucelova funkcia nulova.

Po zavedeni doplnkovej premennej z na odstranenie nerovnosti v ohraniceniach mézeme

homogénnu samodualnu tlohu zapisat v tvare:
(PD) max{0| Ar+z=0; z,2>0}

Pripomenme, zZe primarna a duélna tloha st zhodné.

Veta 2.1. [Vanderbei[2], str.351]

Pre homogénnu samodualnu ulohu plati:



(a) Ezxistuje pripustné rieSenie a kazdé pripustné riesenie je optimdlne.
(b) Mnozina pripustnych rieseni md prdazdne vnitro. To znaci, ok (x,z) je pripustné,

Te=0.

potom z
Dokaz.
(a) Trividlne rieSenie (z, z) = 0 je pripustné riesenie a kedze tcelova funkcia je konstantna,

kazdé pripustné riesenie je optimalne.

(b) Najskor si ukdZzeme, Ze pre lubovolni kososymetricki maticu A a fubovolny vektor x
plati: 27 Az = 0.
Ak matica A je kososymetricka plati A = —AT. Prenisobme tiito rovnost 7 resp. x

zlava aj sprava a upravme:
2T Ar = —2TATe = —(2T A2)T = —27 Az

A teda naozaj musi platit, ze 7 Az = 0.

Teraz uz moézeme pristipit k samotnému dokazu tvrdenia (b). Nech (z,z) je pripustné
rieSenie ulohy (PD), t.j. Az 4+ 2 =0, x,z > 0. Ak prendsobime ohranicenia Az + z = 0
zlava 7 dostéavame z7 Az + 27z = 0. Vyuzijic vyssie uvedent vlastnost kososymetricke;

T

matice mame z' x = 0 a teda nemodze byt x > 0 a stcasne aj z > 0. Z toho mame, Ze

uloha (PD) neméa vnutorny bod. [J

2.2 Princip algoritmu na riesenie

homogénnej samodudlnej tlohy

V casti 2.1 sme uviedli ako vyzera homogénna samoduéalna tiloha. V nasledujtcich castiach
naznacime algoritmus pre najdenie optimalneho riesenia (PD) tlohy.

Aby rieSenie (z*, z*) bolo optimalne musi byt samozrejme pripustné a podla vety o kom-
plementarite (Veta 1.3) musi spliiat aj podmienky komplementarity. Teda musi pren

platit:



Princip algoritmu spociva v tom, Ze za¢neme s fubovolnou kladnou hodnotou premennych
(z,z), dajme tomu x = z = e, ktord budeme v nasledujucich iteraciach postupne upravo-
vat, a to tak, aby sme postupne znizovali nepripustnost a nekomplementaritu. Podstatné
je urc¢it spravny smer a velkost kroku, ktorym budeme postupovat v jednotlivych itera-
ciach.

Vo vieobecnosti Startovaci bod (z, z) nie je ani pripustny a nesplia ani podmienky kom-
plementarity. Preto si zadefinujeme premenné merajice velkost nepripustnosti a nekom-
plementarity:

p(r,z) = Ax + 2

L 7
w(z, z) == ~T 2,

kde p vyjadruje nepripustnost rieSenia (z,z) a p meria stupenn nekomplementarity medzi
x a z. Pokial z a z buda zrejmé z kontextu budeme jednoducho pisat p pre p(z,z) a u
pre p(x, z).

Je zrejmé, ze pre dosiahnutie optimélneho riesenia je nutné kazdou iteraciou priblizo-
vat hodnoty p a p k nule. Teda smer kroku (Az, Az) zvolime tak, aby sme redukovali
nepripustnost a nekomplementaritu nového bodu (z + Az, z + Az) pri danom redukénom
parametri 0 < § < 1. Takto dostavame nelinearny systém rovnic, ktorého rieSenim
ziskame smer, v ktorom sa znizi nepripustnost a nekomplementarita (z + Ax, z + Az) na

d nasobok oproti (z, z):
Az + Azx) + (2 + Az) = §(Ax + 2)

(X +AX)(Z+ AZ)e = du(x, 2)e

Zanedbanim nelinearity v A-premennych (vyskytujticej sa v 2.rovnici) dostdvame nasle-

dovny systém linedrnych rovnic pre uréenie smeru (Ax, Az):

AAz + Az = —(1 —0)p(z, 2) (2.1)

ZAx + XAz =0u(x,z)e — X Ze (2.2)



Tento systém rovnic budeme nazyvat podla Vanderbeia[2] Karush-Kuhn-Tucker systém
(KKT systém). Po nijdeni smeru, ktorym mame postupovat, uréime dizku kroku 6 > 0,
pri¢om nesmieme porus$it nezapornost premennych. Takymto spésobom sa dostaneme do
nového bodu (7, 2):

T=x+0Ax

Z=2z+60Az,

pricom nové hodnoty vektorov merajucich nepripustnost a nekomplementaritu v novom
bode (7, Zz) su:

5= p(3,2)

p= M(z ) Z)
Na zaver este uvedieme niektoré dolezité vlastnosti kroku, ktoré su zhrnuté v nasledujtce;j

vete.

Veta 2.2. [Vanderbei[2], str.352]

Platia nasledujice vztahy:

1. AT Az =0.

2. p=(1—-0+06)p.

3. n=(1—-0+60)u.

4. XZe—jie = (1 —0)(XZe — pe) + 02AX AZe.

Vztah 1. hovori, Ze smery Az a Az su ortogonalne. Platnost vztahov 2. a 3. zarucuje,

ze v kazdej iterécii algoritmu klesa nepripustnost p a nekomplementarita p rieSenia.
2.3 Prediktor-korektor algoritmus

Na uréenie smeru a dizky kroku pouzijeme prediktor-korektor algoritmus. Myslienka
algoritmu spociva v snahe udrzat komponenty XZe blizko seba. Uvedieme dve metddy,

ktoré sa budu lisit vo vybere dlzky kroku.



Metdda s kratkym krokom:

Pre 0 < 8 < 1 zadefinujme mnozinu:
N(B) ={(z,2) > 0: | XZe — p(x, 2)e|| < Bu(z,2)}

Pri prediktor-korektor algoritme vSak budeme narabat len z hodnotami parametra 5 = 1/2
a f = 1/4. Poznamenajme este, ak 3 < ' tak aj N(8) C N(8'). Tiez N(0) je iba
mnozina takych bodov (z, z), pre ktoré komponenty XZe st totozné.

Prediktor-korektor algoritmus pozostava z dvoch typov krokov. V prvej a kazdej dalSej

neparnej iteracii postupujeme prediktor krokom, pred ktorym budeme predpokladat:
(x,2) € N(1/4).

Smer kroku vypocitame z rovnic (2.1) a (2.2) pouzitim hodnoty parametra § = 0. Dizku

kroku 6 ur¢ime tak, aby (z+60Az, z+60Az) € N(1/2), ale pritom bola maximéalna mozna:
0 = max {t: (z+tAz,z+tAz) €e N(1/2)}.

V parnych iteraciach algoritmus postupuje korektor krokom, pred ktorym budeme pred-
pokladat:
(z,2) € N(1/2),

o je garantované vyberom dlzky prediktor kroku. Smer kroku vypoéitame opif z rovnic
(2.1) a (2.2) pouzitim hodnoty parametra J = 1, pricom dlzku kroku # stanovime na 1.

Nasledujiica veta ukazuje, ze vysledok po kazdej iteracii algoritmu splia predpoklad pre
nasledujtcu iteraciu algoritmu a zaroven, ze nekomplementarita p klesa pri prediktor

kroku pokial je to moZné a nemeni sa pri korektor kroku.

Veta 2.3. [Vanderbei[2], str.354]

Nasledugjice tvrdenia su pravdive:

1. Po prediktor kroku (z,2) e N(1/2) a p=(1—0)p
2. Po korektor kroku (z,2) e N(1/4) a p=p

Veta 2.3 ukazuje, ze prediktor-korektor algoritmus je dobre definovany. Nasledujtica veta

udéva dolnti hranicu, ktorou napreduje kazdy prediktor krok.



Veta 2.4. [Vanderbei[2], str.357]

V kazdom prediktor kroku 6 > ﬁ

Teraz ukazeme, ze prediktor-korektor algoritmus nie je len dobre definovany, ale ze aj

konverguje. Nech (z(*), 2(¥)) oznacuje riesenie po k-tej iteracii a nech:
pF) = p(ac(k),z(k)) a pu® = ,u(x(k),z(k)).

Algoritmus zaéina so Startovacimi hodnotami z(©) = 2(0) = e. Teda p(® = 1. Nagim
cielom je ukazat, Ze ak ide k do nekone¢na, potom p*) a (*) ida k nule. Predchadzajica
veta spolu s vetou 2.3 spolu davaju, ze po kazdej parnej iteracii, dajme tomu 2k-tej, plati

nasledujica nerovnost:

M(2k)<<1_ﬁ>k.

Kedze korektor krok nemeni hodnotu p plati:

(k=1 28)
Z tychto dvoch vyrazov je teraz zrejmé, ze plati:

lim p* =0

k—oo

Pozrime sa teraz na p*). 7 asti (2) a (3) vety 2.2 dostédvame, e stiasne s redukciou

nepripustnosti redukujeme aj nekomplementaritu. Teda

o) — (k) 5(0)

A preto, ked x®) ide k nule, aj p*® ide k nule. Vyssie uvedené moézeme zhrnat do

nasledujtcej vety:

Veta 2.5. [Vanderbei[2], str.358]

Limity z* = limy_... 2% a 2* = limy_... 2(F) existuji a (z*,2*) je optimdine riesenie.
Y k—oo k—o0 ] ’ J /4

Navyse vektory x* a z* st ostro komplementdrne, t.j. Vj : x%z% =0, pricom bud x*% > 0
Y Y p j 52 ;

alebo z}k > 0.

Samozrejme v redlnej praxi nemodzeme nechat bezat nekoneéne vela iterdcii. Namiesto

toho stanovime nejaki hranicu a skon¢ime ked ;(¥) klesne pod ttto hranicu. Hranica sa



zvy¢ajne udava na 277, kde L je nejaké kladné ¢islo. Obvykle pozadujeme, aby hranica

bola okolo 108, ¢o zodpoved4 hodnote L = 26.

Metdéda s dlhym krokom:
Strucne uvedieme este iny, velmi podobny, algoritmus. Variant algoritmu s dlhym krokom

spo¢iva v zviiéSeni mnoziny N ((3). Definujme teda pre 0 < 5 < 1 mnozinu
M(B) ={(z,2) >0:min X Ze > (1 — B)u(z, 2)},

kde minXZe znamend minimum zo vSetkych komponentov XZe. Poznamenajme, zZe
N(B) c M(B) c M(1) = (z,2) > 0.
Obdobne ako v metdéde s kratkym krokom pred prediktor krokom budeme predpokladat,

v

ze:
(x,2) € M(1/4).
Smer kroku vypoéitame rovnako ako v predchadzajicej metéde a dizku kroku zvolime:

0 = max{t: (v + tAx,z + tAz) € M(1/2)}.

Takisto dizku a smer korektor kroku uréime obdobne ako v metéde s kratkym krokom.

Redukovany KKT systém:
Casovo najnaroénejsim krokom kazdej iteracie prediktor-korektor algoritmu je urcenie

smeru kroku. Ten sa urcuje rieSenim KKT systému:
AAx + Az = —(1—6)p(z, 2) (2.1)
ZAz + XAz =0u(x,z)e — XZe (2.2)
NajschodnejSou cestou ako tento systém vyriesit sa zda byt vyjadrenie Az z rovnice (2.2):
Az=—-X"1ZAx+6uX"te—2 (2.3)
a nasledne dosadenie (2.3) do (2.1):
(A= X2)Az = —(1-0)p+2—duX e (2.4)

Systém rovnic (2.4) budeme nazyvat podla Vanderbeia[2] redukovany KKT systém a jeho

rieSenim sa budeme zaoberaf neskor.



2.4 Transformacia Standartnej tlohy

na homogénnu samoduélnu tlohu

V reélnej praxi sa homogénna samodudalna tloha vyskytuje len zriedkavo. Ako vsak
ukézeme v tejto ¢asti tlohu linedrneho programovania v Standartnom tvare vieme velmi
lahko previest na problém riesenia homogénnej samodudlnej tlohy.

Uvazujme teda primarno-duéalnu dvojicu uloh linedrneho programovania v Standartnom

tvare:

(P) max {c'z| Az<b; >0}

(D) min {b"y| ATy>c; y>0},

binaciou priméarnej a dualnej alohy.

max 0
pri ohranic¢eniach: — ATy +cp <0,
Ax —bp <0,
Tz +bTy <0,
x,y,¢ = 0. (2.5)

Takouto kombinaciou primarnej a dualnej tlohy ndm pribudla jedna nova premenna ¢ a
jedno nové ohranicenie —c’x + b7y < 0. Teda celkovo dostdvame n+m+1 premennych a
tiez n+m+1 ohraniceni. Ucelové funkcia a pravé strany v (2.5) st nulové a navyse matica
ohraniceni takejto tlohy

A=1] A 0 —b (2.6)

—cr T 0

je kososymetricka. Teda tato tloha je homogénnou samoduélnou tlohou lineadrneho prog-
ramovania.

Nerovnosti v ohranic¢eniach tlohy (2.5) odstranime ako obvykle pridanim doplnkovych



premennych:

max 0
pri ohraniceniach: —ATy+cp+2=0,
Axr —bp+w =0,
—lr4+bTy+9=0,

Ty, o, w, 2,9 = 0. (2.7)
Oznacme vektor novych premennych ako = a vektor doplnkovych premennych ako z, t.j.:

x 2
T=\y|, z=|w (2.8)
¢ (G

Potom tlohu (2.7) mo6zeme zapisat v tvare:

max { 0| AT+2=0; Z2z>0} (2.9)

2.5 Vzt’ah optimalneho riesenia homogénnej samodualne;j

ulohy a optimalneho rieSenia standartnej ilohy

Cast 1 Vety 2.1 o existencii pripustného rieSenia a jeho optiméalnosti zaruéuje, Ze rieSenim
homogénne;j samodudalnej ulohy dostaneme nejaké pripustné rieSenie
(Z,7, ¢,,%,1), Toto pripustné riesenie (Z,7,d,W,Z,¢) je podla tej istej vety navyse

aj optiméalne a teda musia preni platit podmienky komplementarity. Teda plati:

fj.?j:(), V]zl,,n
,LEZZO, VJ:17,m
P =0.

<l =

Pretoze homogénna samodudlna tloha mé pripustné rieSenie, a teda podla Vety 2.1

a] optimalne rieSenie, tak potom z Vety 1.4 o existencii ostro komplentarneho riesenia



mame zarucend aj existenciu ostro komplementarneho riesenia pre homogénnu samo-

duéalnu ulohu:

T; +§j>0, Vi=1,...n
y; +w; >0, Vi=1,...m

o+ >0.

Nagim cielom je teraz ukazat, Ze tlohu linedrneho programovania je mozné riesit pomocou
homogénnej samodualnej tlohy a to v zmysle, ze z optiméalneho rieSenia homogénne;j
samoduélnej tlohy (2.5) vieme urc¢it optimalne rieSenia primarnej tlohy (P) resp. dudlne;
tilohy (D). Nech (Z,7, ¢) je optimélne riesenie tilohy (2.5). Optimalna hodnota ¢ moze
byt kladn4 alebo nulova. V pripade, Ze ¢ > 0 zadefinujme z* = Z/¢ a y* = 7/¢. V dalsej
Casti ukazeme, Ze x* je optimélne rieSenie primarnej tlohy (P) a y* je optimdlne rieSenie
duélnej tlohy (D). Pre pripad ¢ = 0 ukdZeme, Ze nastava nepripustnost v priméarnej alebo

duélnej tlohe (alebo v oboch). Tieto poznatky mozeme sformulovat do nasledujtcej vety:

Veta 2.6. [Vanderbei[2], str.360]

Nech (%, 7, ¢, W, Z, 1) je ostro komplementdrnym pripustnym (teda aj optimdlnym) riesenim
ulohy 2.6:

1. Ak ¢ > 0, potom x* = T/¢ je optimdlnym riesenim primarnej dlohy (P) a y* =7/
je optimdlnym riesenim dudlnej ulohy (D).

2. Ak ¢ =0, potom bud c'T > 0 alebo bT7 < 0.

a) Ak ¢T'T > 0, potom dudlna vloha je nepripustnd.

b) Ak b1 < 0, potom primdrna loha je nepripustnd.

Dékaz. (1) Prendsobme ohranicenia tlohy 2.5 vyrazom 5_1. Dostaneme:

—ATy* ¢ <0
Az* -b <0
—cTz* +bTy* <0
Je zrejmé, Ze x* aj y* st nezaporné (lebo T > 0,7 > 0, ¢ > 0). Preto teda * je pripustné

rieSenie primarnej tlohy a y* je pripustné riesenie dualnej tlohy. Navyse, ak dame dokopy



slabil vetu o dualite (Veta 1.1) a tretiu nerovnost dostavame c¢’z* = bTy*, ¢o znadi, Ze

x* je optimalne rieSenie priméarnej tlohy a y* je optimalne rieSenie dualnej tlohy.

(2) KedZe ¢ = 0, z ostrej komplementarity pripustného rieSenia nutne dostavame 1) > 0.

Z toho T a 7 musia spliat:

Z poslednej nerovnosti vyplyva, Zze nemdze nastat pripad, ked b7y > 0 a stcasne ¢’z < 0.
Preto teda bud ¢!Z > 0 alebo b7 < 0 (alebo oba).
Cast 2a) vety dokazeme sporom. Predpokladajme, Ze existuje nejaké pripustné rieSenie
duédlnej tlohy 3°. To znamend, ze y° > 0 a ATy > c. Ak prenisobime nerovnost
ATy0 > ¢ zlava T dostavame:

L ATy > 77 (2.10)
(T > 0, teda nerovnost ostéava zachovand v pévodnom smere).

KedZe plati AT < 0 a stcasne y° > 0, potom:
z' ATy0 <o, (2.11)

T

Ak ddme dokopy nerovnosti (2.10) a (2.11) spolu z predpokladom ¢asti 2a) T'¢ > 0

dostavame nasledujuci sled nerovnosti:
0>zl ATy’ >71c >0,

¢o je spor a teda dudlna tloha nema pripustné riesenie.

Cast 2b) sa dokaze analogicky. [J

2.6 Redukovany KK'T systém pre Standartnu ilohu

V casti 2.5 sme ukazali ako pomocou ostro komplementarneho optimalneho riesenia pris-

lusnej homogénnej samoduélnej lohy urcif rieSenie primarnej a duélnej llohy. Na ziskanie



ostro komplementérneho riesenia homogénnej samoduéalnej tlohy budeme pouzivat algo-
ritmus, ktory sme popisali v ¢astiach 2.2 - 2.3. Ako sme uviedli ¢asovo najnaroc¢nejsim
krokom takéhoto algoritmu je vyriesenie KKT systému. Preto v tejto kapitole ukazeme
ako vyriesit KKT systém pre tlohu (2.7). Princip bude spoéivat v transformacii reduko-
vaného KKT systému na systém s kvazidefinitnou maticou. Pod kvézidefinitnou maticou
budeme rozumiet symetrickii maticu v tvare
o= )

kde E a D st symetrické, kladne definitné matice.

Systém rovnic Bx = b, kde B je kvézidefinitnd matica vieme lahko riesif pomocou
Choleského rozkladu matice B: B = LDL”, kde L je dolna trojuholnikovad matica a
D je diagonélna matica. Pomocou Choleského rozkladu potom mozeme prepisat povodny

systém Bx = b na dva ¢iastkové systémy rovnic:
Ly=5b

DLz =y,

ktoré st lahko riesitelné, kedZe L je dolna trojuholnikovéd a DLT horna trojuholnikova
matica.

Nacrtli sme ako riesit redukovany KKT systém s kvazidefinitnou maticou. Teraz sa blizsie
pozrieme na ulohu (2.9), k nej prislachajici redukovany KKT systém a ako tento tento
redukovany KKT systém previest na systém s kvézidefinitnou maticou.

Najskor zadefinujeme:

o:=—ATy+cop+ 2
p:=Ax —bop+ w

vi=—c"z+bTy + 9.

Poznamenajme, ze podobne ako v kapitole 2.2 vektorova veli¢ina p vyjadrovala nepri-

pustnost (x,z), tak aj tu vektor(o, p,y) vyjadruje nepripustnost riesenia (x,y, ¢, w, z, ).



Ak pre tlohu (2.9) teraz pouzijeme analégiu vztahu (2.4) pre redukovany KKT systém
a dosadime doi namiesto matice A maticu A (2.6) a namiesto matic X,Z matice X, Z

prislachajuce k vektorom = a z (2.8), ziskame redukovany KKT systém pre tulohu (2.7):

0 -AT ¢ X1z Ax
A 0 —b| — w-ly Ay | =
-0 V/o| | A
o z X !
=—1=0)|p|+ |w| —0u Y e
¥ (G ) (2.12)
Po tprave mozeme tento systém zapisat nasledovne:
-X"1z —AT c Ax o
A -Y-'w  —b Ayl =1|p], (2.13)
—c! b" —v/¢| | Ag 2
kde
o —(1=98)o+2—duX"te
pl=1-1=8)p+w-—duYle
gl —(1=0)y+v¢ —du/¢

Vidime,ze tento systém nie je symetricky. Ako sme vsak uz uviedli na zaciatku tejto
kapitoly, nasim cielom bude previest tento systém na systém s kvazidefinitnou maticou.
Transforméaciu zacneme vyjadrenim Az a Ay z prvych dvoch rovnic redukovaného KKT

systému (2.13):

-X"1z —AT Ax L] o Aj — o
A YW | | Ay —b P
Teda .
Ax -X"1z —AT ] o c
50 (B ) e
Zavedenim novych premennych f., fy, 9=, g, mdzeme zapisat systém rovnic (2.14) v
tvare:
Ax fz gx}
= — Ao, 2.15
] -[7)- 1] a1
pricom vektory f = [?} ag= {i x} najdeme ako riesenia dvoch systémov rovnic:
y Y

e A ] -1



~-Y-'w A gy | | —b
AT X Zlge!| |—c|’

Ak oznaéime X ~'Z = D a Y ~'W = FE je zrejmé, Ze tieto dva systémy rovnic st systémy
s kvézidefinitnou maticou, ktoré uz vieme riesit.
Teda teraz uz sme schopni najst optimélne rieSenie tlohy (2.9). Ak dosadime (2.15) do

tretej rovnice (2.13) ziskame rovnicu pre uréenie smeru A¢ premennej ¢:

- ([£]- (5] 0) - 00

Cwa - bey +;V\
gy —0Tg, —¢/¢

Pri danom A¢ systém rovnic (2.14) uréuje Az a Ay. Pre vypocet smeru kroku dopln-

7 toho
AP =

kovych premennych pouzijeme analégiu rovnice (2.3) a uz vyratane hodnoty Az, Ay

a A¢:

Az=—-X"1ZAzx+6uX te—z

Aw =Y 'WAy+suY te —w

Y P
Ah = —=Ap+ 55 — .

Teraz uz mozeme uviest cely algoritmus homogénnej samoduélnej metédy [Vanderbei[2],
str.364]:
incializacia
(x,y,0,z,w, ) = (e,e,1,e,e,1)
pokial (nie je optimalne) {
p=("e+wly+ve)/(n+m+1)

5= { 0, v parnych iteraciach

1, v neparnych iteraciach
p=—(1-06)(Azx — b +w) +w—duY e
6=—1-8)ATy —cp+2)+2z—0uXle
= (1= 0)bTy — e+ )+~ /o



riesit dva (n+ m) x (n + m) kvazidefinitné systémy:

—y=tw A ([f] ﬁ}

AT X1Z||f.] |-°
a

YW A g, _—b}

AT X1Z] |g.| |—c¢

vyratat smer kroku:

T fo=bT fytr
Cng —ngy—¢/¢

)= L] L]

Az=—-X"1ZAz+6puX"te -z

A¢ =

Aw =Y WAy +ouY te —w
__¥ B
Ay = ¢A¢+5g WY

vyratat dlzku kroku:
max{t : (x(t),...,0(t)) € N(1/2)},

9:{17

vyratat novy bod:

v parnych iteraciach
v neparnych iteraciach

T+ 0Ax, z <+ z+0Az
Yy — vy + 0Ay, w — w + §Aw
¢—o+0Ad, Y —¢p+0AY

3. Linearna optimalizacia vo financiach

.....

vvvvv

siahnut zisk. Inym prikladom buducich zaviizkov st doméace hypotéky ¢i uz s fixovanou
alebo premenlivou platbou typicky splatné v priebehu 15-30 rokov. Velmi ¢asto velkost
platieb a ¢as ich realizdcie nemusia byt v stcasnosti presne zname. Prikladom takychto
spolocnosti, ktoré odakavaja takéto stochastické platby st poistovne s niektorymi svojimi

produktmi ako je napriklad zivotné poistenie. Pre pripad zivotného poistenia zavisi vyska



platby a ¢as splatky od dlzky Zivota zakaznika.

Casto pouzivanym sposobom ako sa zabezpecit voéi takymto budticim platbam je in-
vestovanie finanénych prostriedkov do nejakych aktiv. Ako takéto aktivum sa velmi ¢asto
pouzivaji dlhopisy. Cash-flow takéhoto portfélia dlhopisov (aktiv) musi kopirovat v kaz-
dom ¢asovom okamihu vysku zavizkov splatnych v danom obdobi. Ulohou tejto casti
prace je ukazat ako takéto portfélio skonstruovat, t.j. bude nas zaujimat aké dlhopisy a
v akych mnozstviach méame teraz nakupit. UkaZzeme dva typy modelov, jednak s mini-
malizaciou nékladov na obstaranie portfélia a jednak s maximalizaciou vynosu na konci
sledovaného obdobia. Uvidime, ze takyto problém vedie k tlohe linedrneho programo-

vania, ktorej metddu riesenia sme popisali v kapitole 2.
3.1 Deterministicky model s minimalizaciou nakladov

Uvazujme najskor deterministicky priklad, kde aktiva ako aj zaviazky st dopredu
zname. Pred formulaciou modelu si uvedieme oznacenie, ktoré v modeloch budeme pouzi-
vat. Oznac¢me teda:

T = {0,...,m} - mnozina diskrétnych ¢asovych okamihov (periéd) ¢ udavanych v
rokoch, pri¢om t = 0 (teraz) az t = m (horizont)

U ={1,...,n} - indexova mnozina moznych dlhopisov

L, - vyska zavizku splatna v case t > 1

F; + - cash-flow vyplyvajici z dlhopisu 7 v case t.

Poznamenajme, Ze velkost ¢asového okamziku je uréend intenzitou vyplacania kupénov.
Teda napriklad ak sa kupoén vyplaca kazdych 6 mesiacov, velkost jednej periédy bude 0.5
roka. Dalej cash-flow F; ; moze byt kladny aj zaporny v zévislosti od smeru toku peitazi.
Zauzivana konvencia vSak hovori, ze kladny cash-flow ukazuje na prichaddzajice peniaze,
kym zaporny cash-flow na odchadzajtice peniaze. Teda cash-flow pre k-ro¢ny dlhopis vyp-
lacajici kupoény raz za rok je v ¢ase 0 zdporny a to vo vyske F; g = —P;, kde P; je cena,
ktoru treba zaplatit za kipu jedného dlhopisu. V nasledujtcich rokoch t =1, ...,k — 1 je
vyska cash-flowu pochadzajiceho z dlhopisu rovné vyske vyplacaného dlhopisu: F;; = ¢;.

V poslednom roku k v ¢ase expiracie okrem kupdénu ziskame aj nominalnu hodnotu (face



value): F; , = ¢; + FV. Ako sme uviedli cash-flow z dlhopisového portfélia vyuzivame na
splatky nasSich zavizkov. Niekedy je ale mozné uvazovat, ze nesplacame len nase zaviizky
ale dostavame aj splatky nasich pohladavok. V takomto pripade prichadzajice platby
oznacCujeme zapornym znamienkom a odchadzajuce kladnym.

Prvy model, ktory uvedieme je deterministicky buy&hold model, t.j. na zaciatku v
¢ase t = 0 uré¢ime kolko a akych dlhopisov zahrnieme do portfélia a tie budeme drzat v
portféliu v uréenych mnozstvach pocas celého sledovaného obdobia.

min \
T,

pri ohraniceniach:

ZFi,Oxi +A>0,
elU

ZFi,tﬂUi > Ly, t>1,
iceU
z; 20, 1€U,

kde x je vektor, ktorého zlozky x; vyjadruji mnozstvo dlhopisu typu i a A zodpoveda
nékladom potrebnym na obstaranie portfélia na zaciatku, a preto sa niekedy aj nazyva
pausal (lump sum). Tento model budeme nazyvat Cash-Flow Matching Model 1 (CFM-1)
[Nielsen[1]].

Takto formulovana tloha nam zarucuje, ze v kazdom casovom okamihu t cash-flow
prislichajiaci k nasmu portféliu dosahuje aspon hodnotu zavizku splatného v case t.
Zaroven z pomedzi vSetkych pripustnych portfélii vybera to s najnizsimi obstaravacimi
nakladmi.

Zd4 sa byt prirodzené formulovat tento model v tvare s i¢elovou funkciou
Hlxin Z P 3L,y

odstranit tak prvé ohranicenie a vzdy drzaf cash-flow kladny. V pripade dlhopisového
portfélia je tato myslienka spravna, ale v pripadoch kedy cash-flow moze byt kladny aj
zaporny (napr.: investicie, ktoré su platené niekolko rokov predtym ako zaéni prinasat

kladny cash-flow alebo fixed-for-floating swapy) uz takyto postup nemdzeme aplikovat.



Teda formulécia s i¢elovou funkciou v tvare ako v CFM-1 je vSeobecnejsia a zahftia Sirsiu
triedu investicii.

V CFM-1 modeli jedind cesta k dosiahnutiu cash-flow v c¢ase t, ktory by pokryval
zavazky je investicia v case t = 0, ktora prindsa v case t pozadovany cash-flow. Niekedy
moze byt ale vyhodnejsie kupif za ovela lepsiu cenu dlhopis, ktory maturuje pred ¢asom
t a jednoduchym ulozenim penazi v banke dosiahneme pozadovant hodnotu zavizku v
¢ase t. Obdobne si mézeme pozi¢at peniaze z banky pri nejakom troku oproti cenine,
ktoréd maturuje v budicnosti. Kratkodobé reinvestovanie a pozi¢iavanie moze byt mode-
lované pridanim premennych r; a by, ktoré reprezentuji mnozstvo penazi reinvestovanych
z periody t do t+1 resp. mnozstvo penazi pozicanych pozicanych z periédy t do t+1.
Predpokladame, ze budtce kratkodobé investicie maji navratnost p; za jednt periédu a
peniaze st pozi¢iavané pri troku ;. Tento model budeme nazyvat CFM-2 alebo tiez aj
Cash-Flow Matching with reinvesting and borrowing [Nielsen[1]]:

min A
z, A\, 7r,b

pri ohraniceniach:

ZFi,0$i+bo+)\=’F0,
iU

ZFi,twi + (1 +p)ri—1+b =Ly +re + (14 B)be—1, t>1,
eU

.CCZ',Ti,bZ'>0, 1€ U.

Podmienka b,, = 0 ndm vyjadruje skutoc¢nost, Ze v poslednej periéde je poZi¢iavanie za-
kézané. Reinvestovanie v poslednej periode je sice povolené, ale v podstate zbytocné. Pre-
menna 7, moze byt vSak interpretované ako prebytok na konci, v horizonte. Oproti mo-
delu CFM-1 sa v dosledku moznosti reinvestovania resp. pozi¢iavania zmenili nerovnosti
v ohraniceniach na rovnosti. Je totiz pre nas vyhodnejsie peniaze neinvestované do dlho-

pisov vlozit do banky.

V nasledujiicej casti uvedieme niektoré rozsirenia modelu, ktoré sa snazia model pri-

blizit viac realite. S kazdou investiciou st spojené transakéné ndklady ako burzové



poplatky a bid-ask spread. Budeme rozliSovat medzi dvoma typmi transakénych nék-
ladov a to fixnymi a variabilnymi. Fixné néklady sa uplatiiuji na kazda ceninu, ktora je
obchodovana. Mozu byt modelované zavedenim bindrnej premennej z; € {0,1},i € U pre
kazdt ceninu a pridanim vyrazu

do tucelovej funkcie, pricom F je vyska fixnych nakladov. Tato nova premennd z; potre-
buje byt prepojend na x; tak, ze ak x; > 0 potom z; = 1, inak z; = 0. Mnozina ohranic¢eni
x; < Mz;, kde M je dostatocne velké ¢islo nam zabezpeci takyto vztah. Takto namode-
lovany problém je vSak velmi fazko rieSitelny, kedze obsahuje celo¢iselné premenné to je
aj jeden z dovodov preco sa transakéné naklady casto zanedbéavaju.

Variabilné transakéné naklady st na druhej strane velmi Tahko modelovatelné bez
zvysenia zlozitosti alebo obtiaznosti modelu. Variabilné transakéné néklady sa uplatnuju
na jednotku nékladov a tak mozu byt jednoducho pridané k nékladom na obstaranie
ceniny alebo presnejsie od¢itané z F; o v CFM modeloch.
torov nedrzi rovnaké portfélio pocas celého obdobia, ale reaguje na situaciu na trhu a
reoptimalizuje alebo rebalancuje svoje portfélio. Vynechanim transakénych nakladov v
pripadoch kedy investor predéa celé svoje portfélio a kiipi tiplne nové moze dojst k pomerne
velkému rozdielu oproti skuto¢nosti.

Dalsim problémom je, Zze v modeli predpokladame, Ze prichddzajtci cash-flow v danej
peridde je schopny ”stretnit” sa so zaviizkom. To ale vo vSeobecnosti nemusi nastat. Ak
casové okamziky st roky a zavizok je splatny k prvému dnu roka, potom cash-flow z aktiva
ako napriklad dlhopis e$te nebude dostupny. Jednym z rieSeni je rozsirit mnozinu ¢asovych
okamzikov T zahrntuc do nej vsetky cash-flow vratane datumov splatnosti zaviazkov. To
ale vedie k zbytoc¢ne velkej tlohe. Inym sposobom je predpokladat, Ze peniaze mozu
byt pozi¢ané oproti budicim prichddzajicim cash-flow (stéle v tej istej periéde), a zZe
prichddzajtica hotovost, ktora prichdadza predtym ako je potrebnd moze byt investovand
kym nie je potrebna. V takomto pripade moze byt cash-flow prisposobeny ¢asu. Napriklad
ak mame kupdnovy dlhopis vyplacajici kupéon 6 mesiacov po splatnosti zavizku mézeme

si pri aktudlnom tdroku S pozicat oproti tomuto kupénu hotovost na splatenie zavizku.



Potom do modelu namiesto hodnoty kupénu ¢; zoberieme hodnotu ¢;(1 + ﬂ)_l/ 2 pri

diskrétnom troceni resp. c;e~?/2 pri spojitom tarocent.
3.2 Deterministicky model s maximalizéciou vynosu na konci

V predchéadzajicej kapitole sme uviedli CFM modely, ktorych cielom je minimalizovat
vSak nie je podstatné mat to najlacnejsie portfélio, ale dosiahnut ¢o najvicsi zisk. Preto
v nasledujticej casti uvedieme iny model zalozeny na maximalizacii zisku.

Oproti modelom CFM zavedieme dve zmeny:

1. ucelova funkcia bude teraz namiesto minimalizovania poc¢iato¢nych nakladov max-
imalizovat koneént hotovostni poziciu,
2. namiesto povodnej ucelovej funkcie minimalizacie pociato¢nych nakladov budeme

v modely predpokladat, Ze mame k dispozicii iba isty obmedzeny rozpocet pre

investovanie.
max h
x,h,r,b
pri ohraniceniach:
ZFi,ofﬁi + by + B = 1y,
eU
ZFi,twi + (14 pi)rec1+by =L+ 1+ (1 + Be)be—1, t =1,
eU
b = 0,
Tm = h,

.CCZ',Ti,bZ'>0, ’iGU,

kde B je dany rozpocet a h je hotovostnd pozicia v horizonte. Tento model budeme
nazyvat podla Nielsena[l] Maximizing horizon position (MAX) model.

Tak ako pri CFM modeli aj pri MAX modeli mozeme urobit obdobnym spésobom
rozSirenia modelu, s tym rozdielom, Ze pri fixnych transakénych nakladoch nebudeme

menit Géelovi funkciu ale dostupny rozpodet B.



3.3 Stochasticky pripad MAX modelu

Pozrime sa blizsie na tlohu, ktort sme sformulovali v predchadzajucej casti. Cielom
je stanovit mnozstva a typ dlhopisov na zaciatku sledovaného obdobia tak, aby sme
dosiahli maximalny zisk pri znamych budicich cash-flow. Nanestastie v redlnej praxi
nie vzdy poznadme budice data. Zndmymi parametrami modelu st hodnota vstupného
kapitalu na zaciatku, ceny a kupoény dlhopisov vypisovanych na zaciatku sledovaného
obdobia. Nepozndme kupdény dlhopisov vypisovanych v inych ¢asoch. Takze v case, ked
chceme riesit tlohu, t.j. na zaciatku sledovaného obdobia, pozname iba vynosy niektorych
dlhopisov z pontikaného balika, ale nie vsetky. Rovnako nepozname ani troky, pri ktorych
si budeme pozic¢iavat resp. ukladat peniaze v banke. Nakoniec nepozname ani sticasnu
hodnotu dlhopisov na konci sledovaného obdobia, ktora potrebujeme na to, aby sme
urcili hodnotu drzanych prostriedkov na konci. Tato hodnota zavisi od doby, ktort ma
konkrétny dlhopis do vyprsania, od aktualnych trokovych mier v ¢ase urcovania sticasnej
hodnoty dlhopisu a od vysky transakénych nékladov na trhu. K tomu eSte casto velké
finanéné institucie ako banky a poistovne pracuju so stochastickymi zévizkami, takze
nepozname presne ani budice zavizky. Teraz sa pokisime tuto stochastiku dostat do
MAX modelu. Parametre, ktoré su stochastické budeme oznacovat indexom ~:

max h
z,r,b,h

pri ohraniceniach:

> Fioxi+bo + B =ro,

eU
Zﬁi,twi + (14 pe)re—1 +by =L, +7 + (1+ Bt)gt—l, t>1,
€U
gm =0,
?m :ﬁ,

r;,ri,b; >0, 1eU.

Tak ako je tento model postaveny je prilis vSeobecny pre praktické pouzitie, pricom

vobec nie je jasné, ¢o znamenad max h. Ak stochasticky parameter h ma vseobecné spojité



rozdelenie pravdepodobnosti je takyto problém tazko riesitelny, aj ked je rozmer tlohy
velmi maly. Preto budeme predpokladaft, Ze rozdelenie pravdepodobnosti je diskrétne.
Tento predpoklad moézeme povazovat za rozumny, pretoze fubovolné rozdelenie mozeme
aproximovat [ubovolne blizko diskrétnym rozdelenim.

Teraz teda moézeme predpokladat, Zze ndhodné data s dané v mmnozinach moznych
scenarov. Pri danych datach (F7,, Li, p°, 3%)ter,icv pre kazdy scendr s € S, kde S je
mnozina vsSetkych scenarov, vypocitame optimalne hodnoty premennych x,h*, r® a b°.
Tiez budeme predpokladat, Ze pravdepodobnost realizicie scenéra s je ps. Poznamenajme
este, ze premenné r°, b°a h® s stochastické v zmysle, ze su zavislé od vyberu scenara,
ale stale ostavaji vystupmi modelu a nie vstupmi. Teraz moézeme na zaklade vyssie
uvedeného sformulovat novy model, ktory budeme v stlade s Nielsenom[1] oznac¢ovat ako
S-MAX model alebo Maximizing expected horizon return:

1, 2 ool

pri ohraniceniach:

> Fiowi+bo+ B =ro,
i€

S F w4+ (L+p))ri 40, =Ly +r] + 1+ 8y, t=>1,s€S,
ieU

b, =0, se€8,

ro =h% se€Ss,

m

xi,r:,b >0, 1€eU, ses.
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3.4 Generovanie scenarov

Je zrejmé, Ze vyber scendrov v S-MAX modeli mé velky vplyv na optimélne rieSenie.

Preto od mnoziny scendrov budeme pozadovat, aby bola:

1. dostatocne obsiahla t.j. aby zachycovala ako "normalne” tak i extrémne pripady,

2. konzistentna t.j. aby dobre zachycovala korelacie medzi ndhodnymi datami.

Obsiahnutie extrémnych pripadov je dolezité, na druhej strane, ale model nemoze byt



zaslepeny takymito pripadmi, ktorych nastatie mé velmi nizku pravdepodobnost a musi sa
"pozerat” najméi na "normalne” pripady. Pre S-MAX model takéto extremalne pripady
nemaju velky vplyv na ucelova funkciu ale pri S-CFM modeli mézu vyrazne ovplyvnit

hladané portfélio.

Konzistencia je rovnako dblezitd. V skuto¢nom zivote st udalosti ¢asto korelované. Vo
finan¢énictve niektoré ceniny mozu mat platby prave vtedy ked iné cenina nie. Jednoduchym
prikladom takychto cenin mozu byt puty a cally. Ak riziko-neutralny investor najde
zdporne korelované aktiva alebo aktiva, ktoré st kladne korelované médze ich zahrnuf
do modelu tak, aby ich cash-flow zahrnoval ich korelaciu. MnoZina scendrov musi byt
konzistentna aj v Case, kedZe niektoré ceniny vyplacaju predpovedatelnt ¢iastku, ale

doba vyplécania je tazko odhadnutelna.

New York 7:

Jednym z ¢asto pouzivanych prikladov mnoziny scenarov je The New York 7 (NY-7).
Je to mnozina urokovych scenarov, ktoré pouziva regulator trhu v New Yorku. Zahtna
7 scenarov vyvoja urokovych sadzieb a kazda finan¢na instittcia v state New York musi
kazdy rok demonstrovat regulatorovi, Ze pri ich stcasnych aktivach a zavizkoch v port-
foliu ostani solventni pri ktoromkolvek scenari. NY-7 uvazuje paralelné posuny krivky
urokovych mier. Zacina s aktudlnou krivkou trokovych mier a mé casovy horizont 10

rokov:

1. Urokové miery sa nezmenia.

2. Urokové miery vzrastii o 50 bb roéne pocas 10 rokov.

3. Urokové miery vzrastt o 100 bb ro¢ne pocas 5 rokov, a potom poklesnii o 100 bb
ro¢ne pocas 5 rokov.

4. Urokové miery vzrastii o 300 bb a potom sa uz nebudi menit.

5. Urokové miery poklesnti o 50 bb ro¢ne pocas 10 rokov.

6. Urokové miery poklesnii o 100 bb ro¢ne pocas 5 rokov a potom vzrastti o 100 bb
rocne pocas 5 rokov.

7. Urokové miery poklesnii o 300 bb a potom sa uz nebudt menit.



Pricom bb oznacuje bazicky bod, co je vlastne Wlo percentualneho bodu. Takze narast

o 50 bb trokovej miery, povedzme, 5% bude na hodnotu 5,5%.

Binomicky strom:

Inym sposobom ako generovat krivku trokovych mier je pouzitie binomického stromu.
To znamend, ze mame binomicky strom a rozhodujeme sa, po ktorej vetve stromu sa vy-
berieme. Predpokladdame, Ze pravdepodobnost toho, Ze tirokova miera v danom ¢asovom
okamziku vzrastie je rovnakd ako pravdepodobnost poklesu trokovej miery. Generaciu
urokového scenara zacneme v casovom okamziku 0. Pomocou ndhodného generatora,
ktory nam zaru¢i rovnaku pravdepodobnost narastu aj poklesu trokovej miery uréime,
ktorou vetvou sa dostaneme v binomickom strome z ¢asu 0 do ¢asu 1. Prikladmi takychto
ndhodnych generatorov mézu byt hod mincou, generovanie parnych a neparnych ¢isel a
podobne. Dalej budeme pokracovat z bodu v binomickom strome, do ktorého sme sa uz
dostali a znova pomocou ndhodného generatora rozhodneme ¢i Grokova miera vzrastie
alebo poklesne. Takto pokracujeme az do konca sledovaného obdobia a tym dostaneme
jeden kompletny scenéar vyvoja trokovej miery. Tento postup opakujeme tolko krat, kolko
scenarov vyvoja urokovej miery potrebujeme. Tomuto spdsobu generovania urokovej
miery mozno vytknaf, Ze pontka len malé mnozstvo pripadov. Neznamend to vsak,
Ze tento sposob je nepouzitelny. Moznym vylepSenim je zvysit pocet moznosti (vetiev)

pri rozhodovani pouzitim trinomického alebo multinomického stromu.

4. Optimalizacia dlhopisového porttélia s
vyuzitim homogénnej samodualnej metody

4.1 S-MAX model a tloha linearneho programovania

V predchadzajiacej kapitole sme naformulovali problém optimalizacie dlhopisového

portfélia pomocou niekolkych modelov. Pozrime sa teraz bliz$ie na stochasticky pripad



MAX modelu: S-MAX model. Uvazujme, ze v modeli mame zahrnutych n dlhopisov,
pouzili sme k scenarov vyvoja urokovych mier a casovy horizont modelu je m. Potom

mozeme S-MAX model prepisat do tvaru
max { 'z | Axr=b, >0},
x

kde z, ¢ € RrH2H2mktk | ¢ RIHME+2E g1 vektory:

r=[x1 ... m, 1o bo T ... vk bl bE oy hi "
C:[O ... 0 P ... pk]T,
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Teda S-MAX model je tlohou linedrneho programovania v rovnicovom tvare. V
kapitole 2 sme popisali homogénnu samoduélnu metédu na riesenie standartnej talohy
linedrneho programovania. Ako vsak vieme z kapitoly 1 kazda tlohu v rovnicovom tvare
vieme prepisat do Standartného tvaru nahradenim kazdej rovnosti dvojicou nerovnosti.

Teda na S-MAX model mozeme aplikovat algoritmus homogénnej samodudlnej metddy.

Je zrejmé, ze rozmer S-MAX tlohy rastie jednak s poc¢tom uvazovanych dlhopisov n,
jednak s casovym horizontom m a jednak s po¢tom pouzitych scenarov vyvoja urokovych
mier k. Konkrétne S-MAX model zapisany ako Standartna tuloha linedrneho programo-

vania obsahuje n + 2 + (2m + 1)k premennych a 2(1 + (m + 2)k) ohraniceni.

Pre dosiahnutie dostatocnej obsiahlosti pouzitych scendrov vyvoja trokovych mier ich
pocet vyrazne zvicSuje rozmer rieSenej tlohy. To spdsobuje, Ze ¢asova naroc¢nost rieSenia
takejto tlohy pouzitim simplexovej metédy moze byt relativne velka. Cielom tejto Gasti
prace bude aplikovat algoritmus homogénnej samodualnej metédy na S-MAX model a
porovnat dosiahnuté vysledky so simplexovou metédou. K dosiahnutiu tohto ciela pouzi-
jeme volne dostupny softvér z internetu [6], v ktorom je naprogramovani homogénna
samodualna metdda ako aj simpexovd metéda. Program pracuje pod operacnym sys-
témom MS DOS. Ako vstup do softvéru slazi tloha zapisana v MPS forméate. Jeho
nevyhodou je, ze neposkytuje moznost zadévania dalsich paremetrov ako je napriklad

meranie c¢asu.



4.2 MPS format

MPS format je stipcovo orientovany format zapisu tlohy linedrneho programovania,
ktory sluzi ako alternativa k zapisu tlohy pomocou rovnic a nerovnic (riadkovo oriento-
vany format). Pri MPS formate vSetky premenné a riadky dostavaja svoje mena. Kedze
MPS je pomerne stary format, ktory sa pouzival eSte v ¢asoch diernych stitkov, vsetko
mé presne danti poziciu. Vertikalne je deleny do $iestich poli, ktoré zac¢inaja v stipcoch 1,
5, 15, 25, 40 a 50. Horizontéalne je ¢leneny do sekcii. Kazdy MPS stbor musi obsahovat
v danom poradi tieto sekcie: NAME (meno), ROWS (riadky), COLUMNS (stlpce), RHS
(pravé strany) a ENDATA (koniec dat). Niektoré MPS stibory mozu obsahovat navyse
eSte sekcie RANGES (rozsah) a BOUNDS (ohranicenia), ktoré st umiestnené na konci
pred sekciou ENDDATA.

Teraz blizsie uvedieme obsah a Struktiru jednotlivych sekcii:

1. NAME. Tato sekcia pozostava len zo slova NAME umiestneného v stipcoch 1-4
a pomenovania problému v stipcoch 15-22. Pomenovanie problému méze byt Iubovolné
maximalne vsak 8 znakov. Niektoré programy pouzivajice ako vstup subor vo formate

MPS pouzivaji pomenovanie problému pre nazov vystupného suboru.

2. ROWS. V tejto ¢asti sa pomenuji riadky! a blizsie sa $pecifikuje typ riadku. Sekcia
zadina slovom ROW umiestnenym v stipcoch 1-4 nasledovanym popisom riadkov. Typ
riadku je definovany v stipcoch 2 alebo 3, nédzov riadku v stipcoch 5-12. Kédy pre
Specifikaciu typu riadku st nasledovné:

E - rovnost (=)

L - mensie alebo rovné (<)

N - ucelova funkcia

N - riadok bez ohraniceni
Poznamenajme, ze ak je viac riadkov sSpecifikovanych ako typ N za ucelovi funkciu sa

povazuje prvy z nich.

Iriadkom rozumieme téelovi funkciu alebo ohraniGenie okrem ohrani¢enf na premenné



3. COLUMNS. V tejto casti st definované mena premennych, koeficienty tucelovej
funkcie a vSetky nenulové ¢leny matice A. Sekcia zac¢ina slovom COLUMNS umiestnenym
v stlpcoch 1-7. V poliach 2-6 st potom Specifikované premenné a ich koeficienty v jed-
notlivych riadkov. V poli 2 (t.j. v stlpcoch 5-12) je uvedeny nazov premennej. V poliach
3ab (t.j. vstipcoch 15-22 a 40-47) je uvedeny néazov riadku, v ktorom sa vyskytuje pri
danej premennej nenulovy koeficient. V poliach 4 a 6 (t.j. v stlpcoch 25-36 a 50-61) je
koeficient premennej v prislichajicom riadku. Na zéver poznamenajme, Ze data musia

byt zapisované suvislé pre jednotlivé premenné, pri¢om polia 5 a 6 sa nemusia vyuzivat.

4. RHS. Této cast zahfna jeden alebo viac vektorov pravych stran. Vicsinou nie
je potrebné pouzivat viac ako jeden vektor pravej starny. Sekcia zac¢ina slovom RHS
umiestnenym v stipcoch 1-3. Struktira zapisu je podobné ako v sekcii COLUMNS, t.j v
poli 2 je uvedeny nazov pravej strany, v poliach 3 a 5 nazov riadku, v ktorom sa nachadza
nenulovy prvok a v poliach 4 a 6 velkost pravej strany v prislusnom riadku. V riadkoch,

ktoré nie si1 uvedené v tejto sekcii sa povazuju pravé strany za nulové.

5. RANGES. Tato cast nie je povinnd, t.j. v MPS stiboroch sa nemusi nachadzat. Sek-
cia RANGES blizsie Specifikuje ohranicenia typu h; < a;,1+...+ain < u;, t.j. ohranicenia,
v ktorych sa sticasne vyskytuje dolné aj horné ohranicenie. Rozsah takého ohranicenia je
potom r; = u; — h;. Hodnota r; s Tubovolnym znamienkom je zapisané v sekcii RANGES.
Hodnoty hranic u; a h; st urcené v sekcii RHS spolo¢nou hodnotou b;, ktora je rovna
bud dolnej alebo hornej hranici v zavislosti od znamienka rozsahu r; v sekcii RANGES a

typu riadku uvedeného v sekcii ROWS. Hodnoty b; st uvedené v nasledujicej tabulke:

Typ riadku Znamienko 7; Hodnota b;

G(>) +/- hi
L(<) +/- Ui
E(=) + h;
E(=) - Ui

Rovnako ako predchadzajice aj tato sekcia zaéina slovom RANGES v stipcoch 1-6. V

poli 2 je ocakdvané meno rozsahu, v poli 3 meno riadku a v poli 4 hodnota rozsahu r;.

6. BOUNDS. Tak ako cast RANGES, tak aj tato ¢ast nie je povinna. Sekcia BOUNDS

blizsie Specifikuje ohranicenia na premenné. Ak premennd nie je v tejto sekcii uvedena



povazuje sa za nezaporna (t.j. typ PL). Sekcia zac¢ina slovom BOUNDS v poli 1. V poli

2 je zapisany typ ohranicenia:

LO - dolné ohranicenie: b < x;(< 00)
UP - horné ohranicenie: (0 <)zj < b,

FX - fixovana premenna: x; =b;

FR - volnd premenné: —00 < x; < +00
MI - dolné ohranifenie —oco:  —oo < z;(< 0)
PL - horné ohranicenie oo: (0 )z < o0.

V poli 3 sa oCakava meno premennej a v poli 4 sa urcuje hodnota hranice b;.

7. ENDATA. Poslednou sekciou je sekcia ENDATA, ktord pozostava len zo slova
ENDATA napisaného v poli 1 v stipcoch 1-6 a signalizuje koniec vstupného stiboru.

Pre vii¢siu ndzornost uvadzame priklad tlohy zapisanej v MPS formate [9]:
HAME TESTPROE

ROWS
N CO3T
L LIM1
G LIMZ
E HMYEQN
COLUMNG
ECONE CO3T 1 LIM1 1
ZONE LIMZ 1
TTWS CO3T 4 LIM1 1
TT NYEQH -1
ZTHEREE CO3T 9 LIMz 1
ZTHREE MYE Q! 1
RH3
RHZ1 LIM1 5 LIMz 10
RHS1 MYEQN 7
BOUNDS
TF END1 ECNE 4
LO BMND1 FTTWo -1
TF END1 TTWw 1
ENDATA

Pre porovnanie uvaddzame ti istt1 tlohu zapisana v riadkovom formate.

Optimize

COST: EZONE + 4 ¥YTWO + 2 ZTHEEE
Subiject To

LIM1: ZONE 4+ ¥TW2 <= 5§

LIM=: Z0ONE + ZTHREE == 10
HYEQN: - ¥TWo + ZTHEEE = 7
Bounds

0 <= HCWE <= 4
-1 <= ¥TWO <= 1
End

Nakoniec esSte poznamenajme, ze v MPS formate nikde nie uréeny smer optimalizacie,



t.j. ¢isa jedna o ilohu minimaliza¢na alebo maximaliza¢nti. Smer optimalizacie sa potom
uréuje pomocou softvéru, kde sluzi subor vo formate MPS ako vstupny siubor a to bud
pomocou parametra, alebo dany softvér pozaduje ako vstup striktne maximaliza¢ni resp.
minimaliza¢nt tlohu. Ako sme uviedli v kapitole 1 kazdi maximaliza¢ni tlohu vieme
previest na minimaliza¢ni a naopak a teda v pripade, ak softvér pozaduje maximaliza¢ni
tlohu a nasa tloha je minimaliza¢nd resp. naopak, sta¢i prendsobit koeficienty prisltcha-
jace ucelovej funkcii éislom -1. Nami pouzivany softvér na optimalizaciu [6] si vyzadoval
maximaliza¢ni tlohu.

MPS formét je pomerne stary formét a pri praci s velkymi tlohami sa s nim pracuje
pomerne tazko, kedze vSetky prvky musia byt zapisané na konkrétnom mieste. Preto sme
v tejto praci na vytvaranie siborov v MPS formate pouzivali softvér z internetu [7], ktory
transformoval lohu v riadkovom tvare (zapisani pomocou rovnic a nerovnic) do formatu
MPS. Aj tento softvér pracuje pod operac¢nym systémom MS DOS. Program pozaduje
dva parametre, nazov vstupného a nazov vystupného stiboru. Od vstupného siboru
s ulohou zapisanou v riadkovom forméte sa pozaduje, aby kazdy riadok (ohranicenie,
ticelova funkcia) bol ukonéeny bodkoéiarkou. Ucelové funkcia moze byt umiestnend bud
na zaciatku alebo na konci stiboru a pozadovana syntax je: max: (resp. min:) ucelova

funkcia;.
4.3 Vysledky experimentov

Deterministicky MAX model:

Ako prvym sa budeme zaoberat deterministickym pripadom MAX modelu. Do mnoziny
dlhopisov zahrnieme 1-ro¢né, 2-roc¢né, 3-rocné, 4-rocné, 5-roc¢né, 7-roc¢né a 10-rocné dl-
hopisy vypisané v ¢ase 0. Teda dokopy 7 dlhopisov. Budeme uvazovat, ze dlhopisy su
typu par-bond, t.j. ich ndkupné cena je rovnaka ako ich nominalna hodnota, vyplacaju
kupén raz ro¢ne a cena kazdého dlhopisu je 1 pefiazna jednotka. Dalej budeme predpok-
ladat, Ze mame k dispozicii rozpocet B=50000 penaznych jednotiek a vyska o¢akavanych
zévizkov je v kazdom roku 6000 penaznych jednotiek. Casovy horizont tilohy m je 10

rokov a velkost jednej periédy jeden rok.



Poéty dlhopisov, ktoré mame kupit v c¢ase 0, a ktoré sme ziskali z MAX modelu
pouzitim simplexovej metédy a pouzitim homogénnej samodudlnej metddy st rovnaké
a st uvedené v tabulke 1 v riadku MAX. Porovnanie obidvoch metéd z hladiska poctu
iteracii je uvedené v tabulke 2 v riadku MAX.

Rozmer tlohy je pomerne maly a teda aj ¢asova naroc¢nost rieSenia tlohy optimalizacie
dlhopisového portfélia formulovanej bez zahrnutia ndhodnosti budtceho vyvoja trokovych
mier nie je velkd. Na druhej strane, kedZze tirokové miery sa v ¢ase menia, ziskany vysledok
nemusi zodpovedat realite. Preto sa dalej budeme zaoberat uz len S-MAX modelom, ktory

zohladnuje stochasticky vyvoj trokovych mier pouzitim scenarov.

S-MAX model:

S-MAX modelom budeme riesit rovnaki tlohu ako v pripade deterministického MAX
modelu. NavySe budeme predpokladat, Ze velkost zaviizkov splatnych v kazdom ¢asovom
okamihu je deterministickd a teda sa nemeni a je rovna 6000 penaznych jednotiek pre
vSetky t = 1,...,m. Pre generaciu scenarov vyvoja urokovych mier pouzijeme postupne
NY-7, binomicky, trinomicky a multinomicky strom.

V nami pouzitom binomickom strome sme zvolili v kazdom ¢asovom okamihu s pravde-
podobnostou 50% narast troku o 0,5% a s pravdepodobnostou 50% pokles iroku o 0,5%.
V trinomickom strome sme zvolili opiit s rovnakymi pravdepodobnostami narast iroku o
0,5%, pokles o 0,5% a moznost, ze sa tirok nezmeni. Dalej sme pouzili dva multinomické
stromy, s 11 a 21 vetvami v kazdom uzle stromu. Zmena troku prislachajica jednotlivym
vetvam stromu bola v rozpiti od nérastu o 1,5% az po pokles o 1,5%. Ak by bol trok
na zaciatku stromu v ¢ase 0 dostatocéne maly mohlo by sa stat, Ze v niektorych vetvach
stromu by predpokladany trok bol nulovy alebo zaporny, ¢o v nie je v skutocnosti mozné.
Tento problém sme vyriesili zavedenim minimalneho tiroku, ktory sme stanovili na hod-
notu 0,5%. To znamen4, Ze tam kde je urok v strome mensi ako 0,5% budeme uvazovat
urok s vyskou 0,5%.

Na generaciu nahodného pohybu sme pouzili ndhodny generator v programovacom
jazyku C++, pomocou ktorého sme vygenerovali 30 scenarov pre kazdy strom. Vysledky
experimentov pouzitim metdd st uvedené v tabulke 1 v riadkoch prislichajtcich

k S-MAX . Porovnanie metdd z hladiska poétu iteracii je uvedené v tabulke 2 v riad-



koch prisliuchajacich k S-MAX.

1-roény | 2-roény | 3-roény | 4-rocny S-racny | 7-roény | 10-roény
MAX 2511 2689 2878 3076 3288 11336 24222
NY7 2505 4161 1402 3071 866 7320 30675
E:E binomicky 2758 377 2082 3070 3554 7909 27450}
= |trinomicky 2761 3180 2428 3306 5329 10018 22979
%) multinomicky {11) 2808 3716 1833 3602 2701 8460 26880
multinomicky (21) 2507 3602 1098 3577 2160 7825 29230
Tab.1.
Pocet
Premennych | Ohraniceni| Iteracii

9 kratky krok 26

MAX W [dihy krok 30 26 28

Simplex 33

O kratky krok 32

NY7 oo dlhy krok 156 170 a0

Simplex 230

o kratky krok 34

binomicky w2 dlhy krok 639 722 34

Simplex 1001

g 9 kratky krok 34

trinomicky & [dihy krok 639 722 34

) Simplex 947

9 kratky krok 34

multinomicky (11) V\% dlhy krok 639 722 32

Simplex 972

9 kratky krok 38

multinomicky (21) o dlhy krok 639 722 36

Simplex 950

Tab.2. Porovnanie homogénnej samodualnej (HSD) a simplexovej metody

Jednou z vlastnosti metéd vnitorného bodu, medzi ktoré zaradujeme aj homogénnu

samodualnu metddu, je, Ze v pripade existencie alternativnych optiméalnych rieseni posky-

tuju iné optimaéalne riesenie ako simplexova metdda. RieSenia, ktoré sme ziskali pouzitim

homogénnej samodualnej aj simplexovej metody boli totozné a teda nami rieSeny problém

ma jediné rieSenie.

Z vysledkov experimentov vidiet, Ze pouzity scenar ovplyviiuje ako pocet jednotlivych

dlhopisov, ktoré mame zahrnit do portfélia, tak aj pocet iteracii. Teda pre spravny vyber

portfélia je dolezité vybrat tak(i mnozinu scenarov, ktord sa najviac priblizuje realite.



Porovnanie metéd z hladiska poc¢tu iteracii

Teraz sa blizSie pozrieme na metédy z hladiska poctu iteracii. Budeme riesit vyssie
naformulovant tlohu pouzitim binomického stromu, pri¢om budeme jednotlivo pozorovat
ako sa meni pocet iteracii s narastajicim rozmerom ulohy pre homogénnu samodualnu
metédu a ako sa meni pre simplexovi metédu. Rozmer tlohy budeme zvic¢sovat zvyso-
vanim poétu scendrov a to tak, ze k uz vygenerovanym scenarom budeme dopliiat nové.
To isté potom urobime aj pre multinomicky strom s 21 vetvami. Vysledky experimentov

st zhrnuté v tabulkach 3 a 4.

- Pocet iteracii
SCZ?::E:I?LV Rozmer tlohy HSD Simplex
kratky krok | dlhy krok

1 26x30 26 30 33

5 122x114 34 32 179

7 170x156 34 34 258

10 242%219 30 34 335
15 362x324 38 34 495
20 482x429 30 32 648
25 602x534 32 32 803
30 T22%639 34 32 957
40 962x849 34 34 1310
50 1202x1059 36 34 1602
75 1802x1584 40 34 2392
100 2402x2109 40 34 3077
125 3002x2634 44 36 MNA
150 3602x3159 h2 38 NA
200 4802x4209 60 274 MNA
250 6002x5259 104 154 NA
300 7202x6309 104 120 MNA

Tab.3. Porovnanie homogennej samodualngj (HSD) a simplexove] metady 2
hladiska poétu iteracii (binomicky strom)
MA - pouZity softver nedokazal spoditat



; Pocet iteracii
Focet i} .
scendrov Razmier diohy HSD Simplex
kratky krok | dlhy krok

1 26x30 28 30 32
5 122x114 30 30 154
T 170x156 30 30 212
10 242x%219 32 32 301
15 362x324 32 32 459
20 482x429 36 34 519
25 602x534 36 34 767
30 T22x639 36 34 917
40 H62x849 40 36 1208
50 1202x1059 40 36 1542
75 1802x1584 38 36 2241
100 2402x2109 42 36 3039
125 3002x2634 52 42 MA
150 3602x3159 122 54 MNA
200 4802x4209 194 206 MA
250 6002x5259 182 560 MA
300 T202x6309 154 274 MA
400 89602x8409 126 194 MA
500] 12002x10509 154 196 MNA
600 14402x12609 198 250 MA
700|] 16802x14709 196 420 MNA
BOO| 19202x16809 152 370 MA
900 21602x18909 132 118 MA
10001 24002x21009 138 128 MNA

Tab.4. Porovnanie homogennej samodualnej (HSD) a simplexove] metady z
hfadiska poctu iteracii (multinomicky strom)
MA - pouZily softver nedokazal spoditat

Moézeme pozorovat, Ze s narastajicim rozmerom ulohy pocet iteracii pri pouZiti simp-
lexovej metody rastie rychlejsie ako pocet iteracii pri pouziti homogénnej samodudlne;j
metddy. Pri pouziti 125 scenarov nami pouzivany softvér so simplexovou metdédou uz

taktto tlohu nedokézal zratat. Dalej moZeme pozorovaf pri homogénnej samoduélnej

.....

modzeme vysvetlit tak, Ze priddvanim ndhodnych scendrov sa meni kvalita rieSenej tlohy.
Moézeme tiez pozorovat, Ze metéda z dlhym krokom je citlivejSia na zmenu scenarov. Vo

vSeobecnosti je vSak zrejmy trend zvySovania poctu iteracii s narastajicim rozmerom

.....

.....




Zial nami pouzivany softvér neumoziioval merat éasovii naro¢nost. Priblizny ¢as ¢in-
nosti celého programu vsSak bol pre malé tlohy priblizne rovnaky pre homogénnu samo-
duédlnu metédu aj pre simplexovi metédu, radovo 1-5 sekiind. Pre vii¢sie ulohy (ra-
dovo od rozmeru 500x500) sme pozorovali zvySovanie ¢asovej naro¢nosti pri simplexove;
metdde, ¢o mohlo byt spdsobené nielen o¢akavanou vlastnostou simplexovej metédy (ex-
ponencialna zlozitost), ale aj vid$im poctom vypisov a pracou operacného systému? s
uvolnovanim miesta v opera¢nej pamiiti. Pre tlohy viicsie, ako tlohy prislachajtace k 125
pouzitym scenarom vyvoja urokovych mier (t.j. vicsie ako 2752x2509), operaény systém
uz nedokézal alokovat dostatoéné mnozstvo pamite3, a preto nami pouzivany softvér zly-

hal. Casova naro¢nost pri softvéri pouzivajicom homogénnu samoduslnu metédu bola

pomerne nizka a pre najvicsiu tlohu (22002x20009) bola priblizne 5 mintt3.

2MS Windows XP Professional
3vsetky experimenty boli prevddzané na poé¢itaéi s procesorom AMD® Duron 700Mhz a operac¢nou
paméatou SDRAM 128MB



Zaver

V tejto préaci sme popisali jednu z metéd vniatorného bodu (t.j. homogénnu samo-
duédlnu metédu) nasli sme na internete prislusny softvér, ktory sme pouzili na rieSenie
problému optimalizacie dlhopisového portfélia. Ako sme uviedli v praci tento problém
moze viest k linedrnym tloham velkych rozmerov. Podarilo sa ndm zostavit a spocitat
ulohy relativne velkych rozmerov (najvic¢sia tiloha mala rozmer 24002x21009). KedZe sme
pouzivali nekomerény softvér volne pristupny na internete, ten ndm neumoziioval zratat
ualnej metdéde s kratkym krokom a 599 pri tej istej metdde s dlhym krokom). Taktiez sa
nam nepodarilo presne urcit ani ¢asovi naro¢nost metddy.

Dalgim cielom bolo porovnat na tlohach optimalizacie dlhopisového portfélia homo-
génnu samodualnu metddu so simplexovou metdédou. Aj napriek tomu, ze sme pouzivali
nekomerény softvér a nepodarilo sa ndm spocitat simplexovou metédou az tak velké tlohy
ako homogénnou samodualnou metédou, podarilo sa ndm ukdzat spravnost nasho pred-
pokladu, Ze homogénna samoduélna metéda by mala byt pre tlohy velkych rozmerov
efektivnejsia.

Na zaver este poznamenajme, ze nami namodelovany problém otimalizacie by sa dal
eSte viac priblizit realite. Linearna ucelova funkcia casto nepostihuje dobre realitu.
Preto ju je mozné v modeli nahradit kvadratickou tcelovou funkciou alebo vSeobecnou
nelinedrnou uzitkovou funkciou. Dalsimi vylepseniami modelu by mohlo byt zahrnu-
tie transakénych nékladov (popisané v casti 3.1) alebo zahrnutie moznosti prerovnava-
nia portfélia, ktoré sa dd namodelovat zavedenim dalSich premennych do modelu (vid

Nielsen[1], str.15-22).
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