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Uvod

Ekondmia nie je celkom exaktnou vedou, ale skor spolocenskovednou disciplinou.
Vdaka tomu su jej zakladné principy a smerovanie ovplyvnené zmenami v spolo¢nosti.
Niekol'kokrat sa uZz podstatne modifikovali, napriek tomu Ze ide o dost mladu vednu
disciplinu. Preto pri jej skmani urcity , nadhl'ad nad vec " m6ze mat’ iba Clovek nezaujaty
niektorym z jej vSeobecne uznavanych principov. Takyto pristup novych myslienok zvonka

moze priniest’ nesmierny pokrok na ceste k sprdvnemu pochopeniu jej zakonitosti.

» Verim, ze mikroskopické simulacie zohraju dolezit( ulohu v ekondmii a financiach.
Ak l'udia mimo ekondmie a financii — mozno prave fyzici - pridu s predvedenim rieSenia
tohoto problému, nebude to po prvykrat, ¢o outsidedri budi mat’ zavazny podiel v tejto
oblasti. ”
( Z listu laureata Nobelovej ceny za ekondmiu Harry M. Markowitza

» ekonofyzikovi " Dietrichovi Staufferovi. )

Vyznamnym spdsobom do rozvoja ekondmie zasiahla uz matematika. Samozrejme
jej zakladny aparat sa v ekondmii vyuZiva permanentne, avsak pristup tedrie hier, Nashovo
ekvilibrium i Statisticky pristup k fluktuaciam cenovych zmien je prinosom matematikov,
venujlcich sa iba matematickym problémom.

V poslednych rokoch sa mnohi fyzici zacali venovat’ oblastiam financii a ekondmie.
Najma po skonceni obdobia studenej vojny, kedy polavil masivny vyskum vo fyzike, nasli
vedci priestor a uplatnenie aj v inych oblastiach. Mnohi sa obratili k Stidiu zakonitosti trhu a
stali sa prekvapujico Uspesnymi na finanénych burzach. Vela spolocnosti si do svojich
analytickych timov zacalo pozyvat fyzikov. Dalsi sa zacali venovat ekonomickej tedrii a
ekonomickému modelovaniu.

Co mdzu vniest’ do ekondmie fyzici? Cim sa odli$ujl od klasickych ekonémov a preco

by mali prist' k lepSim uzdverom? Nesmiernou vyhodou fyzikov je ich Siroka skdsenost’ s



empirickym skimanim a analyzou dat. BeZne prichadzaji do styku s mnozstvom
napozorovanych uUdajov a vysledkov, na zaklade ktorych aktivne buduju nové tedrie.
Ekondmovia sa naproti tomu snazia iba vyuzit data na potvrdenie vlastnych nazorov a
teorii.

Podstatnym rozdielom je aj celkovy pristup k problému. Ekondmovia, najma financni
analytici, sa snazia najst odpoved na prakticki otazku AKO ? (ako vytvorit' idedlne
portfélio, ako odhadnut’ posun, ako zabezpecit' krytie...). Fyzika financii sa zaobera skor
hib$im problémom PRECO ? (prefo pozorujeme isté charakteristiky v redlnych ¢asovych
radoch cenovych zmien? preco rovnica Blacka-Scholesa nie vzdy plati?...) Vysvetlenim
priiny sa samozrejme odpoved’' na ako? stava jednoduchou a jasnou.

Vyznamnou vyhodou pre fyzikov je hlboko preskimana oblast’ Statistickej fyziky.
Maju k dispozicii viaceré nastroje na pracu s dynamikou v hromadnych systémoch,
pozostavajlucich z mnohych interagujlcich Ciastok (trh je systémom podobnym). Prave
preto je Statisticky pristup v ekonofyzike prvotny a dosial’ stale najcastejsi.

Vo vSeobecnosti sa fyzici tejto novej hrani¢nej discipliny snaZia o aplikaciu
roznorodych fyzikalnych metdd na ekonomické prostredie. Fyzika sa zaoberd prirodnymi
javmi, Clovek a jeho potreby su sucastou prirody a vychadzaju z nej. Preto sa aj trh,
ktorého podstatu tvoria ludia, riadi podobnymi zakonitostami. M6zeme stoznit' pojmy ako
ekondomia prirody, jej raciondlne spravanie sa, a prirodzenost, prirodnost’ trhového
mechanizmu. Preto by pohlad na trh cez fyzikalne principy nemal vzbudzovat’ nedoveru,

ale skor sa javit’ Uplne prirodzeny.

Prvotnou snahou diplomovej prace je systematizacia doterajsich poznatkov a pohl'ad
na sucasny stav na poli ekonofyziky. Zameriava sa najma na trh a jeho dynamiku, arbitraz,
princip efektivnosti a ich interpretaciu vo fyzikdlnom chapani. Podava strucny vytah z
doterajSieho prinosu ekonofyzikov.

Hlavnym ciel'om bolo aplikovat’ Hamiltonov formalizmus na makroekonomicku tedriu.
Déraz sa kladie na hladanie ekvivalentov zakladnych fyzikdlnych veli¢in a pojmov (ako
napriklad energia, poloha, rychlost, hybnost, lagrangian, hamiltonian) v ekondmii. Ich
presnym priradenim a pouzitim principov symetrie by vystupili zakony zachovania. Vyskyt
takychto zachovavajlcich sa veli¢in by znamenal znacny pokrok v skdmani trhovej

dynamiky aj v celej makroekondmii.



2. Z kratkej historie ekonofyziky

ZacCiatoCné spojiva medzi ekondmiou a fyzikou siahaju az do roku 1936, ked
Majorana priSiel s priekopnickou pracou postavenou na myslienke jednoduchej analdgie
medzi Statistickymi zakonmi vo fyzike a v socidlnych vedach. Pre mnohych vedeckych
pracovnikov v prirodnych vedach méze byt prekvapenim, Ze prvé pouzitie mocninového
rozdelenia a matematickej formulacie nahodnej prechadzky je prave v socialnych odboroch.
Napriklad Statistické rozdelenie obyvatel'stva podla prijmu v stabilnej ekonomike spifia

vztah
y~x" (1)
kde y je pocet l'udi s prijmom minimdlne x. S tymto poznatkom priSiel taliansky ekondém

Pareto uz pred 100 rokmi, odhadol exponent v na 1,5 a vyhlasil, Ze jeho vysledok je
vSeobecny a platny bez ohladu na rozdielnost' narodov, miest a podobnych okrajovych
podmienok. [1].

Vyznamny pojem Skdlovania a fraktalov priniesol v roku 1975 Mandelbrot, je
predmetom skimania v ekondmii dodnes.

Majoranov neortodoxny pristup vSak upadol do zabudnutia. AZ v 50-tych rokoch
niektori fyzici opat’ zacali vyskum v oblasti socidlnych a ekonomickych systémov. Boli to
najma Kadanoff, Montroll a skupina vedcov pdsobiacich v Santa Fe Institute. Vyskum v tejto
oblasti sa zacal rychlo rozvijat’ a bol vlastne alternativou uz zndmych tradi¢nych pristupov
vo financiach a finan¢nej matematike. Dolezitym rozdielom bolo, Ze fyzici sa pozerali na
ekonomické data empiricky. Priniesli do tohto odboru poznatky Statistickej fyziky s vyse 30
rocnou tradiciou.

K skuto¢nému nastupu ekonofyziky vSak doslo len pred par rokmi. Fyzici zacali
publikovat’ vo vacSom mnozstve, konzultovat’ jednotlivé pristupy medzi sebou. Konaju sa
mnohé konferencie. Prelomovym bol rok 1998, kedy na jednom zo stretnuti doslo k
nezhode s ortodoxnymi ekondmami. Prispevky fyzikov boli z ich strany odmietnuté.

Podnietilo to vznik virtudlneho institutu, ktory nema fyzickq, iba Ciste internetovl zakladnu.



Zdruzuje viaceré zname mena ako Per Bak, Rosario Mantegna, Dietrich Stauffer, Enrico
Scalas, Valery Kholodnyi, Sorin Solomon, Yi-Cheng Zhang, Joe McCauley. Venuje sa
zverejiovaniu prispevkov a diskusii.

Je samozrejmé, Ze s novym ponimanim sa objavuji Casté protiargumenty. Tvrdia
napriklad, Ze nemozno stotoznit’ pouzitie a analyzu ekonomickych dat a experimentalnych
vysledkov vo fyzikalnych pokusoch. Je nemozné uskutocnit’ vacsie experimenty vo financnej
a ekonomickej sfére na potvrdenie alebo vyvratenie skiimanych tedrii. Vieme, Ze takéto
priblizenie nie je sice obvyklé pre financné data, ale preCo by sme nemohli, ked to bez
problémov funguje v tak rozvinutych oblastiach ako astrofyzika, fyzika atmosféry a
geofyzika, pouZit' na testovanie sibory zaznamenanych dat?

Oblasti ekondmie, v ktorych zacali fyzici pracovat, je vela. Siroké uplatnenie nasla
najma Statisticka fyzika. Postupnost’ zmien v cenach financénych aktiv je stochasticky
proces, takze sa sustredili na jeho rozdelenie. Pokusali sa vytvorit’ teoreticky model, ktory
by zahfial zakladné Crty redlnych financnych trhov [1]. V ¢asovych radoch finanénych dat
bola zistend vysoka korelacia. DalSim okruhom je ocenovanie financnych derivatov, kde
zavadzaju pre financnl sféru netypické pojmy, napr. rozmerové symetrie [2]. Oslabili
viaceré predpoklady Black & Scholesovho modelu [3] prihliadajuc na vyber portfélia a
moznost’ jeho dynamickej optimalizacie. Zaujimavé vysledky do tejto problematiky vnasa aj
tedria kvantovania [4].

Pristupov k trhu ako celku je tiez niekollko. NajCastejSie ho povazuju za systém
velkého mnozstva Castic, ktoré medzi sebou vzajomne interaguju. Prenasanou interakciou
byva tovar alebo peniaze, takto ho mozno prirovnat’' k hre s nulovym stc¢tom [5]. Podobnym
systémom je aj latka so zabudovanymi senzormi, ktoré maju aj schopnost’ pésobenia na fu
[6]. Vcelku Uspesne sa zacalo pristupovat’ k trhu aj ako k elektrodynamickému pol'u [7],
[8]. Tu svoje miesto opat’ nasli symetrie, a tiez kalibratné symetrie. Vyznamne sa venuje

skiimaniu v tejto oblasti Kholodnyi [9].



3. Zakladné ekonofyzikalne modely trhu

Tato kapitola podava strucny vyklad najzaujimavejSich pohl'adov, ktoré priniesli fyzici
v poslednych rokoch. Predstavuje rézne moznosti chapania trhového mechanizmu a
prirovnania k viacerym fyzikalnym systémom. Nové pristupy davaju zaklad neskorsim snaham

o aplikaciu hamiltonovho formalizmu.

3.1 Dynamika trhu z pohl'adu vSeobecnejsich kriviek
ponuky a dopytu [10]

Na trhu statkov sa podla neoklasického modelu dosahuje rovnovaha vyrovnanim
ponuky a dopytu. Obe su funkciou ceny a ta je spolocnym prvkom, prispésobovanim ktorého
sa dosiahne zhoda. Tento takzvany ,, zakon ponuky a dopytu ” nachadza uplatnenie doteraz.
Poklada sa za fundamentalny a takmer neotrasitelny.

Zakladné predpoklady na trhu statkov :

1. Ponuka S a dopyt D su len funkciou ceny P a nezdvisia explicitne na cCase f.
Premenné S, D, P tvoria endogénnu mnozinu (trh) E ={S,D, P}

2. Ponuka (dopyt) je rastucou (klesajucou) funkciou ceny a ma vsSade kladny (zaporny)
sklon. Obe krivky sa pretinaju v bode ekvilibria, prislichajuca rovnovazna cena
vyprazdni trh.

3. MnozZina exogénnych veli¢in G , ktoré mozu ovplyvnit' trh, je vylucend z uvah.
Predpokladame teda, ze G je prazdnou mnozinou.

Niektoré predpoklady uvedeného procesu su vsak napadnutelné. Granik sa v [10]
venuje zovseobecneniu analyzy.

Ponuka aj dopyt st podla neho funkciou nielen ceny, ale aj ¢asu. Dalej predpoklada
vyskyt exogénnych veli¢in (G neprazdna), ktoré casto sposobuju posun na strane ponuky,

ako i dopytu, a preto jednoduchy zakon prezentovany vyssie neméze platit. Trh sa stava zo
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statického typu E ={S,D,P} novou dynamickou mnozinou E ={S(¢),D(¢),P(t)}, kde su
endogénne premenné casovo zavislé. Popiera aj monotdnnost’ ponukovej a dopytovej
krivky.

Granik zavadza pojem , charakteristickej ceny ” P, resp. P,, pre vyrobcu a
spotrebitela. P, zahffia vSetky naklady a ocakavany zisk. Rozdiel trhovej ceny a
charakteristickej ceny P(r) — P, , Cista cena, priamo urCuje spravanie sa ponuky a stimuluje
zaujem predajcu. Ak je kladna, ponuka tovaru S(¢) rastie, ak zaporna, klesa. P, je
interpretovana ako cenova hranica pre predajcu, nad ktorou je ponuka tovaru rastuca a pod
nou klesajuca. Podobne pre spotrebitela mame charakteristickdl cenu P, . Ak je trhova cena

nad touto hranicou, dopyt po tovare klesa, pod naopak rastie.
Uvazujme podla [10] uzavrety deterministicky trh bez exogénnych premennych a
stochastickych vykyvov. Pre dynamiku trhu dostdvame nasledujuci systém diferencialnych

rovnic :

S(t) = a[P(t) - P, ]+ k[D(t) - S(1)] )
D(t) = bR, - P(1)] 3)
P(t) = [D(t) - 5(1)] 4)

Ich rieSenim autor v [3] prichadza k zaujimavym zaverom. Vzajomny vztah P, a P,

pociatocnych podmienok P(0), D(0) ovplyviiuje vyznamne pohyb trhu. Definujeme pomer
a=— (5)

Ak je a rovné 1, trh je symetricky a neexpanduje, ale sa ani nedostava do kolapsu.
Pre a #1 sa charakteristické ceny pre predajcu a kupujuceho liSia a asymetricky trh je
nestabilny, m6ze boomovat, v lepSom pripade oscilovat. Toto kritérium stability je znacne
odliSné od tradi¢ného ponimania klasikov. NavySe charakteristickd cena predajcu nie je
spotrebitel'ovi znama a opacne, teda redlny nestabilny trh ma svoje opodstatnenie a nie je

len akousi praktickou nedokonalostou teoretického modelu.
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3.2. Trh ako elektrodynamické pole [7], [8]

Proces poznavania vo fyzike prindSa nové vedomosti, ktoré sa zvyknu roztried'ovat/
do jednoduchych blokov, ¢asto spolu suvisiacich (fundamentalnym prikladom je elektrina a
magnetizmus). Tieto bloky znalosti je mozné pouzit' na rieSenie vSetkych problémov s
podobnou podstatou. Napriklad opis dokonalych systémov pozostavajlcich z velkého poctu
elementov, ktoré medzi sebou vzajomne interaguju, nachadza uplatnenie aj mimo fyziky.
Uz davno je zname, Ze tento blok poznatkov sa vyuziva v tedrii mestského rozvoja, rieseni
dopravnych zapch a v ekonomickych otazkach.

Trh ako systém Ucastnikov so vzajomnymi interakciami mozeme takto prirovnat’ k

podobnym fyzikalnym problémom a vyuzit' uz zname vedomosti z fyziky.
3.2.1 Princip arbitraze

Na pochopenie podstaty trhu sa musime sustredit’ aj na motivaciu a pricinu jeho
pohybu. Jednym z takychto dévodov, najma na financnych trhoch, je arbitraz. Jej zakladnou
myslienkou je moznost’ ,, zarobit’ z prazdneho vrecka ”, prilezitost’ profitovat’ bez akéhokol'vek
rizika. V [7] autor pripusta existenciu kratkodobych arbitraznych prilezitosti. Cenové zmeny
zapriCinuju situacie, kedy su niektoré z aktiv pri tej istej miere rizika atraktivnejsie ako iné.
Vd'aka racionalite Gcastnikov vSak tento stav nikdy neméze byt’ dlhodoby. Kipou ziskového a
predajom neprofitujiceho aktiva sa , diera na trhu zaplata ”. Podmienku pre neexistenciu
arbitaze mo6zeme vyjadrit ako okamzité prispdsobovanie sa pomocou vysSie uvedeného
procesu, ¢o v skutoc¢nosti znamena nekonecnost’ rychlosti toku penazi.

Rozsiahla cast’ fyziky sa venuje presunom hmoty alebo energie, silam spésobujicim
tieto pohyby, dynamike nerovnovahy a dejom v ekvilibriu. Vo fyzike financii preto pristupuije,
oproti tradiénému pohl'adu financénej matematiky, skiimanie toku penazi.

Predpokladame, Ze mame na trhu dolare a libry s vymennym kurzom F(¢) v Case ¢ a
zodpovedajucimi urokovymi mierami », a r,. Potom podmienkou bezarbitrazneho trhu je

F@)(1+r,)=F@+d)(1+r) (6)
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libier v ¢ase ¢ , ich naslednou transformaciou na dolare, podrzanim po ¢as ¢ +dt a potom
opacnou vymenou na libry by sme dosiahli zisk z nuly.

Kazda arbitraz je spojena s tokom aktiv po dvoch réznych cestach so spolo¢nym
zaCiatkom a koncom. V predchadzajucom priklade je jednou z ciest uvedeny postup, ktory
tu reprezentuje cash. Druhou je drzba libier pocas celého Casového Useku dt, €o je dih.
Ziskané vynosy musia byt po oboch drahach rovnaké, alebo zjednodusene integral po

uzavretej krivke ¢, pozostavajlcej z dvoch uz spominanych, rovny nule.

R(&)=F ') (1+nr) F@t+d)(1+r)-1 (7)
Podobny postup m6zeme pouzit' pre drzbu dolarov. Prezentuje vlastne pohyb po krivke v
opacnom smere (—¢):

R(=¢)=F)(1+nr)F ¢ +d)1+r)" -1 (8)

Prilezitost’ k zarobku je dana vyrazom
R =R(c)+ R(-¢) (9)
Teda bezarbitraznou podmienkou, ekvivalentnou (6), je
R(c)=R(-¢)=R=0 (10)
3.2..2 Elektrodynamické pole

Illinski hovori, Zze , cash ” sa pohybuje od aktiv pod cenou k precenenym, , debts ”
zas opacne. Ak podla [7] ,, cash ” vyhldsime za castice nesuce silovy potencidl, , debts ”
budu castice s opacnym nabojom. Takyto tok sucasne ovplyviiuje cenu samotného aktiva.
Takze financny systém sa sprava rovnako ako systém castic v silovom poli, ktoré je nimi
sucasne tvorené i pozmeriované. Za silové pole povaZujeme hranicné vynosy, a nimi
sposobeny tok penazi (cash, debts) za prud nabojov. Na rieSenie mozeme pouZit' poznatky
klasickej elektrodynamiky, avSak neprebiehajucej v tradiénom troj-rozmernom priestore, ale
neobvyklom diskrétnom priestore (tu mame iba 2 body : dolare a libry, medzi ktorymi

aktivum ,, skace " ).
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Rozne fyzikalne tedrie su postavené na roznych, vnutorne danych symetriach.
Napriklad vSeobecna tedria relativity predpoklada nezavislost’ vyberu suradnicovej sistavy pre
opis pohybu. V kvantovej elektrodynamike nezdlezi na pociatocnej faze vinovej funkcie.
Tedrie slabych a silnych interakcii vykazuju invariantnost, Cize symetriu vyberu objektu. Tato
invariantnost’ sa vyskytuje aj v naSom priklade. M6zeme pracovat’ s dolarmi alebo centmi,
vysledny pohyb je rovnaky. Tieto symetrie vo fyzike nesu nazov kalibracné. Vyrasta tzv.
Gauge Theory of Arbitrage (GTA) [7]. OdliSuje sa od tedrie elektrodynamiky len nahradenim
lokdlnej grupy kvantovych fazovych rotacii grupou rozsirenia pouzitych financnych aktiv.

Zakladom GTA je pohyb v geometrickom priestore majlicom charakter zvazkov
vlakien. Pozostava z bazy B a vldkien F pripojenych ku kazdému bodu bazy. UvaZzujeme
pohyb Castice pozdiz vldkien, takisto ako medzi vldknami. Jej poloha je uréend x-

Ciastkovou koordinatou bazy, a y - koordinata rovna F(x) vo vlakne prislichajucom x.

Vratme sa teraz k podmienke neexistencie arbitraze (10). Rozdiel medzi pociato¢nou
hodnotou prestivaného mnozstva a jeho hodnotou v tom istom bode po transporte pozdiz
uzavretej krivky je vo fyzike dany tenzorom krivosti zvdzku vlakien. Ked' obchodované
mnoZzstvo a jeho zmenu povazujeme za pohyb Castice v poli zvazku vidkien, hrani¢na miera
vynosu je ekvivalentom intenzity elektrického pola a obe predstavuju element krivkového
tenzora. Vo fyzike su rozdiely v paralelnom pohybe po roznych drahach vzdy priznakom
vplyvu sil na pohyb. Hodnota R v (7) je Stvorcom krivkového tenzora a teda tak ako v
elektromagnetickom poli ju povazujeme za energiu pola. Snahu o bezarbitrazny trh je

mozné prirovnat’ k minimalizacii energie.

3.3. Trh ako systém agentov napojenych

na senzory na trhu [6]

V mikroelektromechanickych systémoch sa Casto pouziva siet’ senzorov zasadenych do
urcitej hmoty, ktoré aktivne monitoruji a vyhodnocuju stav, a nasledne odpovedaju na
podnety z prostredia podla urcitého kontrolného programu. Za Specialny pripad takéhoto
kontrolného programu povazuje Granik v [6] trhovy mechanizmus. Predpokladame vzorku
agentov pripodobnenych senzorom, ktori interaguju, kalkuluji, obchoduju a sutazia o zdroje.

Takato kontrola trhu rozdelend medzi individualnych Gcastnikov dovoluje systému ako celku
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adaptovat’ sa na zmeny prostredia alebo vykyvy u jednotlivych agentov. Celkova dynamika
trhu je kombinaciou lokalneho sa spravania nielen agentov, ale aj latky medzi nimi. Vymena
informacii medzi agentmi zavisi na jej vlastnostiach a na ich vzajomnej geometrickej
vzdialenosti.

Jednoduchym a nazornym prikladom fyzikalneho systému tohoto typu je » hmotnych
bodov spojenych pruzinkami so susedmi. PouZiva sa najmd pre opis systémov blizko
nestabilnych bodov. Bez kontrolného mechanizmu aj mald vychylka ktoréhokolvek bodu
vedie k rozkmitaniu celého systému. Dynamiku mdzeme popisat’ rovnicami :

X, =v, (11)
v, = k(x,._1 —x[)+k(xl.+1 —xl.)+f.xl. -gv,+H,, (12)

x, zodpoveda vychylke hmotného bodu i, v, je odpovedajuca rychlost, &k tuhost’ pruziny,

f destabilizacny silovy koeficient, ¢ timiaci silovy koeficient. H; je kontrolna sila pridana

agentom posobiacim na hmotny bod ;.

Problémom kontroly je otdzka, akou silou posobit’ na hmotné body, teda ako stanovit’

H, , aby sme sa udrzali v nestabilnom bode.

3.3.1 Trhovy mechanizmus ako kontrola systému

Na klasickom trhu vystupuju vyrobcovia a spotrebitelia s réznymi preferenciami a
obmedzeniami, ktoré su definované pomocou ich Uzitkovych funkcii. Budeme Specifikovat’ ich
strety na trhu ako predavajlcich a kupujlcich. Spotrebitelia st horespominanymi agentmi,
podla prikladu vlastne hmotnymi bodmi. Vyrobcovia si separovani a sU externym zdrojom
sily, alebo inac energie, ktort tu budeme povazovat' za obchodovany tovar alebo aktivum.
Konzumenti zacinaju so Specifickym mnozstvom penazi. VSetok zisk producentov, ziskany
vdaka kupnej sile spotrebitel'ov, je rovnakou Castou podeleny medzi konzumentov. Takto sa
celkové mnozstvo penazi v systéme zachovava. Predpokladajme trhovy mechanizmus, ktory
zrovna ponuku a dopyt, urci rovnovaznu cenu a obchodované mnozstvo energie. Kazdy agent
(spotrebitel’) si kdpi urcitu silu (energiu), za rovnovaznu trhovl cenu a touto akciou pdsobi na
trh. MnoZstvo P, o ktoré ma zaujem, vyplyva z jeho Uzitkovej funkcie, ktora ma tendenciu
pOsobit’ proti vychyleniu z rovnovaznej polohy a strate na zarobku. Jednym z mnohych

prikladov UZitkovej funkcie s tymito vlastnostami je :
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U, =- ! [p (P> +b [P I (13)

T 2w,
kde X, :Zaij [k, je linearna kombinacia vychyliek vSetkych hmotnych bodov, udava
j=1

informaciu o stave celého systému, b urluje dolezZitost' tohto vplyvu. p je cena energie a
w, zarobok agenta. Zoberieme iba pripad, ked’ spotrebitel' uvazuje len vlastnu vychylku z
rovnovahy (a,; =1 pre i = j, inaC je 0). Maximalizaciou uzitku dostavame funkciu dopytu

pre spotrebitela :
w.
B(p) =bIi|=" (14)
p
Celkovy dopyt na trhu :
b
Pi(p)=—2 |X|Gy, (15)
p
Podobne sa vyrobca snazi o maximalizaciu svojho zisku p = p[P—-C(P), priCom mbzeme

, . C 1 . .
brat’ napriklad nakladovu krivku C(P) :2—P2 . Dostavame funkciu ponuky :
a

P(p) =ap (16)
a celkovej ponuky :
P*(p) = nap (17)

Klasickym zakonom ponuky a dopytu mame podla rovnice P‘(p) = P*(p) danl cenu:

b
=, |— X, Gy, 1
ptrade na %] z| i ( 8)

Vratme sa teraz k otdzke kontroly systému. V pripade trhu ho mézZzeme ovladat’
externe viacerymi sposobmi, napriklad urcenim linedrnej zavislosti medzi vplyvom agenta

na trh a vychylkou agenta (H, = —clx,) , hornym ohraniCenim sily vlastnenej agentom

(vlastnenej energie, mnozstva nakipeného tovaru) (P < P ), alebo nerovhomernym

rozdel'ovanim zisku. Simulaciami vykonanymi v [6] sa ukazalo, Ze trh ako samotny funguje
lepSie bez riadenia. Takto sa lepSie spaméatava v situaciach, ked niektory z agentov

prepadne krachu.
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3.4. Tedria hranicnej efektivnosti trhu [5]

Daldou obl'ibenou tedriou modernej ekondmie je hypotéza efektivneho trhu
(Efficient Market Hypotesis, dalej len EMH) [5]. Je to v podstate analdg podmienky
bezarbitraZze na financnom trhu. Ak by boli ceny predpovedatelné, ziskovu prilezitost’ by
racionalni obchodnici rychlo zlikvidovali. Trhova cena sa teda bude spravat’ nahodne. Avsak
zabuda sa na to, ze na vyuzitie arbitraznej prilezitosti potrebuju Spekulanti znacny kapital a
nie je to prilezitost’ bezrizikova.

Yi-Cheng Zhang predstavuje v [5] tito prileZitost’ ako konkavnu pravdepodobnost. S
hrani¢nou pravdepodobnostou klesajicou v Case je Coraz tazSie profitovat, je potrebny
absolitnom zmysle, na ten je potrebny nekonecny kapital, a ziskovost’ klesa az k nule.

Platnost’ (sila) EMH je urend moZnostou predpovedat dalSi vyvoj ceny z
predchadzajucich dat. Za cenovy vyvoj povazujeme funkciu x(¢), jej zmena je
Ax(t) = x(¢) —x(¢ —1). Uvazujme binarnu postupnost’ cenovej zmeny, pricom narast
(Ax > 0) oznacime +1, pokles —1. Na urcenie moznej predpovedatelnosti budiceho vyvoja

z minulych dat je podstatné poznat’ podmienenu pravdepodobnost’ p(i|+) (p(i|—)) nastatia

udalosti +1 (-1), za podmienky daného vektora i predchadzajucich cien. Ak je rovnako
pravdepodobné, ze nastane pokles aj rast : p(i|+):p(i|—) :% , potom cena je

interpretovana ako nahodny proces a EMH plati. AvSak ak st pravdepodobnosti rozli¢né, trh
nie je efektivny a vznika prilezitost’ zarobit'.

Ked' vyhlasime ceny za nahodnu prechadzku, rad jej odchylok tvori nekorelovany
retazec. Vo fyzike je takyto ret'azec kompletne neusporiadany, a hovorime, ze ,, entropia sa
maximalizuje ". Ak sU pohyby ceny korelované, entropia nedosahuje svoju maximalnu
hodnotu. Uvazujme aktualnu hodnotu entropie pri danej variacii cien a jej maximum.

Rozdiel nazyvame negativna entropia a je mierou predpovedatel'nosti.
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Na vyjadrenie entropie pouzijeme vzorec pre Shannon entropy [11] , upraveny pre

v

podmienent pravdepodobnost’ p(i|j) - nastatie udalosti j za predpokladu, ze
predchadzajlci vyvoj cien bol ;.

H(p) = =2, p()2, p(i;) Oogp(il) (19)

Pre binarne udalosti i, ; je maximalna entropia rovna 1, takze negativna entropia je :
AH =1-H (20)
Pri nulovej negativnej entropii je udalost’ j Uplne nepredpovedatelna.
Ak uvazujememe dozadu iba jednu ¢asovu jednotku, teda i je jednorozmerné, plati
AH = p° , kde ,0:|1—2p| , p je pravdepodobnost , Ze cena bude pokracovat' v

povodnom smere pohybu.

Ziskovost'ou na beznom klasickom trhu sa zaoberaju tedrie portfélia a CAPM (Capital
Asset Pricing Model), ktoré urcuju akym spbsobom zvolit’ portfdlio, aby Ucastnik profitoval.
Ignoruju vsak fakt, Ze nemo6zu zarabat' vSetci, ale niekto musi peniaze na financny trh

n

vniest. Existuju vSak aj takito , hlapi ” agenti na trhu? Rozdelenim ucastnikov na dve
skupiny - podla ich UspesSnosti - dostdvame znamu hru s nulovym stcétom, kedze celkové
mnoZzstvo penazi sa pri vymene zachovava.

Yi-Cheng Zhang v [5] rozdel'uje trh na producentov a Spekulantov. Producenti maju
zisk z aktivit mimo finan¢ného trhu, trh im slizi len ako prostredie potrebné na financné
operécie. Spekulanti sa zaoberaji vyhladavanim neefektivnosti trhu, snaZia sa jemne
nacasovat’ svoje konanie tak, aby mali vyhodu z cenového posunu. Toto rozdelenie vyzera
byt vel'mi nespravodlivé voci vyrobcom, ale ti st ochotnymi platiémi. MoZno to prirovnat’ ku
vztahu poistenca a poisteného. Obe strany su spokojné, hoci priemerny cash-flow je iba
jednym smerom.

Vratme sa teraz k otazke efektivnosti trhu. Ako bolo spomenuté, arbitrazna
prilezitost' nemoze byt zlikvidovana dokonale, bol by k tomu potrebny nekonecny kapital.

Kazdy z investorov vklada iba Cast’ svojho kapitalu, za optimalnu Cast’ poklada autor pI[C,

C je investorovi dostupny kapitdl a o hrani¢cnd neefektivnost' trhu - koeficient

vystupujuci vo vztahu pre mieru neefektivnosti trhu — negativnej entropii  AH = p* . Dalsi
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dodatocne vkladany kapital sice zvysi efektivnost/, ale poskodi investora. Optimalny vklad

s 1 s - ., .
kapitalu je v~ — . Potom kapital C splha mocninové rozdelenie
P

c-L L o0 (21)

y y
Exponent y zavisi na presnom type trhovych interakcii, ale mocninova zavislost' je splnena

pre Siroké spektrum trhov.

3.5. Hamiltonian na financnych trhoch [12]

Rozdelenie pravdepodobnosti cenovych zmien na trhu cennych papierov nie je
gaussovské. Jeho centralna Cast spifia poziadavky Lévyho rozdelenia a konce vykazujl iné
mocninové rozdelenie. Takéto prekrytie dvoch rozdeleni zabezpeci vlastnost’ Skalovania —
moznost’ zvolit’ si interval zaznamendvania dat. Autokorelovanost’ financnych casovych
radov vSak zavisi od velkosti tohto intervalu. Pri dennych datach nie je pozorovand, kym pri
Stvorminudtovych intervaloch sa uz vyskytuje.

Nedavne pozorovania vzajomnej koreladcie medzi trhovymi aktivami dali zaklad
myslienke prirovnat’ vyvoj financnych trhov k neusporiadanym systémom ako napriklad
spinové skla. Podla [12] ¢asové rady cenovych zmien mbézeme zakddovat’ do postupnosti
orientacii spinov - hore a dole.

Uvazujme trh s N aktivami, alebo portfdlio velkosti N . Opét’ sa sustredime len na

znamienko zmeny ceny. Casova postupnost’ zmien je radom orientacii spinov S, =1
i =1,..N . Hamiltonian systému je definovany ako stredny dosah spinovych interakcii v

modeli:

H(S,h)= > J, 5,8, -> LS (22)

<i,j> i

J,; sU interakéné koeficienty, konstantné. /4, zabezpecuje zahrnutie pésobenia vonkajSieho

pola. Na urcenie J, pouziva [13] tedriu premenlivych reakcii, ktora spaja neddvercivost

19



(oCakavany risk) s kovarianciou C, medzi dynamickymi premennymi S,. C, sa zvykne
interpretovat’ ako Casovy priemer empirickych dat za pozorovany cas.
Energetické spektrum portfolia je dané vlastnymi hodnotami hamiltonianu H(S,0).

Hustota pravdepodobnosti energie pre lubovolni mnoZinu dat empiricky vyplyva z

relativnej frekvencie za pozorovany cas :

P(E —AzE < H(S,0)<E +A2E]
p(E) =

AL (23)
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4. Zakladné pojmy z teoretickej mechaniky [14], [15]

Pre jednoduchsie chapanie trhového deja ako dynamického systému sa snazime o
aplikaciu zauzivanych pristupov fyziky. K tomu je vSak potrebné kratke uvedenie do

zakladnych pojmov teoretickej mechaniky. Tomuto ciel'u sa venuje nasledujlca kapitola.

4.1 Zakladné pojmy a Lagrangeove rovnice

Polohu hmotného bodu alebo sustavy hmotnych bodov v n-rozmernom

priestore urcuje polohovy vektor r(x,,...x,) . Jeho okamzita rychlost' v je dana derivaciou

polohy podla ¢asu a zrychlenie a druhou derivaciou suradnic polohy.
_dr

V—E:f’ (24)
2
a:%:f (25)

Nech sa volny hmotny bod (sistava hmotnych bodov) pohybuje v priestore s n
stupfiami vol'nosti (teda ani jedna z jeho suradnic nie je nijak ohrani¢end) pod vplyvom
vonkajsej (aktivnej) sily F = F(r,v,t). Potom spifia Newtonovu pohybov( rovnicu p =F,
kde p =m.v je hybnost telesa, m jeho hmotnost. Ak hmotnost' nezavisi od v, mézeme
pisat’ vztah v tvare m.a = F .

Ak sa hmotny bod nemoze volne pohybovat, ale mu vopred zadané podmienky
ohranicuji pohyb na istu cCiaru alebo plochu (napr. guldocka zavesena na nitke alebo v
kotul'ajuca sa v miske), hovorime o viazanom pohybe. Tento sa deje v tzv. konfiguracnom
priestore M ={r,¢,(r)=0,a =1,..k}. Prislusné podmienky ¢,(r) =0 nazyvame vdzbami
nalozenymi na systém. VonkajSia pOsobiaca sila sa rozklada na aktivhu (tangencidlnu k
vazbovej ploche) a staticki (kolmu na plochu). Pohyb hmotného bodu spésobuje len

aktivna sila, statickd vyvolava opacne orientovanu reakciu vazieb. Pohyb bodu skimame
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najskor pri infinitezimalnom posunuti J;, ktoré vyhovuje vézbam a vychadza nam
obmedzenie grad.¢,.0r, =0. Z Newtonovej rovnice dostdvame (p—F).or =0, kde F je

iba aktivna sila, ked’Ze reakcie vazieb su kolmé na virtudlne posunutia. Tieto rovnice spolu s

vazbovymi obmedzeniami tvoria d’Alembertov - Lagrangeov princip:

(p—-F)or=0 a=1.k (26)
gradg,.or, =0 (27)
¢, (r) =20 (28)

Kazda vazba znizuje pocet stupriov vol'nosti systému o 1. Takze ak mame k vazieb

(a =1,.k), pocet stupfiov volnosti je n—k. Parametrizaciou » =r(q) konfiguratného
priestoru prejdeme k novym, zovSeobecnenym suradniciam ¢,,a =1,...n — k. Tieto uz nie su
obmedzené, pricom bod sa pri pouziti tychto sUradnic  pohybuje len v danom
konfiguranom priestore. Zovéeobecnené stradnice spifiaji druht (27) aj tretiu (28)

podmienku d’Alembertovho-Lagrangeovho principu. Pomocou vztahu &:aa—r.d]a
9

. L o, . . )
zavedieme zovsSeobecnene sily O, = F,.——. Prva podmienka (26) potom prejde na

a

P;—F—Qa =0, ¢o po definovani kinetickej energie T=%mk.r'k2 dédva Lagrangeove
q

pohybové rovnice II.druhu:
d 0T 0T
L - =, (29)
dt dq, 0q,
Ak je aktivna sila F' konzervativna, teda jej I'ubovolny krivkovy integral s pevnymi
hrani¢nymi polohami v priestore nezavisi od cesty, ma potencial a mozno ju vyjadrit

F =—(gradU), kde U je potencidlna energia sustavy, nezavisla od zovSeobecnenych

rychlosti (g—_U =0). Obdobne pre Q, plati O, = —Z—U.

a
a a

Zavedenim Lagrangeovej funkcie (lagranzianu) L(gq,q)ako rozdielu kinetickej a

potencidlnej energie L(q,q) =T(q,q) —U(q) pohybové rovnice nadobudnu tvar
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d OL oL
&L oy (30)
dt 0q,” 0q,

Lagrangeove rovnice II.druhu (nazyvané aj Lagrangeove-Eulerove), pouzivané

najma v tomto tvare, tvoria systém n -k obycajnych diferencidlnych rovnic druhého radu,

z ktorych mozme urcit' n —k zovSeobecnenych suradnic ¢, (¢) ako funkcie Casu. Pretoze sa

neviazu na osobitny suradnicovl sUstavu (napr. karteziansku) st velmi vyhodné pri Studiu
vSeobecnych zakonov fyziky. Hoci neobsahuju reakcie véazieb, v plnej miere bert do Uvahy
vplyv vazieb na pohyb mechanickej sustavy.

Bez ujmy na platnosti rovnic mdézeme uvazovat aj zovSeobecneny potencial

U(q,q,t), potom lagranzian je tiez funkciou casu.

4.2 Hamiltonove rovnice

Na opis vSeobecnych mechanickych dejov sa namiesto zovSeobecnenych rychlosti
CastejSie pouzivaju zovSeobecnené hybnosti sustavy. Zaviedol ich Hamilton ako nové

oL

premenné p, = % (31)

pricom ¢, (2), p,(¢t) su kanonické (kanonicky zdruzené) premenné. Z Lagrangeovych rovnic

: . oL e . . . :
plynie vztah p, =a—. Pomocou vypoctu uplného diferencialu funkcie L(g,q,t) sa

a

dostavame k Hamiltonovej funkcii H(q, p,t)

. _. . oL
dip,.q,—~L)=q,dp, — p,dq, —E.dt (32)

H :pj'q]' _L(qj)q.j)t)

Porovnanim so vSeobecnym vyjadrenim diferencialu H mame Hamiltonove kanonické

rovnice
. _ 0H
q; apj )
. _ OH
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ktoré su ekvivalentné s Lagrangeovymi rovnicami II.druhu. Su vSak iba prvého radu a je ich

dvojnasobny pocet.

4.3 Zakony zachovania

RieSenie pohybovych rovnic je vSak narocna uloha a vo fyzike si ju ¢asto ulahcujeme
univerzalnymi zakonitostami mechaniky, zndmymi ako zakony zachovania. Vd'aka nim
mozeme skumat’ dany pohyb bez rieSenia pohybovych rovnic. Existuju totizto funkcie

premennych sUstavy ¢,,q, , ktoré su pri pohybe konstantné. Tieto funkcie nazyvame

integralmi pohybu a zavisia len od pociatocnych podmienok. V mechanike su dolezité
integraly pohybu suvisiace s homogénnost'ou a izotropnostou priestoru a Casu. Veta Emy
Noetherovej udava suvislost’ medzi symetriami fyzikalnych slstav a zakonmi zachovania :

. Ku kaZdej transformdcii sdradnic (ku ktorej existuje inverznd) voci ktorej je
integral ucinku invariantny, existuje integral pohybovych rovnic, a teda zakon zachovania. "

Pojem Ucinku vysvetlime neskor, pre terajSie potreby je postacujuce si pod nim
predstavit’ samotny lagranzian.

V praktickych vypoctoch su zdkony zachovania najlepSie pozorovatelné pri vyskyte

cyklickych suradnic. Ak do lagranzianu nevstupuje niektora zovSeobecnena suradnica q,(7),

nazyvame ju cyklickou. Z prislusnej Lagrangeovej rovnice vyplyva konstantnost’ vyrazu
oL Y , , .
YL teda zovseobecnena hybnost’ p  (¢) sa zachovava.

q,

Napriklad ak je cyklicka niektora kartezianska suradnica, Lagrangeova funkcia je
invariantna vodi posunutiu ststavy pozdi? tejto stradnice a zachovéva sa prisluéna hybnost'.
Pri cyklickosti uhlovej suradnice mame invariantnost’ voci otoCeniu a zachovavanie
momentu hybnosti.

Podobne to plati pre Hamiltonovu funkciu, kde je zachovanie hybnosti zrejmé zo (33).

Cas mozno takisto povazovat’ za stradnicu. Uplnou derivaciou Lagrangeovej funkcie

podla ¢asu pouzitim (30) dostavame
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O G+ O %= g | O (34)
dt 0gq, 9q, ot dt\o0q, ot
R (PO Ly I (35)
dt 0q, ot

. , vz v i L . . .
Ak vo vyjadreni lagranzianu ¢as nevystupuje, potom ?9_t =0, a kedze vyraz v zatvorke je
podla (32) Hamiltonianom, tento ostava konstantny. Upravme definiciu kinetickej energie

na q, G(?lZZT. Nech potencialna energia nie je funkciou rychlosti U =U(g,). Potom

Hamiltonian nam v podstate vyjadruje celkovl energiu uzavretej sustavy, dand sictom
kinetickej a potencialnej energie.
H=2T-L=T+U (36)

Homogénnost’ ¢asu priamo suvisi so zakonom zachovania energie.

4.4 Zakony zachovania pri kalibracnych symetriach [16]

Diskrétne sustavy so suradnicami ¢, (¢) je lepSie pre potreby tedrie modelov s
viacerymi agentmi zovSeobecnit’ na sUstavy so spojite sa meniacimi sUradnicami @(x,?).

Ide tu o pristup cez charakteristiku pol'a. Lagranzian sa transformuje na ,, novy ” lagranzian
0

L(guadt) — z(¢,§—¢,xn] 37)

n

Pozmenia sa aj pohybové rovnice :

d of _ot _ 0 (38)
dx, a(6¢ j 0¢
Ox,
Uvazujme napriklad pohyb elektrénu v elektromagnetickom poli. Jeho lagranzian je
invariantny voéi fazovym transformaciam ¢/(x) — €7 (x), kde ¢(x) je vinova funkcia

vystupujica ako premenna lagranzianu a a konstantna faza. Tejto symetrii zodpoveda

zakon zachovania pradu.
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Vsetky doteraz spominané symetrie sposobovali zachovavanie nejakej veliciny, ktora
sa takto stava nemeratel'nou (napriklad vyssSieuvedena faza a) — moOze byt zvolend
'ubovol'ne a rovnaka v celom priestore a ¢ase — mame globainu invariantnost. Zaujimavym
pripadom su vSak zakony zachovania existujlce aj pri meniacich sa veli¢inach — tzv. /okaine
zakony zachovania.

Objasnime si ich na predchadzajicom priklade elektronu. Predpokladajme, Ze faza je

'ubovol'nou funkciou priestorovych sdradnic a ¢asu a(x) . Ide teda o transformaciu

W(x) - 7 [(x). Symetriu lagranZidnu voci takejto transformécii nazyvame kalibraénou,

a je pricinou lokalneho zakona zachovania.
Vo fyzike sa lokalne kalibracné tedrie a prislichajice zdkony zachovania ukazuju
esSte dolezitejSimi ako globalne. Ponukaju podstatne SirSiu informaciu o skimanom deji a

jeho podstate. Touto problematikou sa z hl'adiska ekonofyziky zaobera Kholodnyi.

4.5 Princip najmensieho ucinku

Uvazujeme pohyb mechanickej sustavy pocas uritého konecného casového

intervalu <t1,t2> . Vyberieme si reprezentujlci bod sustavy, ktory sa bude pohybovat’ v

konfiguranom priestore po istej trajektorii. Hamiltonov princip (najmensieho Gcinku)

hovori, ze bod sa bude pohybovat’ tak, aby extremalizoval integral
S(q) = [ Llg.g.t)t (39)

Funkciondl S nazyvame Ucinok alebo akcia. Cize sdradnice sustavy budi
zodpovedat’ pohybu po krivke s minimalnym G¢inkom. Pomocou metdd variacného poctu
mozno z Hamiltonovho principu odvodit’ Lagrangeove rovnice, teda rieSenim extremalizacie

(39) naozaj dostavame skutocny pohybovy stav sustavy.
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5. Aplikacia teoretickej mechaniky na trh

Hamiltonovsky formalizmus, zavedenie Lagrangeovych rovnic a vyskyt symetrii
fyzikom nesmierne ulahCuje vypolty mnohych typov zlozitych, ale i jednoduchSich
mechanickych pohybov. Vzhladom k tomu, Ze uz bola nadrtnutd predstava trhu ako
urcitého dynamického problému, pokisime sa v nasledovnej kapitole o jeho presnu
formulaciu ako pohybu v priestore. Potom bude mozné rieSenie pomocou principov

mechaniky.

5.1 Makroekonomia. Ramseyov problém a jeho prirovnanie k fyzikalnemu

problému pohybu hmotného bodu

Skusme sa teraz venovat’ zakladnym znamym makroekonomickym problémom. Vo

.....

premenné ako napr. kapital &, spotreba ¢, dochodok y, Urok b . KedZe pracuje v trhovom
prostredi, vystupuju tu aj podmienky zadané trhom - miera Uspor s, amortizacia kapitalu
O, miera rastu populdcie n, dafiové zataZenie g.... Niekedy je v ekondmii diskutabilné,
ktoré veliciny povazovat’ za premenné a ktoré za konstanty urcené pre model zvonka. Na
tieto veli¢iny byvaju uvalené rozlicné ohranienia, takZze premenné nie su volné.
NajCastejSie sa jedna o ohranicenie spotreby.
RieSime problém maximaliacie celkového UZitku zo spotreby, odiroceného k

jednému casovému okamihu :

maxje_b'tu(c)dt (40)
za podmienky

c=flk)-(n+o-g)k+k (41)

Pomocou Lagrangeovej metddy hl'adania viazaného extrému prejdeme k :
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max.[e_b" (u(c) + A.(c ~fk)+(n+o+g)k - k))dt (42)

A sU Lagrangeove multiplikdtory. Integrovany vyraz sa v ekondmii a teodrii optimalneho
riadenia nazyva lagranzianom alebo hamiltonianom.

Kladieme si otdzku, ¢i neexistuje nejaka podobnost’ s fyzikalnym chdpanim tohoto
pojmu. V oboch pripadoch totizto ide o extremalizaciu funkcionalu — intergralu, pricom s na
systém uvalené vazby.

Takto zvoleny ekonomicky model akoby sa pohyboval v stiradnicovom priestore, kde
podmienky urcuji obmedzenia (vazby) a vytyCuju konfiguracny priestor. Podobne ako vo
fyzike, do konec¢ného lagranzianu vstupuji zovSeobecnené suradnice, ktoré zohladruju
pohybové obmedzenia. Pri jeho ekonomickej iterpretacii si priamo sucastou lagranzianu
vazbové rovnice v zakladnom tvare. Prirovnanie extremalizacie celkového Uzitku k principu

minimalneho ucinku nie je prekvapivé a priamo sa nabada.

L~e? (u(c)+/1.(c—f(k)+(n+5+ g).k-/é))
@ =0~c—flk)+(n+d+g)k-k=0

VSeobecna tedria optimalneho riadenia metddami variacného poctu prichadza pri

v . . , - F F
rieSeni problému maxJ.F(x,x,t)dt k Eulerovym rovniciam i(a—_) _oF =0.
t Ox Ox
Za suradnice systému budeme povazovat' kapitdl, spotrebu a lagrangeove multiplikatory.
Prislichajlice pohybové rovnice su :

d OL_  OL

E(ﬁ)_azo AMf'(k)-(n+3+g+b))+Ai=0 (43)
d L. oL _ (o

E(E) E_O u(c) A=0 (44)
d 0L 0L _ B _ =

G570 e flk)+(n+d-g)k-k=0 (45)

Zderivovanim a dosadenim (44) do (43) dostavame sustavu diferencialnych rovnic pre ¢ a
k.
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é=- u((z)) (7'(k)=(n+J+g+b)) (46)

k=c-flk)+(n+d-g)k (47)

Je zjavné, Ze skimat’ takyto systém rovnic nie je jednoduché, najmd pri snahe o

zachovanie vSeobecnosti produkénej a Uzitkovej funkcie. Nie je to ani dostato¢ne nazorné.
Makroekondmia tu prechadza ku uréeniu rovnovahy v ktorej je ¢ =k =0, a dopracovava
sa ku tzv. Zlatému pravidlu kapitalu f'(k)=n+5+g+b. Po analyze stability vSak vyjde

najavo, ze tento stav je nestabilny. Takze velmi mald zmena vonkajSich podmienok

zapricini Uplné vybocenie z rovnovahy a takyto vysledok nema praktick( hodnotu.

Ideou zjednodusenia tejto Ulohy je ndjst’ taku sdradnicovd sustavu, kde by vo
vyjadreni lagranZianu bola vidite/na cyklickost’ niektorej suradnice. Potom by existoval
zodpovedajuci zékon zachovania. Takto by sme ziskali veli¢iny, ktoré sa v
makroekonomickom systéme nemenia, ¢o by bolo nesmiernym prinosom a novym nahladom
na tedriu. AvSak najst td spravnu transformaciu suradnic nie je vobec jednoducha
zalezitost'. Byva to problémom aj vo fyzike, kde je priestor nazorny a l'ahko predstavitelny.
O to zlozZitejSie je to pri ekonomickom , spotrebno-kapitdlovom " priestore. Nevieme

dokonca ani intuitivne naznacit’ moznu transformaciu takychto suradnic.

5.2 VSeobecna tedria rovnovahy

Prenesme sa teraz zo vSeobecnych makroekonomickych Uvah na trh statkov.

Uvazujeme trh, na ktorom sa nachadza » tovarov, ich mnozstva oznacime x = (x,,...x,).
Mame tu uréend nejak( GZitkovd funkciu U (x,,..x,), spifiajicu obvykle kladené

poziadavky (konkavnost, klesajuce vynosy...). Spotrebitel sa sprava raciondlne, Cize
maximalizuje svoje potreby ohodnotené Uzitkovou funkciou s ohl'adom na svoje rozpoctové

ohrani¢enie M = p.x = const ., kde M je mnozstvo pefazi a p vektor cien

max jU(x)—/i (M - p Ox)idx (48)

29



Ekvilibrium sa nadobuda v rieseni :
oU

p; =4 P (49)

K tymto cenam realny trh dospeje prispdsobovacim procesom — postupnym
vyrovnavanim ponuky a dopytu. Hovorime o jave ,, neviditelnej ruky ” na trhu, zavedenom

uz klasikmi. Hospodarstvo podla nich cieli k stavu vSeobecnej rovnovahy.

5.3 Sporna definicia uzitocnosti

Nejednoznacnost’ definicie Uzitkovej funkcie nie je zanedbatelnym faktom. Zname su
iba poziadavky kladené na funkciu ako rastlcost’ a konkavnost, spOsobujucu pokles
hrani¢ného Uzitku. Mohli by sme uvazovat’ triedu funkciii s poZadovanymi vlastnostami, ale
tato je dobre definovana iba lokalne, nie globalne, lebo nie je invariantna voci nelinearnym
transformaciam sudradnic (mnoZzstiev tovarov x). Taktiez treba vziat' do uvahy fakt, zZe
uspokojenie l'udskych potrieb je komplexnejSia zaleZitost, ako je definovana v
predpokladoch Uzitkovej funkcie. Mirowski kritizuje existenciu UZitku ako funkcie
premennych ponuky a dopytu [17].

V (48) sa snazime o maximalizaciu zovSeobecnenej Uzitkovej funkcie, v ktorej je uz
zahrnuté aj obmedzenie. AvSak tymto sp6sobom nie je jednoznacne zadana, pretoze
celkovy Uzitok bude dany integralom zavislym od cesty. Podla McCauleyho [18] v teorii
vSeobecnej rovnovahy mame vnutornd nekonzistenciu: ak je dany cenovy vektor ako

funkcia ponuky a dopytu p(x), v (48) nam itegral

A = j p.dx (50)

vo vSeobecnosti zavisi od integracnej cesty. Teda uzitocnost’ so zahrnutymi ohrani¢eniami
nie je funkciou, ale funkciondlom. Podmienkou nezavislosti tohto integralu na ceste je z
matematickej analyzy [19] existencia takej funkcie F, aby vyraz p.dx bol jej Uplnym

. . , . I3 . Ay y
diferencialom. Teda musi platit  p,dx, :g_dx” funkciu F mozeme povazovat' za
X .

1

uzitkovu U = F .
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Vzt'ah p=UU (51)
je podmienkou globalnej existencie Uzitkovej funkcie. V opacnom pripade integral (50)
zavisi od cesty a mdzeme uvazovat iba o lokdlnom analégu Uzitkovej funkcie.

Nekorektnost’ definicie Uzitkovej funkcie v pripade zavislosti integralu (50) na ceste
je ekonémami v praxi bezne zanedbavana, dokonca ju ani len teoreticky neakceptuju.
Takyto pristup mbéze mat’ za nasledok zavadzanie vysledkov a zidealizovanie trhu na

nespravnom mieste.

5.4 Trh ako priestor komodit

Skusme fyzikalne aplikovat’ podla [18] tu predlozeny model. MnoZstva tovarov
x = (x,,..x, ) povazujme za priestorové suradnice, ceny p = (p,,...p,) Za prisiichajtice
kanonické hybnosti. Mame teda 2n - rozmerny fazovy priestor (x, p).
Podmienka p = O U , kde U je skalarnou funkciou komodit x, obmedzuje vol'nost’ pohybu
systému na n - rozmerny cylinder alebo anuloid.

Vzt'ah (51) je vlastne formalnou neekonomickou interpretaciou Walrasovho zakona

M = p.x, respektive podmienkou korektného pouZitia vSeobecnej tedrie rovnovahy. Vo
fazovom priestore (x, p) mame rovnicou p =— dané trajektorie hyperbolického tvaru.
X

Pri takomto systéme nemozno predpokladat’ rovnovaznu polohu.
Ak je systém neintegrovatelny, Co je typicky pripad, zakony zachovania platia len
lokdlne. Avsak ako vo vsetkych problémoch v dynamike, vyznamné su efekty a popis

lokalneho diania, nie globalneho.
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5.5 Hamiltonovsky pristup

Uvazujme podla [18] vSeobecnu situdaciu, kde nevstupuje Walrasova podmienka, ale
zohl'adnujeme zmenu mnozstva tovarov opisani produkénou funkciou. Tento pripad nam
poskytne riesenie dynamiky systému aj pre vSeobecnu funkciu, kde nezavislost' (50) nie je
splnend. Uc¢inkom bude nie priamo UZitkovd funkcia, ale jej oddiskontovana miera.

Extremalizujeme vyraz
A= .[e u x v, t (53)
kde v je mnozina kontrolnych premennych (alebo , nastrojov ” na trhu, pomocou ktorych

mozeme ovplyvnit’ zitok). Mame urcend i vazbu systému, tou je produkénd funkcia, ktord

sme doteraz neuvazovali :

X = s(x,v,t) (54)
Teda rieSime :
max, J.e'bt (o, v,1) + A(s(x, v,0) = %)t (55)
Ide o princip extremalneho Gcinku, a prislichajlci lagranzian sustavy je dany :
L=e"(u(x,v,)+ Als(x,v,2) - %)) (56)
Kedze ceny p sme definovali ako kanonické hybnosti, podla (31) nam pre ne plati:
oL . i L .
P, = a_qa =/, , takze su vlastne lagrangeovymi multiplikatormi.

Kedze extremalizacia prebieha cez kontrolné premenné v , méZzeme zanedbat’ vyrazy, kde

nevystupuju a rieSenie sa zredukuje na:
H(x, p,t) =max, (u(x, v,t) + p.s(x,v,t)) (57)
Maximum sa nadobuda pri splneni podmienok :

Ou 0s,
Zk = 58
av * Dy o, (58)

Tie vedu k vyjadreniu v ako funkcie v = f(x,p,t).

Skuto¢ny hamiltonian podla (32) je vyjadreny :
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Zmeny cien a mnozstiev tovarov su takto uréené rovnicami (33) :

oh
o 60
Pi= o >
X, = g_h =s,(x, £ (x, p,0).1) D

i
kde w(x,v,t):e‘b’u(x,v,t) je odurocCena miera uzitku a sucasne lagranzian L. p=e™'p .

Vzt'ahy (60), (61) opisuju dynamiku trhu.

5.6 Intuitivne potvrdenie priradenia velicin

Skisme uvazovat nad moznostou vyskytu zakona zachovania v takychto
suradniciach. Predpokladajme, Ze do L(x,p,t) v (56) (respektive do h(x,p,t) v (59))
nevstupuje suradnica x,. V praxi to znamend, Ze uzitok z tovaru a nezavisi od jeho
mnozstva. Spotrebitelovi je I'ahostajné, kol'ko tovaru bude vlastnit. Mala by sa zachovavat’
prislusna hybnost, v naSom pripade cena a-teho tovaru p,. Tento uzdver je skutocne
platny aj v praxi. Hoci intuitivne je blizSia skor predstava nulovej ceny takéhoto tovaru, nie
je po hlbSom zvazeni pravdiva. Budeme predpokladat, Ze trh neprejde postupnym
prispdsobovanim, ale priamo sa ocitneme v situacii, ze cena p, je na urcitej Urovni p.
Neexistuju tu ziadne tlaky ani dovody posunu ceny, kedZe tovar je obchodnikom
I'ahostajny. NesnaZzia sa ho ani zbavit' (Co by spdsobovalo znizovanie ceny k nule), pretoze
im je jedno ¢i ho vlastnia alebo nie. Cena ostava zachovana.

Tato v praxi overena skusenost’ teda potvrdzuje, ze priradenie velic¢in bolo korektné.
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5.7 Kapital na trhu a jeho pohyb

Na zaciatku kapitoly sme sa zamyslali nad dynamikou makroekonomického trhu z
hladiska kapitalu a spotreby. NeskorSie prirovnanie statkov k polohe a uvazovany
hamiltonovsky pristup nam poskytli nové rovnice (60), (61) pre opis trhu.

Tieto dva vysledky mdzeme spojit, a to pokladanim kapitalu za jeden z tovarov, v
tomto pripade ide o jediny tovar. Spotrebu povazujme za linedarnu funkciu dbéchodku
¢=(1-s)y=(1-s)f(k) . Spotrebné obmedzenie ¢ = f(k)-(n+Jd-g)k+k prepiseme
do tvaru

k=s.f(k)-(n+d-g)k (62)
o je ekvivalentné forme (54) .

Extremalizacna funkcia maxJ-e"”u(c)dt je totozna s (53). Ide tu teda len o

jednorozmerny pripad vysSie uvedeného problému. Pod cenou sa kapitalu v praxi Casto

chape trhovy urok.

5.8 Pohyb v silovom poli

Na zaklade ¢lanku 3.2 prirovnajme dianie na trhu k pohybu uz nie v elektrickom, ale
'ubovolnom silovom poli. Podobne ako vysSie, x je poloha hmotného bodu ekvivalentna
portfoliu aktiv; p hybnost, Cize cena aktiva. Silové pole si predstavujeme ako uz
spominany model zvazku vlakien, kde je sila v kazdom jeho priestorobode urcena

dotyCnicou k vldknu. Sila F =p  (podla Newton. zdkona) zastupuje hranicné vynosy

e(p)-
Energiu mozeme chapat’ ako potencidlnu energiu silového pola U a je definovana v
kazdom bode pola. Akakolvek zmena polohy hmotného bodu je sprevadzana zmenou

energie, ktora je urcena integralom zo sily po trajektorii.
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AU:IEh:Imh (63)

Ak je silové pole konzervativne, integral (63) nezavisi na ceste. V tomto pripade je sila

urcena gradientom potencialnej energie.

p=F=0U (64)

5.9 Existencia arbitraze

V kapitole 3.2 sme sa zaoberali financnym trhom, kde priestorové stradnice bolo

mozné prirovnat’ k mnozstvu aktiv. Kazdé aktivum malo uréend cenu p . Pre idedlne

fungovanie trhu bola zadana bezarbitraZzna podmienka (10) ktora hovori o nezavislosti
krivkového integralu od cesty. Cestou sa rozumie zmena portfolia drzanych aktiv, Cize pohyb
v priestore aktiv. Ako blizSie Specifikovat’ krivkovy integral? Je v podstate vynosom pri danom

pohybe aktiv. Vzorec (7) pre 2 aktiva sa da zovSeobecnit’ na

R(c) = [&(p) Oix (65)

C
kde £(p) je hraniny vynos z aktiva. Podla [2] plati
E(p)=p (66)
Celkova snaha trhu je maximalizovat’ zisk.

Takze podmienkou bezarbitraze na financnom trhu je nezavislost’ (65) na ceste. Tato

istd podmienka nam vystupila v (63) ako poziadavka konzervativnosti silového pola.

V kapitole 5.2 sme rozoberali trh statkov, pricom mnoZzstva statkov boli ekvivalentmi

priestorovych suradnic . Tento trh sa snazi taktiez o maximalizaciu, a to funkcie Uzitku. Prisli

sme k problému so samotnou definiciou uZzitocnosti, lebo integral A4, =I pdx je vo
C

vSeobecnosti zavisly na ceste (Cast 5.3). V idedlnom pripade, doteraz uvazovanom
ekondmami, sme tuto zavislost' zanedbavali. Medzi krivkovymi integralmi (63), resp. (65), a

(50) je vSak znacna podobnost’. Takisto podmienky (51) a (64) su takmer totozné.
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Rozdiel je jednoduchy : na trhu statkov uvazujeme ceny p , kym na finan¢nom trhu
p . Tato odliSnost’ by mohla byt spdsobena r6znym chapanim a objektom maximalizacie na

oboch trhoch.

Pri statkoch ide v podstate o ich vymenu a obchodovanie s nimi pomocou penazi. Bolo
stanovené rozpoctové obmedzenie a teda ,, zaraba ” sa na vyhodnej vymene, pripadne podla
hamiltonovského pristupu (Cldanok 5.5) na ich zhodnocovani vyjadrenom produkénou
funkciou. Maximalizujeme celkovy uzitok, pre jeho korektnu definiciu vSak nesmie byt zavisly
na ceste, Cize na spotrebnom kosi tovarov pocas obchodovania. Je urCeny iba pociatocnym a
kone¢nym stavom zloZenia a mnoZzstva vlastnenych tovarov.

Finan¢né aktivity pracuju skér na vyuzivani pohybov cien, presnejSie jej zmien p .
Zisk, extremalizovanu veli¢inu v tomto pripade, takisto obmedzujeme nezavislostou vyberu
portfolia pocas trvania transakcii. Bezarbitrazna podmienka sa v oboch pripadoch teda

adekvatne opiera bud' o p alebo p .

Doterajsi pristup ekonémov na trhu statkov a ich Gvahy nezohl'adfujlce problémy s
korektnou definicoiu Uzitku by mohli byt teoreticky idealizaciou trhu statkov na takzvany

4

» bezarbitrazny ”. Praktické skusenosti na financénych trhoch vSak potvrdzuju kratkodobé
prilezitosti k neadekvatnemu zisku. Takze podobne by bolo treba uvazovat’ aj pri tovaroch a

vniest’ svetlo do este stale nejasnych zakonitosti fungovania trhového mechanizmu.
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Zaver

Trh ako zlozZity systém je bez zjednodusSenia iba tazko priamo pochopitelny. Velkou
pomocou je prirovnanie k uz existujucim a preskimanym systémom, ktoré funguju na
podobnych, ak nie rovnakych principoch. Praca podala viaceré porovnania so znamymi
modelmi fyziky. Ich uZ overeny vypoctovy aparat moze poskytndt rieSenie mnohych
ekonomickych problémov. Su to jednak starSie Statistické pristupy, ale sUstredila sa najma
na prehibenie novsich hamiltonovskych metdd.

Prirovnanie trhovych Ucastnikov k systému vzajomne interagujlcich bodov prinieslo
blizSi pohlad na aktivity a posobenie jednotlivych obchodnikov na celkovy trh. Zaroven
nacrtlo aj sposob citlivého vyberu kontroly trhu, a moznost’ preverenia jeho Gcinkov vopred
simulaciami.

Pri Uvahach s velkym poctom agentov ¢i aktiv sa vyuZiva Statisticky pristup. Tu je
trh chapany ako neusporiadany systém. Fyzikdlna Statistika prinasa iny pohlad na
postupnost’ cenovych zmien. Novy je najmé v konecnom zavedeni pojmu entropie, ktora
charakterizuje chaoticky systém a je ekvivalentom jeho vnatornej energie.

Vel'mi cennym sa ukazala aplikacia pohybu na trhu ako pohybu nabitych castic v
elektromagnetickom poli. Castice predstavuji mnozstvéa obchodovanych pefiazi, tzv. cash
alebo debts. Silové pole je charakterizované tenzorom hrani¢nych vynosov. Takyto pristup

najlepSie zahfiia dynamiku trhu.

Vlastnym prinosom prace je snaha o korektné priradenie fyzikalnych velicin
ekonomickym :
vektor polohy = mnozstva tovarov, portfélio aktiv

vektor hybnosti = vektor cien
Pohyb je viazany ohrani¢eniami, napriklad spotrebnym alebo produkénym. Takto m6zeme

stanovit’ adekvatny lagranzian a uvazovat’ zakladnu snahu trhu o maximalizaciu Gzitku alebo

zisku, ¢o je ekvivalentom extremalizacie Ucinku v mechanike.
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Potom mozno stotoznit’:

V.

ucinok = uzitok, zisk

V dalSej praci by sa dalo s velmi dobrymi vyhliadkami pokracovat v studiu
stanoveného lagranzianu smerom k vyneseniu zakonov zachovania.

Pri podrobnejSom pohlade a uvazeni uz spominaného dolezitého prirovnania k
elektromagnetickému pol'u sme zistili, ze dianie na trhu sa uskutoChuje v prostredi, ktoré
mozno modelovat’ ako silové pole. Posobiace sily maju charakter potencidlovych a su v
kazdej polohe uréené hraniénym vynosom alebo hrani¢nym GZitkom. UZitok alebo vynos je

ekvivalentom zmeny potencialnej energie.

sila (resp. intenzita silového pola) = hrani¢ny vynos

energia = Uzitok, zisk

V skimani sme sa dostali aj k pévodne neplanovanej analyze arbitraze na trhu. Prisli
sme k zaveru, Ze nezavislost’ krivkového integralu zo sily alebo ceny — definuje zisk, uZitok
— od integracnej cesty — Cize sp6sobu obchodovania — je nutnou podmienkou niektorych
stavov trhu. Bezné chapanie Uzitkovej funkcie je korektné a adekvatne iba pri platnosti tejto
podmienky. Takisto na bezarbitrdznom trhu sa vyZaduje jej striktné splnenie. Tieto

Specialne pripady su analdgom pohybu v silovom poli, ktoré je konzervativne.

Celkove praca prinasa pokus o nové smerovanie stcasnych myslienok ekonofyziky.
Priradenie veli¢in sice nie je exaktne dokadzané a odvodené, to by vyzadovalo podstatne
hlbsie Studium problematiky, ktorej zaber je velmi Siroky. Intuitivne predstavy a doterajsSie
Uspesné aplikacie naznacuju, Ze SirSi priemet fyzikalneho myslenia do ekonomickych
problémov moze sformulovat’ viaceré zaujimavé smery skimania, ktoré povedu ku

konkrétnym vysledkom a uzaverom.
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