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0 Uvod

V realnom svete, v ktorom nie je budiicnost znama, zavisi fudské spravanie do velkej
miery od ocakavani. Neurcitost redlneho sveta mézeme v modeloch vyjadrit ndhod-
nymi premennymi. Matematickym nastrojom, vyjadrujicim prave spravanie sa Tudi
v neurcitej ekonomike, st racionalne ocakavania.

Racionalne ocakavania sa v stcasnosti vyuzivaji napriklad v ekonomickych mo-
deloch, ktoré sa snazia vysvetlit fluktuacie v produkcii ekonomik (RBC! modely).
Poznédme niekolko moznych pristupov k rieSeniu modelov s ocakévaniami tohto typu.

Cielom tejto diplomovej préace je popisanie matematického aparatu, ktory sa
na riesenie systémov s racionalnymi ocakavaniami vyuziva. Jednotlivé pristupy k
rieSeniu su v praci aplikované na ekonomicky model popisujuci redlny hospodarsky
cyklus - RBC model. Teoreticky ho popisujeme v kapitole 2. Vstupné koeficienty
modelu vychadzaju zo slovenskych dat. Kapitola 1 je venovana tedrii racionalnych
ocakévani. Na jednoduchom diferenénom systéme tu vysvetlujeme zékladné pojmy
a operacie vyuzivané v tejto tedrii.

V préci presnejsie popisujeme tri sposoby rieSenia systému s racionalnymi ocaka-
vaniami. Prvym pristupom je metéda odvodend v préaci Blancharda a Kahna [6].
Tato metdda, popisand v kapitole 4, prehladne riesi viacrozmerny systém bez pres-
ného zadania exogénnej premennej. Pre tiito metédu uvadzame aj vety o existencii
rieSenia a ich dokazy. V kapitole podrobne popisujeme ukazkové riesenie zakladného
RBC modelu. Jeho riesenie pozostava z hladania Eulerovych rovnic, ich loglineari-
zacie a nasledného vypoctu optimalneho riadenia.

Druhym pristupom k rieseniu je metéda neurcitych koeficientov. Podrobne ju
popisujeme v kapitole 5. RieSenie je odvodené pre rovnaky diferen¢ny systém ako pri
metéde Blancharda a Kahna. Sekcia s rieSenim RBC modelu obsahuje len aplikaciu
samotnej metddy na zjednoduseny model, ktory bol upraveny v kapitole 4.

V kapitole 6 priblizujeme treti pristup, ktorym je dynamické programovanie.
Tento postup pracuje s maximalizaciou uzitkovej funkcie za podmienky vyjadrenej
stavovou rovnicou. Popisujeme tedriu, ktord umozinuje numerické riesenie zadaného
modelu. RBC model rieSime numericky na pocitaci.

V kazdej z kapitol opisujicich metédy uvadzame riesenie v rovnakom tvare, ¢o
umoznuje neskorsie porovnanie metdd. V poslednej kapitole 7 porovnavame riesenia
RBC modelu, ktoré boli vypocitané popisanymi postupmi.

'Real Business Cycle



1 Diferenc¢né systémy s racionalnymi ocakavaniami

Pojmom diferen¢ny systém s racionalnymi ocakavaniami oznacujeme diskrétny dy-
namicky systém, ktory obsahuje operator racionalneho ocakavania. Na jednodu-
chom priklade priblizime jednotlivé pojmy a vlastnosti, ktoré sprevadzaju pojem
racionalne ocakavania.

Definujme diferen¢ény systém popisany v [5]:

e = aBE[pi1| ] + ey (1.1)

Mnozina €2; oznacuje tzv. informa¢ni mnozinu v ¢ase t. €); obsahuje bezné a minulé
hodnoty vSetkych premennych vystupujicich v modeli. Pre Vt plati 2, ; C €2,. Tato
vlastnost vyjadruje to, Ze nedochadza k strate informécie v ¢ase. Vsetky premenné,
ktoré pozname v ¢ase t — 1, pozndme aj v Case t. Oznacenie E[p,,1|%] vyjadruje
ocakavanie p;,1 vytvorené vzhladom na informa¢ni mnozinu ;. V préaci vyuzivame
skratené oznacenia operatora:

E[Pt+1|9t] =¢ Pr+1 = Bt Prya.

Aby sme mohli najst vyvoj rieSenia p, musime definovat, ako agenti Zijtci v systéme
formuja svoje racionalne océakavania. Preto definujeme dalSie potrebné predpoklady.

Prvym predpokladom je, Ze agenti poznaji cely model. Na svete vsSak zvicsa
tento pripad perfektnej infomacie o systéme nenastava. Druhym predpokladom je,
7e vsetci agenti v systéme maju rovnaku informéciu v ¢ase t. Ani tento predpoklad
v skuto¢nom svete neplati.

Na riesenie systémov s racionalnymi ocakavaniami pozname rézne postupy. Jed-
noduchym postupom je opakovana substitiicia. VSetky metddy st zalozené na zdkone
iterovanych ocakavani. Zakon hovori: Nech (2 je informa¢na mnozina a nech w je jej
podmnozinou. Potom pre akikolvek premennt z plati

E[E[z|Q]|w] = Elz|w)].

Ak aplikujeme tento zakon na informac¢nti mnozinu €); uvazovanu v ¢ase ¢, dostavame
vztah:

E[E[|]|2] = E[|2)

Spomenuli sme, Ze jednym z moznych postupov riesenia je opakovana substiticia.
Tento spdsob riesenia sa vyuziva len v jednoduchych modeloch (skor jednorozmer-
nych) a preto ho popisujeme len strucne. Postup riesenia dobre charakterizuje pracu
s raciondlnymi ocakdvaniami. Nasledujuci postup riesi systém (1.1).

Prepisme systém (1.1) do ¢asu ¢ + 1 vzhladom na informa¢ni mnozinu 2; na
obidvoch stranach rovnice:

E[pi+1]Q] = aB[E[pii2]Qe1]|Q] + cElry41]€).
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VyuZitim zédkona iterovanych oc¢akavani dostavame vztah:
E[pe+1|] = aE[pe12|] 4 cE[ze1[€2].
Substituovanim tohto vztahu do systému (1.1) ziskame:
pr = @*Elprs2| Q] + acElze i |Q] + ca.

Opakovanym rekurzivnym substituovanim do ¢asu T ziskavame riesenie:
T
_ 4 T+1
pe=cY_ a'Elzy| ] + a T E[prria Q).
i=0

Nech T' — oo. Vidime, Ze pri tejto podmienke o¢akavanie premennej x nesmie rast
viac ako exponecialne. Podmienkou na konvergenciu sumy s premennou z je, Ze jej
ocakavanie nebude rast mierou vicsou ako % — 1. Potom ak,

Jim a" T E[piria ) =0,

tak fundamentélne rieSenie systému (1.1) je v tvare:

oo
Py =cC Z a'Elzy;]].
i=0
V modeloch s raciondlnymi ocakavaniami rozliSujeme premenné na stavové a ria-
diace (resp. na predeterminované a nepredeterminované). Rozdiel v tychto premen-
nych je velky. Stavova (predeterminovand) premenna z,.; je funkcia len premennych
znamych v case t, t. j. premennych z informac¢nej mnoziny €2;. Pre tato premennu
plati:
Ti41 =t Te41-

Riadiaca (nepredeterminovana) premennd p;.; je funkciou premennych z informac-
nej mnoziny €2;,1. Rovnost py,1 = p;1 plati len za predpokladu, Ze realizacie vSet-
kych premennych v €;,1 st rovnaké s o¢akdvaniami podmienenymi vzhladom na €;.

Model, popisany v tejto kapitole, napoméha pochopit princip vyuzitia racionél-
nych ocakavani a ich vlastnosti. V dalsich kapitoldch prace spomenieme zlozitejsie
modely vyuzivajice racionalne ocakavania.

1.1 Historia racionalnych ocakavani

V polovici 70. rokov vela krajin zaznamenalo tzv. stagflaciu. Tento pojem popisuje
stucasni existenciu vysokej inflacie a velkej nezamestnanosti. Vtedajsi makroeko-
nomdvia tento jav nepredpovedali. Po niekolkych rokoch vyskumu bolo odvodené
presvedcivé vysvetlenie stagflacie. Bolo zaloZené na nepriaznivych Sokoch na strane
cien a vystupu.



Hypotézu racionalnych ocakévani zaviedol v roku 1961 John F. Muth?. Mal4
skupina ekonémov, tvorena R. Lucasom, T. Sargentom a R. Barrom, viedla boj
proti hlavnému priadu makroekonémov. Lucasov a Sargentov hlavny argument bol
postaveny na tom, ze Keynesianski ekonémovia ignoruju efekt ocakavani na sprava-
nie v ekonomike. Argumentovali, Ze spravnou cestou je predpoklad, Ze Iudia tvoria
svoje ocakavania najracionalnejsie ako vedia a to na zaklade informacii, ktort maja
k dispozicii. Blanchard [2] uvédza, Ze po uvedeni racionélnych ocakavani:

e keynesidnske modely by nemali byt vyuzivané na urcovanie riadenia.
e keynesianske modely nemozu vysvetlit dlhotrvajice odchylky vystupu od pri-
rodzenej hladiny.

e tedria riadenia by mala byt zmenena (mozné vyuzitie tedrie hier).

Myslienka, Ze racionalne o¢akavania st spravnym predpokladom, zacala byt Siroko
akceptované. Nie je to preto, ze by makroekonémovia verili, Ze by ludia, firmy a
ucastnici finanéného trhu vzdy tvorili svoje ocakavania racionalne. Racionalne oca-
kavania sa skor stavaju prirodzenym orientacnym bodom, kym makroekonémovia
neurobia dalsi pokrok v pochopeni, ako sa skutocné ocakavania lisia od racionélnych.

2MUTH, J. F.: Rational Expectations and the Theory of Price Movements. Econometrica 29,
p. 315-335.



2 Zakladny RBC model

Zakladny RBC model sluzi v nasej praci k prezentacii praktického vypoctu dife-
rencnych systémov s racionalnymi ocakavaniami pomocou prezentovanych metod
rieSenia.

2.1 Definicia modelu

V tejto kapitole opisujeme casto vyuzivany model, ktory je diskrétnym variantom
Ramseyho modelu s raciondlnymi oc¢akévaniami [3].

Model popisuje ekonomiku, ktora pozostava z mnozstva identickych firiem
a mnozstva identickych domacnosti. Nekonecne zijice domacnosti menia svoju spot-
rebu a ponuku prace v ¢ase. Ceny trhu vnimaji domécnosti a firmy ako dané. Kazda
z domécnosti musi rozdelit svoj disponibilny ¢as medzi volno I; a pracu h;. Stcet
¢asu venovaného praci a ¢asu normalizujme na jednotku, t. j. l; + h; = 1.

Uzitkovéa funkcia pre reprezentativneho ¢lena domécnosti pre kazda periédu je
vyjadrena pomocou postupnosti spotreby a volného ¢asu. Domécnosti maximalizuji
svoj celozivotny ocakavany uzitok riadenim svojej spotreby c; a odpracovanému c¢asu
h; v kazdom case t:

max EO ZﬁtU(Ct, 1— ht), kde 5 € (0, 1)
t=0

Konstanta 3 predstavuje diskontny faktor. Popisuje jav, kedy domacnosti maja vyssi
uzitok zo sucasnej spotreby ako zo spotreby neskorsej. Tento faktor zabezpecuje ko-
necnu hodnotu nekonecnej sumy v ucelovej funkcii. Predpokladajme, Ze u je spojita
funkcia diferencovatelna v oboch svojich argumentoch. Dalej predpokladajme, Ze je
striktne konkavna a rastica v oboch argumentoch.

Vstupmi produkénej funkcie modelu st agregované premenné, kapital K, praca
H, a technolégia A;, kde K;, H, > 0. Domécnosti pontkaju svoj kapital a pracu
firmam, ktoré pracuju s technolégiou a produkuju tak spolo¢ne vystup Y. Predpo-
kladajme, Ze agregovand produkénd funkcia f(Ky, H;) : R2 — R je spojito dife-
rencovatelnd, monoténna a konkavna v oboch argumentoch osobitne. Dalej pred-
pokladajme, Ze f(0,0) = 0. Agregovany vystup ekonomiky je urceny produkénou
funkciou:

Y, = €th(Kt, Ht)7

kde Z; je ndhodny parameter produktivity. Tento parameter je zdrojom Sokov v eko-
nomike a tym aj jej neurcitosti. Predpokladajme, Ze tento ndhodny parameter je
tvoreny autoregresnym procesom 1. radu:

Zt+1 = PZt + €41, kde p e (O, 1)

10



a € je ndhodnd premennd z rozdelenia N(0,02).
Vystup je rozdeleny v kazdom case t medzi spotrebu C' a investicie I:

}/;:Ct_'_[t-

Domacnosti v ¢ase t = 0 disponuju pociatoénym kapitdlom K, ktory prenajimaja
firmam. Kapital v ¢ase ¢t + 1 popisuje stavova rovnica (law of motion):

Kt+1:Kt_'_[t_éKt:Kt_'_}/;_Ct_éKt-

Konstanta § vyjadruje mieru amortizacie kapitalu v kazdej periéde. Firmy si prena-
jimaja kapital a najimaju pracovnu silu od domécnosti. V kazdej periéde maxima-
lizuja svoj zisk:

}(naéc Pt[eztf(Kta Hy) — r Ky — w Hy),

t,41¢
kde p; vyjadruje cenu obchodovanej komodity na trhu v case t. Praca a kapital sa
ohodnotené ich marginalnymi produktami. Reédlne platy w; a redlny arok r, v case ¢

mozno vyjadrit v tvare:
Ty = ezth(Kt, H;)

Wy = €thH(Kt, Ht)

Ak predpokladame, Ze produkéné funkcia f ma kostantné vynosy z rozsahu, potom
v rovnovédhe maja firmy zisk nulovy. Domécnosti sa snazia vyrieSit zlozity problém.
Snazia sa zvolif velkost spotreby ¢, inveticii 4, a dlzku pracovného ¢asu h; v kazdom
c¢asovom okamihu t tak, aby maximalizovali ocakavanii hodnotu svojej diskontovanej
uzitkovej funkcie.

Rovnovazny stav, pri ktorom maximalizujeme tzitok domécnosti a zisk firiem
(tzv. decentralizovand ekonomika), nazyvame trhova rovnovaha. V pripade, Ze sa
zaoberame len maximalizdciou tzitku domdacnosti bez ohladu na firmy, hovorime
o rieseni socidlneho planovaca. Pristup k rieseniu typu modelu, ktory sme popisali
vyssie, navrhli Prescott a Mehra®. Navrhli riesit model decentralizovanej ekonomiky
centralnym planovacom. Tento fakt je zalozeny na vyuziti dvoch fundamentalnych
viet o blahobyte. Dosledkom 1. fundamentalnej vety je, Ze akdkolvek alokacia trhovej
rovnovahy pre popisovanti ekonomiku je Pareto optimalnou alokaciou. 2. fundame-
nalna veta hovori, Ze pre kazda Pareto optimalnu alokaciu v nasom modeli existuje
systém cien, ktory s danou alokaciou tvori trhovi rovnovahu. Teda podmienka kom-
petitivneho trhu, konstantné vynosy z rozsahu, homogénni agenti a absencia rusivych
vplyvov (dane, peniaze) implikuju, Ze alokécia zdrojov dosiahnuté decentralizovanou
ekonomikou bude rovnaké ako vyber socialneho planovaca.

SMEHRA, R., PRESCOTT, E.: The Equity Premium: A Puzzle. Journal of Monetary Economics
15, 2, p. 145-162.
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V definicii modelu vyuZivame agregované per capita premenné oznacované vel-
kymi pismenami. V praci dalej vyuzivame iné per capita premenné oznacované ma-
Iymi pismenami. Velkymi pismenami st oznacené premenné vseobecne zndme agen-
tami v ekonomike. Malymi pismenami oznacujeme premenné, ktoré moézu priamo
domaécnosti ovplyviiovat. V rovnovahe sa tieto dva druhy premennych rovnaja. Vy-
uzitie fundamentalnych viet ndm umoziuje postup, v ktorom nemusime rozliSovat
tieto dva druhy premennych. Rovnost alokacie trhovej rovnovéhy a rieSenia sociél-
neho planovaca v modeli popisanom nizsie je mozné dokazat. Dalej budeme vyuzivat
len premenné oznacované malymi pismenami. Premenné je nutné rozlisovat v pri-
pade modelov s poruchami (dane, peniaze).

Tvar zédkladného RBC modelu pouzitého pre praktické vypocty je jednoduchy
kvoli lepSej nazornosti pouzitych sposobov rieseni. Uzitkova funkcia u(.) ma logline-
arny tvar:

w = Inc + In(1 — hy).

Riesime socidlny planovac¢ definovany nasledovne:

max Eg iﬁt(ln ¢t + In(1 — hy)) (2.1)

{ei: hi}5o t=0

Uétovné obmedzenia agentov:

ctie =y
, + ki — (1 =0k = 2.2
i = k1 — (1 - 5)kt } “ o ( ) L ( )
yr = 7k hy " (2.3)
Zy=pZi1+e, e~ N(0,0%) (2.4)

Produkéna funkcia je modifikovanou Cobb-Douglasovou funkciou vynasobenou na-
hodnou premennou. Této funkcia ma konstantné vynosy z rozsahu. Nahodné pre-
menna Z; produkuje soky, ktoré menia ndhodne vystup ekonomiky. RieSime model,
do ktorého vstupi jeden Sok, ktorého oc¢akavana hodnota postupne odznieva. Agenti
modelu prispésobuju svoje spravanie tomuto Soku. Ak by do modelu Sok nevstupil,
systém by ostal v rovnovéhe. VSetky premenné by nadobudali svoju rovnovaznu
hodnotu. Vstupom Soku do ekonomiky sa vSetky premenné odchylia od svojho rov-
novazneho stavu. Podrobny popis zmeny premennych po vstupe Soku do ekonomiky
uvadzame v kapitole 4.3.

2.2 Specifikidcia modelu

Do RBC modelu vstupuji mnohé parametre, ktoré charakterizuji popisovani eko-
nomiku. V préci sa nezaoberdame priamo kalibraciou modelov. Vyuzivame hodnoty
parametrov, ktoré sme prebrali z prace [4]. V praci kalibrovali zékladny RBC model

12



pre slovenské udaje. Kalibracia vychadzala zo stvrtrocénych dat z rokov 1993-2000.
Parametre pouzité pri vypoctoch st zhrnuté v nasledujicej tabulke:

a = 0,33 podiel kapitalu na produkcii
g = 0,981 diskontny faktor

0 = 0,031 miera amortizacie kapitalu
p =095 autokorelécia sokov

o = 0,007 standardna odchylka Sokov

Vsetky koeficienty okrem koeficientu o st potrebné priamo pre hladanie optimaél-
neho riadenia. Koeficient o je potrebny pre simulaciu priebehu premennych RBC
modelu.

13



3 Riesenie modelov s racionalnymi ocakavaniami

RieSenie diferenénych modelov s raciondlnymi o¢akavaniami pozostava v hladani zo-
brazenia, ktoré transformuje stavové premenné na riadiace premenné. Ekonomicky
tato transformaciu mozno interpretovat nasledovne. Agenti (napr. domacnosti) na
zéklade stavovych premennych (kapitalu k; a technoldgie Z;) rozhoduju o riadiacich
premennych (spotrebe ¢; a odpracovanom ¢ase h;). Vztah medzi stavovymi a riadia-
cimi premennymi nazyvame funkcia optimalneho riadenia (desicion rules). Metédy,
ktoré sa v stcasnosti v makroekonémii pouzivaja pre vypocet predpisu riesenia, mo-
zeme rozdelit do dvoch kategdérii [8]. Obidve hladaji pevny bod nejakej funkcionalnej
rovnice.

Prvy pristup, Eulerova metdéda, priamo vedie k predpisu optimalneho riadenia.
Tento spdsob riesenia vyuziva nutné a postacujice podmienky prvého radu na defi-
novanie operatora, ktorého defini¢ny obor a obor hodnot je priestor spojitych ohra-
nicenych funkcii. Operator zobrazuje priestor funkcii sém na seba. Jeho jediny pevny
bod je optimalnou riadiacou funkciou skiimanej ekonomiky. Najzlozitejsou tlohou
je najst prave spominany priestor funkcii. Problém je mozné vyrieSit zvolenim si
vhodnej mnoziny funkcii.

Druhym pristupom je vypocet pomocou hodnotovej funkcie (value function).
Operator, vytvoreny pre tento spdsob riesenia, zobrazuje priestor ohranicenych funk-
cii na seba tak, ze prave hodnotova funkcia je jedinym pevnym bodom tohto opera-
tora. Problémom tohto sposobu vypoctu je jeho zlozitost, ktora nevedie, bez $peci-
fickych predpokladov, k presnému predpisu riesenia.

V nasledujtcich kapitolach podrobne popiseme tri mozné postupy riesenia dife-
ren¢nych modelov s raciondlnymi ocakavaniami. Riesenie metédou neurcitych koe-
ficientov (kapitola 5) a rieSenie metédou podla Blancharda a Kahna (kapitola 4)
reprezentuju rieSenia Fulerovou metédou. Druhy pristup k vypoctu riesenia pred-
stavuje priame rieSenie dynamickym programovanim (kapitola 6).

14



4 RieSenie podla Blancharda a Kahna

Riesenie Blancharda a Kahna uverejnené v praci [6] moZeme zaradif k Eulerovym
metédam. Tento spdsob rieSenia modzeme vyuzit aj v modeloch, v ktorych nemaxi-
malizujeme ucelovi funkciu za urcitych ohraniceni.

Prikladom moze byt systém s racionalnymi o¢akavaniami, ktory obsahuje posu-
nuté ocakavania stcasnych a budtcich premennych. MdZeme ho interpretovat ako
model multiplikdtorového akceleratora (multiplier accelerator model). Definujeme
ho nasledovne:

}/t - Ct+-[t+Gta (41)
Cy = aYy+ Vi) + e, a >0,
I, = B(Yir ——1 V) + e, B >0,

kde Y; predstavuje HDP v ¢ase ¢, C; spotrebu v Case ¢ a I; investicie v ¢ase t. ¢ a 1,
st poruchy vstupujice do modelu.

4.1 Definicia zakladného systému

Vseobecny systém diferencénych rovnic s racionalnymi o¢akavaniami definujeme v ma-
ticovom tvare [6]:

Xiv1 Xy
ol =aln] (44)
s pociatocnou podmienkou X;—q = Xy, kde
X; - n x 1 vektor predeterminovanych premennych v case t,
P, - m x 1 vektor nepredeterminovanych premennych v cCase t,
Z; - k x 1 vektor exogénnych premennych,
+Pi 1 - agentovo ocakévanie premennej P;,; pozorovanej v Case t,
A - matica typu (n +m) X (n+m) a
y - matica typu (n +m) X k; n,m,k € N.
Podmienka

vt 37, € R, 0, € R pre ktoré plati
—(14+90)"Z, < E[Z|%] < A 4+9)%Z, Vi >0

zabezpecuje, aby exogénna premenné nerastla prilis rychlo. O¢akavania Z;,; vzhla-
dom na €, nesmt rast viac ako exponencialne. Tto podmienku splila Gasto pouzi-
vany autoregresny proces prvého radu Z; = pZ;_1 +¢4, kde p € (0,1) ae ~ N(0,X),
pri¢om kovarianénd matica ¥ = diag{o?,..., 0% }.

Dolezitou otézkou je prepis rieSeného modelu do pozadovaného tvaru (4.4). Nie
kazdy model je mozné prepisat do tejto formy. Pre zapis modelu (4.1)—(4.3) je nutna
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substittucia X; =;_1 Y}, z ¢oho vyplyva rovnost X, ; =; ;1. Model nésledne mé-
zeme zapisat v tvare:

Gy
R ) |1 R R

Model ma singularnu maticu A. Tento priklad ukazuje aj absenciu nutnej spojitosti
predeterminovanymi a nepredeterminovanymi premennymi.

Medzi modely, ktoré nie je mozné prepisat do pozadovaného tvaru, patria modely
obsahujiice minulé ocakavania sticasnych a minulych premennych. Jednoduchym pri-
kladom je rovnica:

P = a1 P —1 Py + e

V tomto pripade nie je mozné najst transformaciu, ktora by umoznila zépis do tvaru
(4.4).

4.2 RieSenie systému

RieSenim systému diferenénych rovnic je postupnost funkcii premennych z Q;, ktoré
spliiajii (4.4) pre vietky realizacie tjchto premennych. Pozadujeme, aby o¢akavania
premennych X; a P, neexplodovali:

vt 3 {)ﬁ € RP™ o, € R také, 7o
t
Xt} < {E[Xt+z‘|9t]

. Xt} ,
< (1 R Vi > 0.
I E[Pm\Qt]] <{1+9) [ =

(1 4o
i P
Tato podmienka vnasa realitu do popisovaného modelu. Je neredlne, aby agenti
modelu ocakavali neprimerané hodnoty premennych.

Pre dalsie odvodzovanie rieSenia je nutné transformovat model do kénonickej

formy. Matica A je transformovana do Jordanovej kanonickej formy:
A=0C7tJC, (4.5)

kde J je diagonalna matica tvorend vlastnymi hodnotami, ktoré si zoradené zo-
stupne podla svojej absoltitnej hodnoty. Dalej ju rozlozime do tvaru:

T4 0
J‘[o T,

Y

kde J; je matica typu n X n, tvorena vlastnymi hodnotami vnutri jednotkového
kruhu a J; je matica typu m x m, tvorena vlastnymi hodnotami mimo jednotkového
kruhu. Na blokové matice dekomponujeme aj ostatné matice:

I

C= [Cn(ﬁ xn) Cp(i x m) ]

021 (m X TL) CQQ(m X m)
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= -1 =
B=cC o Bgl(mXﬁ) ng(mxm)

By (n x ) Bm(nxm)], :[vl(mxlz))
’ ~ Lye(m X

Predpokladajme, Zze matica Cp; je plnej hodnosti, ¢o implikuje plni hodnost
matice Bi;.
Nasledujtce tvrdenia hovoria o jednoznacnosti riesenia.

Tvrdenie 1: Nech matica By md plni hodnost. Pre systém (4.4) existuje jediné
rieSenie, ak pocet vlastnych hodnot matice A mimo jednotkového kruhu je rovny
poctu nepredeterminovanych premennych, t. j. m = m.

Pre tento pripad Blanchard a Kahn vo svojej praci [6] uverejiiuji explicitné
riesenie nasho systému linedrnych rovnic:
pret=0: X; = Xo,
pret >0:
Xy =BuhBi' X1 + 11—

— (B11J1C12 + B12J2C)C! > J5 " H(Cona + Caa2) E[Zyi—1|Q-1), (4.6)

i=0
pret >0:

P = =05l Cn Xy — C33' > Iy (Coumt + Cooyo) B[ Ze | ). (4.7)
=0

Toto rekurzivne rieSenie je mozné prepisat do konec¢nej formy:

=0

t o]
Xy =— Z B Ji (B! Bio— Ji B! Bia J; ) Z Jy (Coai+Cov2) B[ Zy i | Q] +
j=1

t
+3 BuJ{ B Zi—; + BuJi Bt Xo, pret > 0,

J=1

t o0
P = - Z leJffl(BﬁlBu - J1BﬂlB12J§1) Z Jy (Conr + Coxy2) B[ Zyyimj| Q] —
j=1 /

=0

- Z 02_21J2_i_1(021’¥1 + CooY2) B[ Zy1i|S0] +

=0

t
+3" By Ji ' Bt Zi—j + BuJiB' Xo,  pret > 0.
j=1
Rekurzivne riesenia (4.6) a (4.7) st vhodné pre pocitac¢ové simulacie.
Blanchard a Kahn dalej v praci [6] uvddzaji rekurentné rieSenie pre systém
s dvoma premennymi, z ktorych jedna je predeterminovana a jedna nepredetermi-
novana premenna. Matica A je v takom pripade typu 2x2. Nech

[ x k)
7= [72(1 x k)

aip; Qa2
ag1 A22

A:

)
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nech Aj, Ay st vlastné hodnoty matice A, |A\;| < 1, |Az] > 1 a nech
o= ()\1 — CLH))\l — CL12)\2.

Potom existuje jediné rieSenie, ktoré mé podla autorov tvar:

ret=0:
b X, = Xo,
pre t > O: . - —i—-1
Xe=MXi 1+ 1+ ,LLZ Ay T E(Zyyi Q1)
t=0
pre t > 0: I N i1
P =ap (M = an) Xy + 1) A T E(Zey )]

t=0
Pri vyuziti tohto tvaru rieSenia pre systém s maticou A typu 2x2 v numeric-

kjrch vipoctoch? sme nevypoditali spravne rieSenie. Po blizsej analyze sme zistili, Ze
tento zjednoduseny zapis, vyuzivajuci len koeficienty matice A a jej vlastné hodnoty,
nie je spravny. Mozeme si v8imnut, Ze do rieSenia vobec nevstupuje konStanta ~s.
Nezhody so skutoénym riesenim nastali len v konstante pri clene E(Z;; 1|Q_1),
resp. pri E(Z;;|€). Pri odvodzovani sme vyuzili vS§eobecné rekurzivne riesenie (4.6)
a (4.7). Jednotlivé blokové matice B, ;, C;;, i,j = 1,2 sme nahradili vyrazmi, ktoré
zavisia len od koeficientov matice A a jej vlastnych hodnét. Pretoze vytvorenie ma-
tice C' v Jordanovom kénonickom tvare nie je jednoznac¢né, zvolili sme jednoduchsi
z mnohych moznych tvarov matice C. Nami odvodené rieSenie pre systém s jednou
predeterminovanou a jednou nepredeterminovanou premennou ma tvar:

ret =0:
P X, = Xo,
) A —a o \ i
pre t > O: Xy = M X 14171+ 1a 11 (am+(Na—a11)ys) Z)\Q_z—lE(Zt—f—i—ﬂQt—l)a
21 t=0

> 0: 1 - —i—

pret >0 P = o [—a91 X; + (a2171 + (Mg — a11)72) Z Az 1E(Zt+z‘|9t)]-
2 — an

t=0

Tvrdenie 2: Nech matica Byy md plnid hodnost. Systém (4.4) nemd riesenie, ak
pocet vlastniych hodnot mimo jednotkového kruhu je vicsi ako pocet nepredetermi-
novanych premennych, t. j. m > m.

Tvrdenie 3: Nech matica By md plni hodnost. Systém (4.4) md nekonecéne
vela rieSent, ak pocet vlastnijch hodnot mimo jednotkového kruhu je mensi ako pocet
nepredeterminovanych premennych, t. 7. m < m.

Ak je nami skiimany model tvoreny nutnou podmienkou pre maximalizaciu kvad-

4Popis vypoctov je uvedeny v kapitole 4.3
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ratickej funkcie s linearnymi ohrani¢eniami, matica A ma Struktaru, pri ktorej je
podmienka m = m vzdy splnend [6]. Tato podmienka je silno zviazana s vlastnostou
sedlového bodu, ktora sa ¢asto objavuje v kontexte s modelmi rastu. Vieme, Ze vela
modelov ma tato vlastnost.

V tejto kapitole popisujeme aj dokazy tychto viet pomocou transformécie ma-
ticou C, ktora vystupuje v kénonickom rozklade matice A. Blanchard a Kahn
v praci [6] popisali nasledujici sposob odvodenia jednotlivych viet o jednoznac¢nosti
rieSenia systému (4.4).

Nasledujtice transformacie st spoloénymi tpravami potrebnymi pre dékazy pre
vSetky spominané vety. Uvazujme systém (4.4) v Case t + ¢ a pouzime operator
o¢akévania vzhladom na informac¢ni mnozinu €; na oboch stranach systému:

Xt + v Zyi,  Vi>0. (4.8)

Py

Zavedme transforméciu, v ktorej matica C' je matica definovanéd pri rozlozeni ma-
tice A do kanonickej formy (4.5):

o=l

Vynasobenim vztahu (4.8) maticou C' a vyuzitim kdnonického rozkladu matice A
(4.5) ziskame systém:

tYiqit ] {J1 0 ] {tY;H—i } ,
_ Oy Zors, Vi 0. 4.9
LQH—@'-H 0 Jol L+Qyi Tecn ' (49)

Invertovatelnostou matice C je zabezpecené to, Ze informécia o X; a P; je ekvi-
valentné s informaciou o Y; a ;. Aj existencia resp. jednoznacnost rieSenia sys-
tému (4.9) je ekvivalentna s existenciou resp. jednoznacnostou riesenia systému (4.8).
Tato transformécia nemé vplyv na informacni mnozinu ;. Systém (4.9) je mozné
rozlozit na dva subsystémy. Prvych 7 riadkov tvori subsystém:

Yiriv1 = J1Yeri + (Cun + Cr2v2) 1214, Vi >0 (4.10)
Dalgich m riadkov tvori subsystém:
1Qeriv1 = J21Quyi + (Count + Ca272) 1 Zi4ais Vi > 0.

Z konstrukcie prvého subsystému vyplyva, Ze je stabilny (diagonédlne prvky matice J;
st vnutri jednotkového kruhu). Druhy subsystém by naopak nekonecéne rastol, ak
by nebola splnené podmienka, ktora jednoznacne urcuje premennii (Qy:

Qe = — Z Jgiil(cﬂ'yl + Cooy2) tZ1+i- (4.11)
i=0
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Preto existencia a jednoznac¢nost rieSeni zavisi na existencii a jednoznac¢nosti po-
stupnosti Y;. Riesenie Y; musi spliiat (4.10) a vzfah:

m= ol =1 s2llo) (112

Ak vyjadrime prvych n riadkov rovnice (4.12) v case t = 0 ziskavame vztah:
XO — 311}/0 —|— Bleo. (413)

Odpocitanim oc¢akavanych hodndt v ase ¢ prvych n riadkov rovnice (4.12) od sku-
toénych hodnot rovnakych riadkov uréime vztah:

Xir1 =t Xev1 = Bu1(Yipr — Vi) + Br2(Qu1 —¢ Quta)-

Pretoze premenna X, je predeterminovana, plati X; .1 =; X;,; a preto:

0= Bu(Yer1 —¢ Yer1) + B1a(Qe1 —¢ Qrya).- (4.14)
Teraz pristupime priamo k dékazom viet o existencii rieSenia.

Dodkaz tvrdenia 1:

Predpokladajme plnt hodnost matice By;. To je ekvivalentné s plnou hodnostou
matice Cyy. Ak 7 = m, potom existuje inverzna matica By;'. Hodnota Qg je uréena
z (4.11). Zo vztahu (4.13) je nasledne jednoznac¢ne urcené aj Yp. Z (4.10) uréime V)
a Y) je urcené zo vzfahu (4.14). Rekurzivne ziskame celé rieSenie systému. Pomocou
spitnej tranformécie maticou C'~! moZeme ziskatf rieSenie v premennych X; a P,.
O

Dodkaz tvrdenia 2:

Ak m > m, matica By; vytvara viac ako n restrikcii na premennu Y, vo vztahu
riesenie. Ak nastane pripad, Ze Y{ neexistuje, potom neexistuje ani Fp. O

Doékaz tvrdenia 3:

V pripade ak m < m, vzfah (4.13) je nedostato¢ne uréeny. Zo vztahu (4.14)
vyplyva, zZe nie je jednoznacne urcena premenna Y; pri danom ;Y; ;. Vo vSeobecnosti
Yii1 =¢ Yig1 + Wiiq, kde Wiy je ndhodna premenna taka, ze pre nu plati:

Wis1 € Qeya; t-iWig1 =0 Vj >0 B11Wy = Bia(4-1Q: — Q). (4.15)

Pretoze By nie je invertovatelna, ndhodna premenné W; moze zahfiiat aj premenné
iné ako Z;. Preto vSeobecné riesenie je (4.11) pre Qy a

Yi = J1Yi1 + (Cavi + Coaye) Zy—1 + W,

kde W, spliia podmienky (4.15) a Y splita (4.13). RieSenie v zakladnych premennych
mozeme ziskaf opif transforméaciou cez maticu C' 1. O
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4.3 RieSenie RBC modelu

V nasledujicej kapitole riesime zadkladny RBC model prezentovany v kapitole 2.
Dolezitou a najzlozitejSou ¢astou vypoctu je transformécia zadaného systému do
tvaru, pre ktory je rieSenie odvodené. Skimany model je nelinedrny a nejde priamo
o diferen¢ny systém s racionalnymi ocakavaniami. Maximalizujeme v nom uzitkova
funkciu (2.1) za podmienok (2.2), (2.3) a (2.4). Stavovou premennou systému je pre-
menna kapitalu k;, premenné Z; je exogénnou premennou a riadiacimi premennymi
su spotreba ¢; a odpracovany cas h;.

Problém vyriesime najdenim extrému uzitkovej funkcie (2.1) viazanej na pod-
mienku (2.2). Doméacnosti maximalizuju svoj o¢akavany celozivotny tzitok. Nutnymi
podmienkami pre extrém st Eulerove rovnice. Tie maju tvar:

1. Eulerova rovnica:

1 1 Yt+1
— =0GE 1+« -9 4.16
= OB | (ol —g) (1.16)
2. Eulerova rovnica: . a )
— Q)Y
— 4.17
1 — ht Ctht ( )

4.3.1 Loglinearizacia RBC modelu

Obe Eulerove rovnice st nelinedrne a preto ich pred riesenim metédou podla Blan-
charda a Kahna musime linearizovat. Pouzijeme tzv. loglinearizaciu okolo rovno-
vazneho bodu. Eulerove rovnice spolu s (2.2), (2.3) a (2.4) hladajt rovnovazny bod
(k,Z,¢, h,y,7,w) systému. Rovnovazne stavy vietkych premennjch st konstantné:

r:%+5—1:M
P (1—a)M

 a2M/a — M —§)
_ M1la=—1 _
-3

Premenné r;, w;, y; je mozné zo systému jednoducho eliminovat. Premenné k;,
Zy, ¢ a hy transformujeme na nové premenné s vinkou. Tato transformacia predsta-
vuje uz spominanu loglinearizaciu. Nové transformované premenné vyjadruju per-
centualnu zmenu zadanych premennych od ich rovnovazneho stavu. Transformacia
vyzera nasledovne:

~ _ Tt Ty — T
Li=Ihhz,—Inz=In—~ ——.
z z
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Ak substituujeme e? = A,, potom Z, — Z = A,. V dalom kroku linedrne ap-
roximujeme pomocou tychto pomocnych premennych Eulerove rovnice a stavova
rovnicu (2.2). Ziskame linearny tvar 2. Eulerovej rovnice (4.17):

h - - -
515 —+ <ﬁ —+ Oé) ht = At -+ Oékt. (418)

Pri Gprave 1. eulerovej rovnice definujme:

1+mH—5_m1+f—§

b1 = In —
Ct+1 C

7 tohto nasledne:

B . B 1 - .
b1 =(1—a) —kip1 + by + EAt—l—l — Ct41-

1+7—96
Pouzitim vlastnosti, ze In Etegt+1 = Etgtﬂ (plati pre Et normalne rozdelené5), ziskame
linedrny tvar 1. Eulerovej rovnice (4.16):

_5t - Etl;t-f—l' (419)

Pre odakdvand hodnotu v ¢ase t relativnej hodnoty technologického pokroku A,
plati:
EtAt+1 = pAt (420)

4.3.2 Riesenie loglinearizovaného RBC modelu

V linearizovanom RBC modeli je dalej nutné redukovat jednu riadiacu premennt a
to & pomocou linearizovanej 2. Eulerovej rovnice (4.18). Z linearizovanej stavovej
s T ) P

kft+1 = (1 + r — 5)k:t + Tht — Ect + EAt (421)
a linearizovanych Eulerovych rovnic modelu (4.18), (4.19) a vztahu (4.20) dostavame

rovnice:

potrebny tvar diferencného systému:

0 gl
0 Ey

Du D12} m [Gl] .
= ~ A, 4.22
[Dm Do) Lhe) T LG ) (4.22)

R

tht+1

5Tato vlastnost je podrobnejsie popisand v [3] v poznamke na str. 167.
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Jednotlivé konstanty maju tvar: _
E(a+ﬁ)

Dy =—-a+MKl+aKl Dy =a+ % +MHl+aHI1

Eh=1 EQQZM—i—a—i—%

Gi=—-5+1=A1 Go=—-1+MAl—-Mp/(1—a)+p+aAl
pricom M = i(j;f‘g Maticu na lavej strane systému (4.22) prenasobime jej inverznou

maticou a tym ziskame systém (4.4), pre ktory je odvodené riesenie. Pre vypocet jed-
notlivych hodnot riesenia k; a hy sme zvolili rekurentny vzorec riesenia. Vyuzivame
pritom vztah:

E[A, | = p'A,.

Ziskavame rekurentné riesenie:
ky = 0.933266k;_1 — 0.433579A4,_1,

h; = —0.187868k, + 0.459374 A,.

7 hodnét k; a h, sme vypoditali hodnoty & z linearizovanej 2. Eulerovej rovnice (4.18).
RieSenie je mozné prepisat do tvaru:

& = 0.549949k, + 0.462182A,,

hy = —0.187868k, + 0.459374 A,.

Ziskali sme tak predpis pre optimélne riadenie v premennych s vlnkou. Optimal-
nym riadenim je linedrna funkcia stavovych (predeterminovanych) premennych. Na
zédklade pociato¢nych hodnot stavovych premennych je mozné vypocitat optimélne
riadenie v danom c¢ase. Spatnou transforméaciou x = T + T ziskame priebeh stavo-
vych a riadiacich premennych v absolitnych hodnotach.

Podla tvrdenia 1 m4 rieSend tloha jediné rieSenie, pretoze pocet vlastnych hod-
n6t mimo jednotkového kruhu je rovny poc¢tu nepredeterminovanych premennych.
Pocet nepredeterminovanych v nasom pripade je 1 (premenna iNLt) a vlastné hodnoty
matice A st 1,09226 a 0,933266.

4.3.3 Kvantitativna analyza RBC modelu

Funkcia optimalneho riadenia je linearna funkcia stavovych premennych. Samotna
funkcia nam o spravani sa ekonomiky po vstupe necakaného technologického Soku
vela nepovie. Dobrti ndzorni pomoc ndm poskytuje impulse-response funkcia (IRF).
Téato funkcia popisuje reakciu najdolezitejsich makroekonomickych ukazovatelov na
jeden nahodny technologicky sok. V analyze sa zameriavame na zakladné premenné
RBC modelu.
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Pociato¢ény sok Zy sme zvolili na urovni 0,05, t. j. Ay = Zy — Z = 0,05. Po-
¢iatocnou hodnotou kapitalu kg je jeho rovnovazny stav, t. j. k, = 0. Porovnanim
maximalnych odchylok od rovnovazneho stavu, ziskavame nahlad na priebeh ukazo-
vatelov ekonomiky. Nasledujtca tabulka prezentuje maximalnu percentualnu zmenu
pozorovanych premennych od rovnovazneho stavu:

y 6.5389 %

k 4.67109 %
¢ 3.69424 %
h  2.29687 %
i 231277 %

Najvécsiu zmenu pri neCakanom Soku zaznamenavaju investicie. Maximalna zme-
na od rovnovazneho stavu investicii je az 23,13 %. Pomocou nasledujtcich grafov,
ktoré znazornuju priebeh premennych s vinkou, blizsie priblizujeme priebeh kazdej
zo spominanych premennych. Investicie a odracovany cas klesaji prudko. Pri tychto
ukazovateloch mozeme pozorovat zadporni odchylku od rovnovézneho stavu. Kapi-
tal a spotreba domacnosti rasti a po dosiahnuti urcitej hladiny postupne klesaju
k rovnovaznemu stavu. Produkcia po vstupe Soku okamzite rastie a potom zazna-
menavame uz len jej pokles.

zmenay zmenak
006+ 0.04 |
0.05 ¢
0.04 ¢ 0.03 ¢
0.03 ¢ 0.02 |
0.02 ¢
001 | 0.01
‘ - cas ‘ : — cas
50 100 150 200 50 100 150 200
Obr. 1: Priebeh premennej g, Obr. 2: Priebeh premennej ky
zmenac smenah
0.035
0.03 0.02 ¢}
0.025 0.015
0.02
0.015 0.01+}
0.01 0.005 |
0.005
‘ ‘ ] - cas
; ; — cas 50— -
50 100 150 200 100 150 200
Obr. 3: Priebeh premennej ¢; Obr. 4: Priebeh premennej hy
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zmenai

0.2}

0.15}

0.1}

0.05 ¢

cas

50 100 150 200

Obr. 5: Priebeh premennej 7

Nahliadnime teraz do javov, ktoré zacinaju prebiehat po vstupe pozitivne technolo-
gického Soku. Zmena sposobena Sokom sa najprv prejavi na produkcii y;. Produkcia
vplyvom pozitivneho Soku vzrastie. Domécnosti sa snaZia nasledne maximalizovat
hodnotu svojej tzitkovej funkcie. Zvolia si vysku spotreby ¢; a odpracovany cas h;.
Dosledkom zvySenia miezd venuju viac ¢asu praci a nie volnému ¢asu. Zvysuju svoju
spotrebu. Ako mozeme vidiet na obr. 6, Gzitok doméacnosti v jednotlivych periédach
rastie.

uzitok

-0.665 |
-0.67 ¢
-0.675¢
-0.68
-0.685

‘ ‘ ‘ — cas
50 0 150 200

-0.695 |

Obr. 6: Vyvoj hodnot azitkovej funkcie

domécnosti In¢; 4+ In(1 — hy) v Case.

Zvysovanim objemu investicii 7; sa zvysSuje objem kapitalu k; v ekonomike. Ten sa
postupne akumuluje. Investicie zarovenn prudko klesaji. Sok postupne ,,odznieva®,
ekonomika sa postupne dostava do pévodnej rovnovaznej hladiny.

Ekonomika po zaznamenani pozitivneho technologického Soku zaznamena len
kratkodobé zlepsenie a opétovne sa vracia do svojho rovnovazneho stavu. Hoci in-
vesticie zaznamenavaji po Soku najvyssiu pozitivnu zmenu, prave investicie naj-
rychlejsie klesaju do svojej rovnovaznej hodnoty.
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5 Riesenie metédou neurcitych koeficientov

Metdda neurcitych koeficientov hlada priamo tvar funkcie optimélneho riadenia.
Predpokladame tvar riesenia v linedarnom tvare s neznamymi koeficientami. Nasou
tlohou je néjst predpis pre hladané koeficienty a tym urcif optiméalne riadenie.

5.1 Definicia zakladného systému

Systém s racionalnymi ocakavaniami rieSeny metédou neurcitych koeficientov vy-
jadrime v tvare:

X1 [Xt}
=A +79Z 5.1
Fial = ALR T (51)
Zt = pthl + €t (52)
s poc¢iato¢nou podmienkou X;—g = X, kde
P, - n x 1 vektor nepredeterminovanych premennych v case t,
X; - m x 1 vektor predeterminovanych premennych v case t,

+Pri1 - agentovo ocakévanie premennej P, pozorovanej v Case t,

Z; - k x 1 vektor exogennych premennych,
v - (n+4m) x n konstantnd matica,

A - (n+m) x (n+ m) konstantnd matica a
€ - k x 1 je vektor bieleho sumu®.

Zadanie tohto modelu nemé vsSeobecne zadanii exogénnu premennt, ako je to
v rieSeni podla Blancharda a Kahna. Rovnica (5.2) predstavuje autoregresny proces
prvého radu. Toto Specifické zadanie exogénnej premennej zjednodusuje odvodzova-
nie riesenia pomocou tejto metody.

5.2 Riesenie systému

Hlavnou myslienkou tohto spdsobu riesenia je predpoklad o tvare riesenia. Predpo-
kladajme riesenie v tvare [7]:
XtJrl - H1Xt + HQZt (54)

Matice ®,T",II; a II, st redlne. Tieto matice tvoria neurcité koeficienty riesenia. Na-
sledujtcim odvodenim ziskavame vzorce pre jednotlivé koeficienty a tym aj hladané
riesenie systému.

Ak vztah (5.3) vyjadrime vzhladom na Cas ¢t + 1 a nasledne pouzijeme operator
oCakévania vzhladom na informa¢na mnozinu €2, ziskame:

tPt+1 = q) tXt+1 + F tZt+1 = @(HlXt + HzZt) + FpZt (55)
6Vektor ndhodnych premennych z rozdelenia N(0,Y), kde ¥ = diag{o?,,...0%,}.
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Dalej substituujeme (5.5), (5.3) a (5.4) do zadania systému (5.1) a (5.2). Z matico-
vého zépisu vyslednych koeficientov pri vektore X; ziskame rovnost stic¢inu blokovych

o A=l (e 5:6)

kde I je jednotkova matica pozadovaného rozmeru. Pre koeficienty pri vektore Z;

matic:

plati:

H2 = A12F + Y1- (58)

Ozna¢me Stvorcové matice vo vztahu (5.6) M (M je jednotkova matica) a N
(matica napravo). Predpokladajme, ze |[N — AM| je nenulové pre nejaké komplexné
¢islo A. Podla [7] vSeobecnd Schurova dekompoziénd teoréma garantuje existenciu
unitarnych matic @ a 7, takze QMZ = S a QNZ = T, kde S a T st trojuhol-
nikové matice. Predpokladajme, Ze pomery vlastnych hodnét t;;/s; st usporiadané
zostupne. Tato vlastnost nam zabezpe¢i moznost jednoduchsieho vyjadrenia nezné-
mych koeficientov.

Prenédsobenim vztahu (5.6) maticou Q a zo vztahov QM = SH, QN = TH
a H = Z~! ziskavame vztah:

[511 0][H11 HlQ][(I)lL]:{Tu 0][H11 Hu][]]
S1a Sao | [ Hay Hy IT; Tyo Thy| | Hyy Hopl [ D]

Nasledne je mozné vyjadrit hlfadany parameter ® (pretoze HZ = I) z prvej rovnice
v blokovom tvare:
®=-—H'Hiy = Z157,,.

Riesenie je podmienené existenciou inverznej matice Z2_21.
Podobnym postupom ziskame aj koeficient I1; za predpokladu existencie inverz-
nej matice Syy':
H1 = Z2ZS;21T222521.

Nezname koeficienty I' a I, ziskame kombinéaciou predchadzajtucich predpisov pre
® a II; so vztahmi (5.7) a (5.8). Vysledna rovnica ma tvar:

GI +Tp=F,

kde G = ®A;, — Ay a F = v, — ®v;. Dalsie riesenie I' nacrtava vo svojej praci
McCallum?. Ttto rovnicu je mozné riesit numericky. Ako posledny ziskavame koefi-
cient Iy zo vzfahu (5.8).

"MCCALLUM, B. T. : On non-uniqueness in rational expectations models: An attempt at per-
spective. Journal of Monetary economics 11, 1983, p. 139-168.
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5.3 Kritéria riesitelnosti

Podla [7] rozne hodnoty parametra ® a tym nésledne aj rozne rieSenia systému
mozme ziskat roznym usporiadanim vlastnych hodnét ¢;;/s;;. Blanchard a Kahn zo-
raduju tieto hodnoty podla klesajicej absolitnej hodnoty tychto hodnot a odvodili,
ze jediné riesenie ziskavame prave vtedy a len vtedy, ak pocet cisel s absolutnou

hodnotou mensou ako jedna sa rovna poctu predeterminovanych premennych X,
(veta 1 v kapitole 4).

5.4 Riesenie RBC modelu

Doteraz sme vSeobecne popisali teoreticky metédu neurcitych koeficientov. V tejto
Casti prace prakticky vypocitame RBC model, ktory je v popisany Eulerovymi rov-
nicami a nasledne linearizovany v kapitole 4.3. Aj pri tomto spdsobe riesenia si ako
riadiace premenné zvolime spotrebu ¢; a odpracovany cas h;. Stavovymi premennymi
su kapital k; a exogénna premennd Z;.

Pri rieseni nevyuzivame maticové zapisy teoretického odvodenia metédy v ka-
pitole 5.1. Zadany model nie je rozsiahly, preto vyuzivame len postup odvodenia
riesenia. Ako sme uz uviedli, zdkladom metédy neurcitych koeficientov je predpo-
klad o tvare rieSenia skimaného modelu. Predpokladajme tvar:

he = amrcks + agad (5.9)
6t = CLCKi{}t + CECAAt (510)

kde agk, aga, ack a aca st nezname koeficienty. Po ich najdeni ziskame rieSenie
v premennych s vinkou. RieSenie v zadanych premennych je mozné ziskat jednodu-
chou spédtnou transformaéciu.

Linearizované Eulerove rovnice (4.19) a (4.18) spolu s linearizovanou rovnicou
(4.21), s predpisom rieSenia (5.9), (5.10) a s vlastnostou exogénnej premennej (4.20)
vytvoria linearny systém dvoch rovnic s premennymi k a Ay

h - h ~ - ~
(ack + 17 amx )k + (aca + 17 apga)Ar = (@ —a apgg)k + (1 — @ aga) Ay,
. . 1—a)y ¢ .
~(acicki+aca ) /K = (<1 +ami = “)(1 =5+ 7+ ( O‘%y - ke
(I—-a)yaga Caca | ¥ 1 aAcA .\, 7
= —— = — ——))A
(= 8 L plama+ 1 — “2)) A,
kde K = (11;70‘_);. Obe strany rovnic s linearne funkcie tychto premennych s nezna-

mymi koeficientami. Porovnanim korespondujucich koeficientov v tomto systéme zis-
kavame 4 rovnice so 4 neznamymi koeficientami apyg, aga, ackx a aca. VyrieSenim
tohto systému rovnic dostavame predpis pre optiméalne riadenie:

& = 0.549949k, + 0.462182A,,
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hy = —0.187868k; + 0.459374 A,.

Po zadani pociatoéngch hodnot Ay a ko z rovnic (5.9) a (5.10) a z linearizovanej
stavovej rovnice (4.21) dostavame priebeh rieSenia v premennych s vlnkou. Spétnou
transforméaciou = T + T moZeme ziskat rieSenie v premennych bez vinky.

Optimalne riadenie, ktoré ziskavame riesenim metédou neurcitych koeficientov
je rovnaké s riesenim, ktoré sme ziskali metédou Blancharda a Kahna.
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6 Riesenie dynamickym programovanim

Metdda riesenia dynamickym programovanim sa lisi od rieseni popisanych v predché-
dzajucich kapitolach. Tento spdsob rieSenia vyuziva hodnotovi funkciu. Pri hladani
optiméalneho riadenia je potrebné numerické riesenie na pocitaci.

6.1 Definicia zakladného systému

Na tvod predstavime zaklady dynamického programovania. V ekonomickej tedrii
rieSime najcastejSie llohu na nekone¢nom ¢asovom horizonte, t. j. maximalizujeme
(alebo minimalizujeme) tcelovi funkciu s diskontnym koeficientom [9]:

max Y ['r(Xy, P), (6.1)

s poc¢iato¢nou podmienkou X;—g = X, kde
X; - n x 1 vektor stavovych premennych v case t,

P, - m x 1 vektor riadiacich premennych v case t a
[ - diskontny faktor 3 € (0,1).

Diskontny koeficient zarucuje, ze maximalna hodnota uc¢elovej funkcie je konec¢na.
Ulohou je néjst nekoneénit postupnost riadeni { P, }2°,. Dalej je tiloha dana stavovou
diferencnou funkciou (law of motion):

Xt+1 - F(Xt7 Pt)7 t Z O (62)

s pociatocnym X, danym. Funkcie  a F' sa nemenia v case, preto tejto tlohe hovo-
rime autonémna tloha na nekone¢nom ¢asovom horizonte. Predpokladame, Zze funk-
cia r je konkdvna funkcia a mnozina x = {(Xy11, Xy) : Xpo1 < F(Xy, P), P, € R™}
je konvexnd a kompaktna. Dynamické programovanie hlad4 funkciu
D : R™ — R™, t. j. optimalne riadenie nezavislé od casu, ktora zobrazuje stavové
premenné X; na riadiace premenné P;.

Pojem hodnotovéa funkcia V' (X) vyjadruje optimalnu hodnotu povodnej maxi-
malizacnej tlohy pri lubovolnej pociatocnej podmienke X € y. Definujme

V(X,) = max iﬁt'r’(Xt,Pt)

(P20 t=0

za podmienky (6.2) a s Xy danym. Hladanie nekone¢nej postupnosti riadeni, ktoré
st rieSenim systému (6.1)—(6.2), zamenime za postupné hladanie optiméalnej hodnoty
V(x) a optimalneho riadenia D, ktoré riesia nekonecny pocet maximaliza¢nych tloh:

V(X)) = max{r(X,, ) + BV(F(X, )}, 20
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pre kazda hodnotu vektora X;. Tuto rovnicu nazyvame Bellmanova rovnica dy-
namického programovania. Pre tlohu na nekonecnom casovom horizonte je tato
rovnica len nutnou podmienkou optimality. Optimalnou hodnotou rovnice je prave
optimélne riadenie D(X;) a pre kazdy vektor X, spliia:

V(X)) = (X, D(X,)) + BV(F(X,, D(X,)), >0

Ide o funkcionalnu rovnicu s neznamymi funkciami D(z) a V(z), ktord mozeme
riesit roznymi metédami. Tie zavisia najmi na tvare funkcie r a F.

Vratme sa k rieSeniu maximalizacnej tlohy s racionalnymi ocakdvaniami. Téato
tloha stochastického dynamického programovania je modifikaciou tlohy (6.1) s pod-
mienkou (6.2). Definujme ju v tvare:

max EOZﬁtr(Xt, Zi, P)), kde 8 € (0,1)

{Pt}?io t=0
pricom Z; je k x 1 vektor stavovych exogénnych premennych. Tieto premenné neza-
visia od ostatnych typov premennych systému. Diferencné rovnice popisujiice vyvoj
vektora exogénnych premennych a stavovych premennych definujeme nasledovne:

Xt-l—l - F(Xt7 Zt7 Pt)7 t Z O

Zt+1 = A(Zt) + Etarl, t> 0

s podiatoénym X, a Zy danym. € je postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych
nahodnych premennych (rozmeru k x 1) so strednou hodnotou rovnou 0 a konec¢nou
kovarianénou maticou ¥ = diag{c?,, 0%, ...,0%,}. Vietky ostatné vlastnosti, platné
pre funkciu r a mnozinu stavovych premennych, st rovnaké ako v prvotnom probléme
(6.1)—(6.2) bez racionalnych o¢akavani. Neurcitost systému sa prejavuje v diferencne;
rovnici s ndhodnou premennou. Tato tloha s neurcitostou sa od tlohy (6.1)—(6.2)
lisi v tom, ze v tejto stochastickej llohe maximalizujeme ocakavanu a nie skuto¢nu
hodnotu ucelovej funkcie.

Bellmanova rovnica stochastického dynamického programovania ma v tomto pri-
pade tvar:

V(Xy, Zy) = m]%x{r(Xt, Zy, B) + BE[V(F(Xy, Zy, By), A(Zy) + €441) Q4] } t>0.

(6.3)
) predstavuje uz definovani informa¢ni mnozinu, obsahujicu vsetky premenné
zname do Casu t vratane.

Pri uréitych predpokladoch optimalna hodnotovéa funkcia pre problém (6.3) je
rovnaka pre akikolvek kovarianénii maticu X pre €. Z toho vyplyva, Ze aj optimalne
riadenie je nezavislé od kovariancnej matice . Tato vlastnost je splnend, ak pred-
pokladame, ze tcelova funkcia je kvadraticka a stavové rovnice st linearne. To nam
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umorziiuje riesit problém dynamického programovania s racionalnymi ocakavaniami
bez pouzitia operatora ocakavania. RieSime preto problém bez neurcitosti, kde kova-
rian¢nd matica Y je rovna nulovej matici. Nahodna premenné je nahradena svojou
strednou hodnotou, v nasom pripade nulou. Tto doéleziti vlastnost popiseme a zdo-
vodnime neskor v nasledujiicej kapitole.

6.2 Riesenie systému

Pristipme k rieseniu funkcionalnej rovnice:
V(Xt, Zt) = mp{i,X{T(Xt, Zt7 Pt) + 5V(F(Xt, Zt7 Pt)7 A(Zt))}

Urobme specificky predpoklad o tvare funkcie r, F' a A. Predpokladajme, ze funk-
cia r je kvadraticka a funkcie F' a A st linearne. Tento predpoklad nam zabezpeci
prijatelny tvar optimélneho riadenia a optimdlnej hodnotovej funkcie. Pri tychto
podmienkach je optimalne riadenie linearnou funkciou stavovych premennych a hod-
notova funkcia je kvadraticka. Takto Specifikovanému problému hovorime linearno-
kvadraticky problém dynamického programovania (L(Q problém).

Pre jednoduchost sa najprv zaoberajme tlohou bez diskontovania. Predpokla-
dajme kvadratickost ucelovej funkcie a linedrnost stavovej rovnice. Riesime teda
autonémnu LQ tlohu na nekone¢nom casovom horizonte:

max > {X/QX;+ P'RP}

[ ety t=0

so stavovou rovnicou X;,; = AX; + BP, s Xy danym. Matica @) je zaporne semide-
finitné a symetricka. Matica R je zdporne definitna symetrickd. Predpokladajme, ze
hodnotové funkcia je kvadratickd, t. j. V(X) = XTW X, kde W je zaporne semide-
finitn& symetrickd matica. Substituovanim stavovej rovnice do Bellmanovej rovnice
dynamického programovania ziskavame rovnicu:

V(X)) =X/ WX, = mp&:X{XtT QX+ P/ RP,+(AX,+BPF,)"W(AX,+BPF,)}. (6.4)
Nutné podmienka 1. rddu pre maximalizaciu vyrazu napravo v (6.4) déva vyraz:
(R+B"WB)P, = -B"TWAX,
pre kazdé P;,. To nam dava optimalne riesenie:
P, =—(R+B"WB)'B"WA X,.
Optimalne riadenie je linearna funkcia P, = —H X, stavovej premennej X;, kde

H=—(R+B"WB)'B"WA.
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Substituovanim optiméalneho riadenia do pravej strany rovnice (6.4) ziskavame Ric-
catiho maticovt rovnicu:

W=Q+ A" W - WB(R + B"WB) 'BTW]A.

Matica W je symetrickd a zaporne semidefinitnd matica.
Pre tlohu s diskontnym koeficientom

max iﬁt(XtTQXt + PI'RP), B e (0,1)

{Pt}?io t=0

s linearnou stavovou rovnicou
Xt+1 - AXt —|— BPt, t Z O (65)

plati rovnaké vlastnost ako v predchadzajicej LQ tlohe s malou obmenou v expli-
citnom vyjadreni optimalneho riadenia a hodnotovej funkcie. Hodnotova funkcia je
kvadratickd V(X) = XTW3X, kde matica Wj je riesenim rovnice:

Ws = Q + BAT[Wj — BWsB(R + BB W,B) ' BTW;,] A. (6.6)
Optimalne riadenie ma v tomto pripade tiez linedrny tvar P, = —HzX,, kde
Hp = B(R+ BB"W3B) ' BTW;A.
Maticu Wj je mozné vypocitat numericky iteracne predpisom
Wi = Q + BAT[W] — BWB(R + BB"W}B) ' B"W}A

pri zadani pociatocCnej iteracie Wg = 0. Za urcitych podmienok plati konvergencia
iteracie limy_.o W* =W .

Podmienku, za ktorej dochéddza ku konvergencii iteracného procesu, charakte-
rizujeme stru¢ne. Ak substituujeme optimalne riadenie P, = —HX; do stavovej
rovnice X1 = AX, + BP,, tak ziskavame diferen¢ny systém X,.; = (A — BH)X,.
Tento systém povazujeme za stabilny, ak lim; .., X; = 0 z akéhokolvek pociatoc-
ného bodu X, € R". Predpokladajme, ze vlastné hodnoty matice (A — BH) st
rozne a vyuzime Jordanovu dekompoziciu (A — BH) = CAC™!. Stipce matice C st
tvorené vlastnymi vektormi, matica A je diagonalna matica s vlastnymi hodnotami
matice (A — BH) na diagonéle. Zapisme skimany diferen¢ny systém v tvare:

X, = CA'C71X,.

Z tohto vyplyva, Ze systém je stabilny pre vSetky X, € R™ prave vtedy, ked vlastné
hodnoty matice (A — BH) st v absolatnej hodnote ostro mensie ako jedna. Viac
moze Citatel najst napriklad v [9].
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Stochasticka L(Q tloha dynamického programovania:

max oY B'(X7QX, + P RP),

{Pt}?io t=0
Xt+1:AXt—|—BPt+€t, tZO

kde e ~ N(0,X) a pociato¢né X je dané. Hodnotova funkcia pre tento problém méa
tvar:

V(X) = XTWsX +d,

kde W3 je jednozna¢ne urcend zaporne semidefinitnd matica Riccatiho maticovej
formy pre LQ tlohu s diskontnym faktorom (6.6). Skalar d je v tvare:

d=B(1—3)""tr W;3.
Optimalne riadenie je linedrna funkcia P, = —HgX;, kde
Hs = B(R+ BB"W;sB) ' BTW;3A.

Vsimnime si, ze optimalne riadenie je v tomto stochastickom pripade rovnaké ako
v pripade, kedy do systému nevstupuje ziadna ndhodné premennd. Tato vlastnost sa
nazyva princip ekvivalencie ur€itosti (certainty equivalence principle). Dékaz tejto
vlastnosti je jednoduchy, ale pracny. Citatel ho méze najst podrobne popisany v [9].
Téato vlastnost vychadza z kvadratického tvaru ucelovej funkcie, linearnosti stavovej
rovnice a z vlastnosti Fle;41|;] = 0. Tento princip necharakterizuje teda problémy
stochastického riadenia vo vSeobecnosti.

Funkcia r v maximalizovanej ucelovej funkcii je casto nelinearna. Predchadza-
juca tedria dynamického programovania vychadzala z kvadratickej formy tejto funk-
cie. Kydland a Prescott navrhuji nahradit funkciu r(x) prave kvadratickou formou
2T Sz

Vyberieme si bod z (vhodnym vyberom je rovnovazny bod) a aproximujeme
funkciu r(x) Taylorovym polynémom druhého radu v okoli zvoleného bodu z:

a) = r(®) + (x — ) O (F) + 3o~ ) (@)~ ).

Numericktl aproximaciu moézeme vypocitat nasledovnym sposobom. Nech funkcia r(z)
je aproximovana nasledovne:

r(z) = r(z)+m’(z —7) + %(x - 2)7Q(x — 1),

kde m je numerickd aproximadcia prvej parcialnej derivacie vypocitana vztahom:
- Lo - i
m;r(T) = ﬁ[r(m‘ +h') —r(z - hY)],
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pricom h; je nulovy vektor s A na i-tom mieste a h je dostato¢ne malé. Aproximacia
Q je odhadom druhej parcidlnej derivacie numericky pocitanej vztahom:

Q2r(z) %[r(x F R 4 1(F — B) — 20(F)

Qir(z) = e r(Z+h+0W)+r(@+h" —HW)—r(@—-~r+h)+r(x—h"—1)
pricom h; je nulovy vektor s h na i-tom mieste a i je dostato¢ne malé. Podla tejto
aproximécie a (6.6) dalej moZzeme iterativne najst hladané optimalne riadenie.

6.3 Riesenie RBC modelu

Pri tomto sposobe rieSenia je vhodnejsie zvolif si ako riadenie investicie i; v Case ¢
a nie spotrebu ¢;, ako to bolo v predchadzajicich sposoboch riesenia. Zjednodusi to
dalsiu tpravu modelu do formy, ktort je mozné iterativne riesit. Riadiace premenné
modelu st preto ¢; a hy, stavovymi premennymi modelu st k; a Z;. V definicii modelu
sa objavuje priamo premenna c¢;, preto ju nahradime ekvivalentnym zapisom

G =Y — by = eZtkf‘hi_“ — 1.
V riesenom RBC modeli je
r(ky, Zyyig, hy) = In(eZk®hi = —4,) — In(1 — hy).
Stavové rovnice su linearne a maju tvar:
kipr = (1 —0)ky + 44 (6.7)

Zy1 = pZy. (6.8)

Nasledujuci postup prehladne nacrtava prakticky iterativny postup rieSenia auto-
némnej LQ tlohy na nekoneénom ¢asovom horizonte. V zapise vyuzivame stipcovy
vektor w = (k, Z, i, h).

e Stavové rovnice (6.7) a (6.8) mdzeme vdaka ich linearnosti zapisat v maticovej
forme (k, Z) = Nw, kde

1-6 0 1 0
N=1"0 , 0 o

e Hodnotovii funkciu v j-tej iterdcii zapiSeme v tvare Vj(k, Z) = w; +n/ (k, Z)+
+(k, Z)10;(k, Z). Zvolime Vy = 0, t. j. Ko, Mo a O st nulové.

V Kym nebude splnend presnost koeficientov x;, 7; a ©; (rozdiel predchadzaja-
cich a novovypocitanych koeficientov) pokrac¢ujeme v iterdciach.
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> Dosadenim j-tej iteracie hodnotovej funkcie do hodnotovej funkcie Vi,
a vyuzitim linedrneho vztahu (k, Z) = Nw ziskame tvar hodnotovej funk-
cie v (t + 1)-tej iteracii:

1

Vie(k,Z) = I%%X[T(w)+mT(w—w)+§(w—w)TQ(w—ZT))+ﬁ/{j+ﬁ77]TNw+

+BwT NTO,; Nw)

> Kvoli maximalizacii podla riadiacich premennych rozdelime vektor w na
vektor riadiacich (i, h) a vektor stavovych premennych (k, 7). Pomocou
nutnej podmienky prvého radu pre extrém najdeme vztah pre optimalne
riadenie.

> Po dosadeni predpisu optimélneho riadenia do vzfahu pre hodnotovii
funkciu Vji1(k, Z) a po jej upraveni na kvadraticky tvar Viii(k,Z) =
Kjr1 + 0 (k, Z) + (k, Z2)T©;141(k, Z) dostavame vztahy pre nové koefi-

cienty Kj41, nj+1 a Oj41.

e Po splneni pozadovanej presnosti, z poslednej iteracie ziskavame predpis pre
optiméalne riadenie.

V prilohe prace moze ¢itatel ndjst cely program obsahujuci algoritmus rieSenia. Pri
numerickom hladani rieSenia musime zvolit zastavovacie kritérium. V nasom pripade
je to presnost, kedy povazujeme rieSenie za dostato¢ne presné. Presnost urc¢ujeme ako
maximalnu hodnotu z rozdielov jednotlivych prvkov k, n a ©. Pozadovani presnost
sme zvolili na trovni 10~7. Pri zmene tejto pozadovanej presnosti sme nedosiahli
vyznamne rozdielne vysledky koeficientov. Inak je to v pripade numerickej presnosti
prvej a druhej derivacie vyuzitej v rieseni. Pomocou analytického vypoctu deri-
vacie uzitkovej funkcie v rovnovaznom bode sme zistili, ze najpresnejsiu derivaciu
dosiahneme pri volbe kroku h =107%. Pri tejto volbe kroku rozdiel medzi skutoc-
nou hodnotou derivacie v rovnovaznom bode a numerickou derivaciou je maximéalne
radovo 1071, Pri takejto volbe pozadovanych parametrov numerického vypoctu zis-
kavame rieSenie v premennych bez vlnky. Optimalne riadenie mé v tomto pripade

)=l + [ a2l [Z)
hy by co1 Caol L Zy

Presny predpis optimalneho riadenia vypocitaného pomocou dynamického progra-

aj konstatny clen b:

movania je:
1 = 0.504042 — 0.0357336 k; + 1.08305 Z;, (6.9)

hy = 0.542554 — 0.0113606 k. + 0.20982 Z,. (6.10)

Tento zapis optimélneho riadenia transformujeme do premennych s vinkou, aby
bolo mozné porovnat jednotlivé metddy rieSenia. Zaroven musime ziskat namiesto
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premennej i, premennii &. Zéapis (6.10) mozeme prepisaf do tvaru:

7 123021 7 Cog 7
hy = —k + =A,;.
t A
Pre transforméaciu rovnice (6.9) je potrebné vyuzit zapis 7; = y; — ¢; pricom nésledne
aproximujeme y, = e“k*h;~* Taylorovym polynémom prvého radu okolo rovno-
vézneho stavu premennych. Definujme stipcovy vektor 5 = (k, Z, ¢, h). Po kratkych
upravach ziskavame vztah:

. k ou , ou, |~ 1 ou , ou , ~
Ct = E(_CH + %(S) + 621%(8))] ki + [E(_012 + a(s) + co—(5))| As.

Optimalne riadenie, ako linearna funkcia stavovych premennych s vinkou, mé pri
rieSeni metédou dynamického programovania tvar:

¢ = 0.549945 k; + 0.462177 A,,

hy = —0.187866 k; + 0.459378 A,.
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7 Porovnanie metod riesenia

Jednotlivé pouzité metédy porovnavame na zaklade narocnosti pripravnych vypoc-
tov, numerickych vypoc¢tov a numerickej presnosti. V nasledujicej tabulke zhrnieme
vysledky pouzitych metdd, t. j. porovname predpisy optiméalneho riadenia zaklad-
ného RBC modelu s parametrami kalibrovanymi na slovenskych déatach. Tabulka
porovnava koeficienty acy, aca, agx a aga vypocitané popisanymi metddami.

pouZita metéda ack aca aAHK aHA max. BK?
metdda podla Blancharda a Kahna  0.549949 0.462182 -0.187868 0.459374 0
metdéda neurcitych koeficientov 0.549949 0.462182 -0.187868 0.459374 1.11355x1013

rieSenie dynamickym programovanim 0.549945 0.462177 -0.187866 0.459378 5.11805x10~6

Mozeme povedat, Ze metddou podla Blancharda a Kahna vypodcitame rovnaké koe-
ficienty ako pri pouziti metddy neurcitych koeficientov. Obidve metédy vychadzaju
z BEulerovych rovnic, ktoré je nutné loglinearizovat. Metéda neurcitych koeficientov
vyuZziva na hladanie nezndmych koeficientov numerické hladanie® korefiov systému
4 rovnic o 4 neznamych. Metdda podla Blancharda a Kahna vyuziva invertovanie
a nasobenie matic. Nevyhodou ¢asto vyuzivanej metédy neurcitych koeficientov, ze
prvotny predpoklad o rieSeni moze nechat nejaké rieSenie neodhalené. Velkou nevy-
hodou tychto dvoch Eulerovych metdd je ich tazka prisposobivost. Pri akejkolvek
zmene zadania modelu je nutné opétovne vyratat Eulerove rovnice, loglinearizovat
ich a potom pouzif jednu z Eulerovych metdéd. Uz pri jednoduchom zékladnom RBC
modeli popisanom v tejto praci si tieto odvodenia a vypocty velmi neprehladné, aj
ked nie zlozité.

Riesenie pomocou dynamického programovania je postavené na inej béaze. Aj
v tomto pripade st nutné zjednodusSenia modelu. Zakladny RBC model, ktory je
nelinearny, transformujeme na autonémnu LQ tlohu dynamického programovania.
Nutné je naprogramovat cyklus, ktory sa zastavuje pri dosiahnuti zvolenej presnosti.
Postup vyzaduje vypocet derivacie (prvej a druhej). V naSej préaci tieto derivacie
v rovnovaznom stave odhadujeme. To zjednodusuje neskorsiu manipulaciu s progra-
mom. Vyhodou tohto postupu je prave jeho prisposobivost. Po zmene pociatoénych
hodno6t, akymi st pocet riadiacich a stavovych premennych, rovnovazne stavy pre-
mennych a funkcia r, moézeme okamzite vypocitat optimélne riadenia skiimaného
systému. Vysledné koeficienty tohto postupu sa od koeficientov vypocitanych me-
tédou Blancharda a Kahna lisia viac ako je to pri metéde neurcitych koeficientov.
Stéle ale mdzeme tento rozdiel povazovat za zanedbatelny.

Pri analyze makroekonomickych modelov s racionalnymi ocakavaniami by sme
preto odporucali pouzif rieSenie dynamickym programovanim. Tento sposob reSenia
je po prvotnom odvodeni a naprogramovani velmi lahké aplikovat na dalsie modely.

8Maximalna odchylka od koeficientov vypoéitanjch pomocou danej metédy od koeficientov
vypocitanej podla metédy Blancharda a Kahna.
9V programe MATHEMATICA 3.0. pouzivame napriklad prikaz FindRoot.
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8 Zaver

Racionélne ocakavania tvoria neodmyslitelnt ¢ast makroekonomickej tedrie stcas-
nosti. Predpoklady racionalnych ocakavani, akymi st poznanie celého modelu vset-
kymi agentami a rovnakéa informovanost jednotlivych agentov, st v redlnom svete
nesplnené. Napriek tomu je tento typ ocakavani velkym krokom vpred v ekonomickej
tedrii. Ich vyuzitie je rozsiahle. Ocakavania sa mozu objavit napriklad v diferenc-
nych systémoch alebo v diskrétnych modeloch, v ktorych maximalizujeme tcelova
funkciu za urcitych podmienok.

V nasej praci sme popisali tri pristupy k rieseniu systémov s racionalnymi ocaka-
vaniami. Matematicky aparat, na ktorom st rieSenia postavené, obsahuju len pojmy
a vlastnosti nutné pre spravne pochopenie prace vypoctu. Zamerali sme sa na apli-
kaciu teoretického postupu do praktického riesenia modelu.

Rieseny RBC model je velmi jednoduchym systémom. V literattre je ¢asto pod-
robne popisany a citatel ho pravdepodobne dobre pozna. Odvodzovania a vypocty
st v tomto pripade pre ¢itatela prehladnejsie a rychlejsie ako by to pri inom, mozno
zaujimavejsom, modeli.

Eulerove metédy—metoda Blancharda a Kahna a metdda neurcitych koeficientov,
st charakteristické tjym, ze rieSenie je odvodené pre model, ktory je v tvare diferenc-
ného systému s racionalnymi ocakavaniami. Maximalizacné tilohy su riesené tak, ze
diferenénym systémom sa stavaji nutné podmienky pre extrém tejto tlohy. Tymto
sposobom sme riesili aj ukdzkovy RBC model. Dynamické programovanie umoznuje
len riesenie maximalizac¢nej ulohy.

Vzorovy RBC model sme vyriesili vSetkymi troma spdsobmi rieSenia. Za vysle-
dok riesenia sme povazovali predpis optimalneho riadenia prepisaného do premen-
nych s vlnkou. Porovnanie metéd nam dalo priaznivé zavery. Mozeme povedat, Ze
vsetkymi metédami sme dospeli k rovnakému rieSeniu. Odchylky medzi rieSeniami
jednotlivych metdd st velmi malé a povazujeme ich za zanedbatelné. Pri rieSeni
modelov s raciondlnymi ocakavaniami by sme uprednostnili postup dynamického
programovania, pretoze umoznuje rychlu modifikaciu modelu bez opétovnych algeb-
raickych tprav.

Préaca vytvara prehlad tedrie racionélnych ocakavani a zaoberd sa aj praktickou
aplikdciou raciondlnych ocakavani. Je mozné rozsirit ju v dvoch smeroch. Podrob-
nejsie je mozné popisat tedriu rieSenia, t. j. hlbSie rozobraf matematicki stranku
rieSenia. Druhym zaujimavych rozsirenim je makroekonomicky vyskum. Dobrym
vyuzitim racionalnych ocakavani st simulacie, ¢i predikcia makroekonomickych uka-
zovatelov.
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9 Priloha

Priloha je tvoren4 kompletnymi programami v programe MATHEMATICA'?.

9.1 Program pre rieSenie podla Blancharda a Kahna

Definovanie pouzivanych parametrov:
alfa=0.33; bet=0.981; delta=0.031; ro=0.95;
Vypocet rovnovazneho stavu:

M=1/bet-1+delta;

hss=(M*(1- alfa)/alfa)/(M/alfa delta+(1-alfa)*M/alfa);
kss=(Mxhss~ (alfa-1)/alfa) " (1/(alfa-1));
css=(1-alfa)*kss~alfa *hss‘(—alfa)*(l—hss);
yss=kss~alfaxhss”(1-alfa);

rss=M;

wss=(1- alfa)*yss/hss;

Definovanie pomocnych konstant:

K=(rss*(1-alfa)/(1+rss-delta));
Ki=1-delta+rss-alfa*css/kss;
Hi=(1-alfa)*yss/kss+css*(alfa+hss/(1-hss)) /kss;
Al=-css/kss+yss/kss;

Af={{K1,H1},{-alfa+K*xKl+alfa*K1l,alfa+hss/(1-hss)+K*xH1 +alfaxH1}};
gamaf={{A1},{-1+K*A1-K*ro/(1-alfa)+ro+alfa*Al}};
B={{1,0},{0,K+alfa+hss/(1-hss)}};

Vypocet matice A a v:

A=Inverse[B] .Af;

gama=Inverse [B] . gamaf;

ev=Eigenvalues[A];

gamal=gama[[1]] [[1]];gama2=gama[[2]] [[1]];
evi=ev[[2]];ev2=ev[[1]];

Vypocet blokovych matic potrebnych pre rekurentny vzorec:

X=JordanDecomposition[A];
Q=Join[X[[1]][[11],X[[1]1][[2]]]
b1i=gL[1]7;b12-Q[ 1311 ;b21=G(3]];b22-QC[41];
d=b11*b22—b12*b21;
mi=-b12*(ev2-evl)*(-b21*gamal+bll*gama2)/d;

c=Table[0,{2003}];
Hbk=c; Abk—c Kbk=c
Abk[[1]11=0.05; Kbk [1]]= =0;

For[i=1,i<200
Kbk [ [i+1] =evi*Kbk [[1]]+(gamal+mi/ (ev2-T0))*Abk[[i]];
Abk[[i+1]]=ro*xAbk[[i]];
Hbk [ [1]1=b21/b11*Kbk [[11]-(- b21*gamal+blixgama2)*Abk[[i]]/(bl1*(ev2-r0));
i++

]

Ack=alfa-(alfa+hss/(1-hss))*b21/b11;
Aca=1+(alfa+hss/(1-hss))* (- b21*gama1+b11*gama2)/(bll*(ev2 ro));
Ahk=b21/b11;

Aha=—(—b21*gama1+b11*gama2)/(bll*(ev2—ro));

WOgoftvér MATHEMATICA 3.0 od Wolfram Research
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9.2 Program pre metédu neurcitych koeficientov

Vypocet neznamych koeficientov:

{Ack,Aca,Ahk,Aha}={Ack,Aca,Ahk,Aha}/.FindRoot [{
Ack+Ahk* (hss/(1-hss)+alfa)==alfa,
Aca+Ahax*(hss/(1-hss)+alfa)==1,
-Ack/(rss*(1-alfa)/(1+rss-delta))==
(-1+Ahk- Ack/(rss*(1-alfa)/(1+rss—delta)))*
((1-delta+rss)+(1-alfa)*yss*Ahk/kss-css*Ack/kss),
-Aca/(rss*(1-alfa)/(1+rss-delta))==
(-1+Ahk- Ack/(rss*(1-alfa)/(l+rss—delta)))x*
((1-alfa)*yss*Aha/kss-css*Aca/kss+yss/kss)+
rox(Aha+1/(1-alfa)-Aca/(rss*x(1-alfa)/(1+rss-delta)))},
{Ack,10},{Aca,10},{Ahk,10},{Aha, 10}]

For[i=1,1i<200,

{{c[[1]11},{h[[i]]1}}={{Ack,Aca},{Ahk,Aha}} {{k[[i]]},{A[[i]]}};

k1=(1-delta+rss)*k[[i]]+(1-alfa)*yss/kss*h[[i]] css/kss*c[[i]1+
yss/kss*A[[i]];

Al=roxA[[i]];

k[[i+1]]=k1;

Al[i+1]]1=A1;

i++

]

9.3 Program pre rieSenie dynamickym programovanim

eps=0.00001;

riad=2;

stav=2;;
DM={{1-delta,0,1,0},{0,r0,0,0}};

Uzitkova funkcia:

r[{{k_},{Z_},{i_},{h_}}] :=Log[Exp[Z] *k~alfaxh~ (1-alfa)-i]+Log[1-h];
ss={{kss},{0},{iss},{hss}};

tss=Transposetss];
Odhad prvej a druhej derivacie v rovnovaznom stave:

ht=1/100000; h=htxIdentityMatrix[4];

mr[q_,j_]:=(rlq+h[[j]11]-r[q-h[[j11]1)/(2*ht);

der1={Table[0,{43}]1};

For[i=1,i<stav+riad+1,
der%[[1,i]]=(r[SS+h[[i]]]—r[SS—h[[i]]])/(Q*ht);
++

Q=Identi%yMatrix[4];

For[i=1,i<stav+riad+1,

For[j=1, j<stav+riad+1,
If[i==j,Q[[1i,i]]=(r[ss+h[[i]]]+r[ss-h[[i]]]-2*r[ss])/(ht"2),
QLli,jll=(r[ss+h[[i]]+h[[j1]]-r[ss+h[[i]1]-h[[j1]]-
rss-h[[i]]+h[[jl]1]+r[ss-h[[i]]1-h[[j1]1]1)/(4*ht~2)
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Iterativny vypocet hodnotovej funkcie:

<< LinearAlgebra‘MatrixManipulation‘;

0=0;

m=Table[0,{stav}]; n=0*IdentityMatrix[stav]; i1ii=0;

presnost=1000;

While[presnost>eps,

]

g=derl-tss.Q+bet*m.DM;

gt=Transpose[g];
ggl=TakeMatrix[g,{1,1},{1,stav}];
gg2=TakeMatrix[g,{1,stav+1},{1,stav+riad}];
gl=Transpose([ggl]l ; g2=Transpose[gg2];

P=Q/2+bet*Transpose [DM] .n.DM;
P11=TakeMatrix[P,{1,1},{riad,riad}];
P12=TakeMatrix[P,{1,1+riad},{riad,riad+stav}];
P21=TakeMatrix[P,{riad+1,1},{riad+stav,riad}];
P22=TakeMatrix[P,{riad+1,riad+1},{riad+stav,riad+stav}];

U=Inverse [Transpose [P22]+P22] ;
V=P21+Transpose [P12] ;

a=r[ss]-derl.ss+tss.Q.ss/2+bet*o;

ol=a-gg2.U.g2+gg2.Transpose [U] .P22.U.g2;

ml=ggl-gg2.U.V-gg2.Transpose [U] . Transpose [P12] -gg2.Transpose [U] .P21+
gg2.Transpose [U] .P22.U.V+gg2.Transpose [U] . Transpose [P22] .U.V;

n1=P11-P12.U.V-Transpose [V] . Transpose [U] . P21+
Transpose [V] . Transpose [U] .P22.U.V;

presnost=Max [Abs[o-01] ,Abs [m-m1] ,Abs [m-m1]];
o=0l; n=nl; m=mi;
iii++;

Transformacia na systém s premennymi s vinkou:

-kss*(t[[1,1]]-derk-derh*t[[2,1]])/css

-(t[[1
kss*t [ [

2]]-derz-derh*t[[2,2]])/css
2,111 /hss

t[[2,2]]/hss
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