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Uvod

Pévodnym impulzom pre rozvoj tebrie hier bola analyza beZnych
spolo€enskych a hazardnych hier. Tato problematika sa sporadicky objavovala
v pradcach matematikov uz od 17. storoCia. No zéklady tedrie hier, ako ju pozndme
dnes, vytvorila publikacia ,Tedria hier a ekonomické spravanie" ( The Theory of
Games and Economic Behavior ) od matematika Johna von Neumanna a ekondéma
a Statistika Oskara Morgensterna v roku 1944. No nebola to prva publikéacia z tejto
oblasti. John von Neumann publikoval svoju prva pracu o teérii hier uz v roku 1928.V
nasledujucich rokoch sa zaoberalo tedriou hier mnoho fudi, z ktorych je pre vacsinu
ludi najznamejSi John Nash. Jeho prace sa zaoberali hlavne existenciou ekvilibria.

Teodria hier sa zaoberd modelovanim konfliktnych situacii, ktoré nazyvame
hry, hlavhe vdaka formalnej analégii v uzSom slova zmysle medzi nimi, aich
analyzou. Hry su hrané, teda konflikty sa deja, kedykolvek fudia navzgjom na seba
pésobia. Ak jazdime autom po preplnenej mestskej ulici, hrdme hru s ostatnymi
vodiémi 4ut. Manazer supermarketu robiaci rozhodnutia o cene, ktora rozhoduje, &i si
to kapime, hré hru so zakaznikmi a ostatnymi supermarketami. Tedria hier nam sice
svojou analyzou hier neposkytne odpovede na vSetky svetové problémy, no povie
nam, ¢o sa stane , ked sa fudia ovplyviiuju v racionalnom jednani, €o je v terajSej
dobe analyz najdélezZitejSie. Zaraduje sa medzi ekonomicko — matematické discipliny,
aplikovatelné nielen v oblasti ekonomického rozhodovania, ale aj v ekonomickej teorii
(pri modelovani réznych trhovych Struktar), v sociologii (pri Stadiu spravania jedincou
a skupin), v politologii (analyza volebnych systémov a pravidiel, procesu vzniku
koalicii rbznych spoloCenskych zoskupeni, principu uzatvarania dohdd
a kompromisov) a vo vojenskych vedach (planovanie vojenskych operacii). Bol by
som rad, keby sa tato poslednéa aplikacia tedrie hier vyuZzivala ¢o najmenej.

Mojim ciefom bolo vytvorit zbierku Gloh k predmetu Tedria nekooperativnych
hier. Zbierku, ktord pomdéze Studentom pred pisomkou, poskytne teoreticky zéklad
k rieSeniu prikladov a pripravi Studentov na dalSie predmety patriace k teorii hier, kde
vyuZziju vedomosti nadobudnuté aj z tejto zbierky.

Zbierka zagina slovnikom zakadnych pojmov pouZitych v tejto zbierke. Dalej je

zbierka rozdelena do troch kapitol. Prvé dve sa ¢lenia na podkapitoly, v ktorych je



obsiahnuta tedria, vzorové priklady a zadania prikladov, ktorych rieSenia sa
nachadzaju v tretej kapitole. Celd zbierka sa v podstate venuje hfadaniu réznych
ekvilibrii r6znymi spb6sobmi. Prva kapitola sa zaoberd hrou v strategickej forme,
ktorou sa zapisuju statické hry, v ktorych robia hra¢i simultdnne rozhodnutia, teda
hra¢i sa rozhoduju naraz, pricom nevedia dopredu ni€¢ o budicom rozhodnuti
protihraca. V takejto hre sa pridelia hracom, vyplatné funkcie a mnoziny stratégii.
Potom sa skima, ¢o sa stane, ked si hraci vybera stratégie, ktoré maximalizuja ich
vyplatu. V tejto kapitole sa venujem dominantnym a dominovanym stratégiam,
hradaniu ekvilibrii hier prostrednictvom nich, Nashovemu ekvilibriu, vztahmi medzi
Nashovym ekvilibriom a ekvilibridami najdenymi prostrednictvom uvedenych stratégii,
a kombinovanym stratégiam. Druha kapitola sa venuje hrdm v rozvinutej forme,
ktorou sa zapisujua dynamické hry. V takychto hrach sa hraci nerozhoduju naraz, ale
postupne, pricom vedia o predchadzajacich rozhodnutiach protihrdov. Takéto hry
zapisujeme vo forme grafu, ktory nazyvame stromom hry. Grafické znazornenie hry
nam ufah&uje pochopit vztah medzi kombinovanou a pochodovou stratégiou, najst

ekvilibrium njdené v podhrach pomocou spéatnej indukcie.



Slovnik zakladnych pojmov

Tebria hier — analyzuje konfliktné situécie scielom vypracovnia doporuceni pre rozumné
¢innosti kazdého z protivnikov pocéas konfliktu
- skima modely konfliktnych situécii

Hra - model konfliktnej situacie, v ktorej st dané stratégie protivnikov a matica vyplat
-formény zapis situécie, pri ktorg) sajedinci z¢astiuju strategicke iterécie

Strategick iter acia

1. HRACI - Kto sa hry z(¢astiiuje?

2. PRAVIDLA - Kto je narade? Co vetko vie dany hr&? Co vietko méZe urobit™?

3. VYSLEDOK - Ako sa skon¢i hra, pre vietky kombinacie akcii jednotlivych hr&ov?
4. VYPLATA - Ako si hré&i ceniajednotlivé vysledky?

Hradi - individualisti, ktory robiarozhodnutia
-snaZia sa maximalizovat’ svoj UZitok vyberom akcie
-strany zU¢astiuj Uce sa konfliktu

- mnozina hr&ov saoznatuje N ={1,2, ... ,n}

Akcialvyber - rozhodnutie hrécai (vetvav strome hry)
- voI'ba ¢o moze spravit’
-oznxteniea,i =1, ...,n

MnoZina akcii - mnoZina v3etkych moznych akcii hrécai
-oznacenie Ai=(&),i =1, ... ,n

Profil akcii - usporiadand mnoZina pozostavajlca po jednej akcii pre kazdého z n hracov
-oznacenie a= (ay,...,an)

Stratégia - pravidlo, ktoré hr&ovi i hovori, aky ma urobit’ vyber/akciu v kazdom okamihu (v
kazdom uzle)
-oznxtenies,i=1,..,n

MnoZina stratégii - mnozina vetkych moznych stratégii hrécai
-oznxenieS=(s),i=1,..,n

Strategicky profil - usporiadana mnoZina pozostévajlca po jednej stratégii pre kazdého z n
hréov
-oznaenie s=(sy,...,S)

Vyplata — UZitok, ktory ziskaju hr&ti po tom ¢o vSetci hr&i pouZili svoje stratégie ahraje
dohrana

Konetnd hra — hra skonetnym poc¢om stratégii pre kazdého hr&a, ktorych pocet je tiez
konecny



- dd sariesit’ pomocou linearneho programovania

Nekone€na hra— hra s nekonetnym pocom stratégii pre kazdého hraca

- neda sarieSit’ pomocou lineérneho programovania, neexistuje univerzalana metdda rieSenia,
pre kazdy typ hier je nutné pouZit’ iny spdsob rieSenia, pokial ovsem vdbec je ngjaky sposob
znamy

Hra s nekonstantnym siétom - pri réznych vysledkoch dostaneme r6zne stcty vyplat
Nekooper ativna hra — hra, v ktorej nie je pripustny vznik koalicii

Dynamicka hra - hr&i, ktory sa rozhoduju neskér v hre, vedia pre aké akcie sa rozhodli
ostatny hr&i pred nimi
- d& sa zapisat’ vo forme stromu (rozvinuta forma hry)

Statick& hra - v tgjto hre je absencia informécii o protihr&éovych akciach, rozhodujem sa
prave teraz (papier,kamen,noznice), rozhodnutia hr&¢ov su simultanne
- rieS sa pomocou dominancie

Inteligentny/raciondlny hra¢ - rozhoduje sa tak, aby boli jeho rozhodnutia ¢o
najvyhodnejSie

Neinteligentny/neracionalny Uéastnik — charakterizuje ho nahodny mechanizmus
rozhodovania ( oznatovany ako priroda).
- tieZ oznacovany ako pseudohr &¢
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Strategicka forma hry

Strategickad forma hry ( resp. hrav normédnom tvare ) — G(N,S,u)
N —mnoZina hr &¢ov
N={1..,n}
S—mnoZina strategickych profilov hry
S =S XSX ... X§,.1XS,

Sj = SIXSX ... XS.1XS1X ... XS
S - mnoZina strategii i-teho hrata

ds

S= (S, -+ »Sn)

Si = (S1,S2s o+ »S-1,S+1s -or ,Sn)
s=(s, si)

S - statégiai-teho hr&ca
u —vyplatné funkcia

u: S—R

u(s) = (Ua(s),ux(S), .- ,Un(s))

ui(s) - vyplatai-teho hréca pri pouZiti strategického profilu s
(ui(s) sa casto zapisuje ako matica vyplat)

Maticova hra je dana maticou vyplat rozmeru mxn, c¢astejSie tabulkou. Jednotlivé
riadky predstavuji stratégie jedného hr&a (je ich m) ajednotlive stipce stratégie druhého
hr&a (je ich n). Tieto stratégie tiez nazyvame ¢istymi alebo rydzymi stratégiami. Pri troch
hr&toch maticova hra pozostédva z viacerych matic, ktorych prvky st usporiadané trojice. O

pocte matic rozhoduje pocet stratégii tretieho hr&ca.



Bimatica je matica, ktorgl prvky sl usporiadané dvojice vyplat hratov. Opisuje
maticovu hru 2 hr&ov s nekonstantnym stiétom. Jgj prvky s usporiadané dvojice, kde prvé
¢ido je vyplata prvého hr&a a druhé vyplata druhého.

1.1 Nashove ekvilibrium

Nashove ekvilibrium strategickej formy hry G(N,Su) je taky strategicky profil s, Ze
plati u(s) = u(si, s 1) > u(s, s 5) prevéetky il N avéetky si S.
(Koncept vzajomne najlepsSich reakcii vzh/adom na stratégie protihracov. Kazdy hrac s
vyberie najlepSiu svoju stratégiu.)

Pozndmka 1: MnoZinu Nashowvych ekvilibrii hry G oznacujeme NE.

Priklad

Pod jednym stromom v o4ze sedia dve opice, mala a velkd. Su hladné a na strome
rastie jediné zézra¢né jablko, obsahujice 10 MJ. Ak vylezie na strom velka opica
spali 2 MJ a strasie jablko. Mal4 ho za€ne hned jest. Mal& opica pri vystupe na strom
nespali ni¢. Ak zacne jest jablko mal& opica, tak odje 4 MJ. Ak zacne jest velkd, tak
malej nechd len zbytky, hodné 1 MJ. Ak sa obidve dostanu k jablku naraz, tak malej
sa ujdu 3 MJ.

i) NapiSte strategicku formu tejto hry.

ii) Najdite Nashove ekuvillibria.
RieSenie

i) Mame 2 opice, c¢ize N={1,2}.
Kazda opica ma na vyber ist’ hore (H) alebo ostat’ dole (D), ¢o su vlastne jej akcie
(v tomto pripade aj stratégie). Teda A;= A,={H,D}.

Funkciu vyplat zapiSeme v tvare bimatice na nasledujicej strane



MO

H D
VO | H |53 |44
D|91]| 00

ii) Nashove ekvilibria hfadame tak, Ze v riadkoch h/fadame maximum z vyplat MO
a v stipcoch maximum z vyplat VO. Vlastne hfadame stratégiu, ktora nas privedie k
najlepSej vyplate pre jedného hraca pri tej istej stratégii druného hraca. (Ak je to hra
s troma hra¢mi, tak pre tretieho hfadame maximum v rovnakych bunkach tabuliek,
teda maticiach vyplat) Bunka tabulky, ktora obsahuje obe maxim& je Nashove
ekvilibrium. NE = { (H,D), (D,H) }

MO

H D

VO | H |53 |44
D|91]| 00

1.2 Dominantné a dominované stratégie

Stratégia s’ je ostro dominovana stratégii s** hrécai ak plati
u(s',s) <u(s',si previetky sl S;
(Stratégia s' je ostro dominovana stratégii s hracai ak plati, Ze pre ktoréko/vek stratégie

ostatnych hracov da s* nizSiuvyplatuako s'* prehracai.)

Stratégias' je dabo dominovand stratégii 5** ak plati
u(s',si) <ui(s'*,si) prevaetky sil S;
pokial

u(s',si) < u(s',si) preniektorés;l S,.

Poznamka 1: Tiez hovorime, Zes'* ostro/slabo dominuje s°.

Pozamka 2: Racionélny hrac¢ nepouZiva ostro dominované stratégie.



Stratégia s’ je ostro dominantna ak plati
U(s',si) > Ui(s,si) previetky sil S; avdetky si S-{s'}

(Ostro dominantnd stratégia ostro dominuje v3etkym stratégiam hrécov.)

Stratégias' je slabo dominantna ak plati
U(s',si) > Ui(s.si) prevdetky sil Si avietky sT S-{s'}

Poznamka 1: Racionalny hrac pouZiva ostro dominantnu stratégi vzdy ked’ existuje.

Poznamka 2: Raciondlny hréac¢ obvykle pouziva slabo dominantnu stratégiu.

Strategicky profil s=(s1,, ... ,S,) tvori ekvilibrium ostro dominantnych stratégii
(d'al'ej ako EODS), ak pre kazdého hrécai je s ostro dominantna stratégia.
(Takeéto ekvilibrium je jediné Nashove ekvilibrium.)

Strategicky profil s=(s1,S, ... ,Sy) tvori ekvilibrium slabo dominantnych stratégii

(d'al’g) ako ESDS), ak pre kazdého hr&cali je 5 slabo dominantna stratégia,
(Takeéto ekvilibrium je Nashove ekvilibrium, okrem neho existuju aj iné Nashove ekvilibria.)

Priklad

Zistite, ¢i sa v danych bimaticiach nachadzaju slabo dominované, ostro dominované,

slabo dominantné, ostro dominantné stratégie a EODS alebo ESDS.

1 2 3 1 2 3

2,1 |32 |41 A 22 (33 |42
B 12 |34 |22 B 43 |54 |61

01 |23 |13 C 00 |24 (31

RieSenie

Pri h/adani danych stratégii vlastne porovnavame vektory. V riadkoch porovnavame
vektory zloZené z vyplat prvého hraca, v stipcoch z vyplat druhého hraéa. Pri ostro

( resp. slabo ) dominantnych stratégiach vektor, ktory jej zodpoveda, musi byt ostro



vacsi ako vSetky ostatné vo vSetkych zloZzkach ( resp. v aspori jednej ). Teda
hfadame stratégiu, ktora prinesie najvacsiu pripadne rovnaku vyplatu, nech si druhy
hra¢ zvoli akukolvek stratégiu. Pri ostro ( resp. slabo ) dominovanych stratégiach
musi byt zodpovedajlici vektor ostro mensSi ako jeden z ostatnych vo vSetkych
pripadne rovnakd vyplatu, nech si druhy hrd¢ zvoli akukolvek stratégiu Takymto
postupom dostaneme, Ze v prvej bimaticii su stratégie A a 2 slabo dominantné, 1
a C ostro dominované (stratégiami 2 a A), 3 aB slabo dominované a bimatica
obsahuje ESDS = (A,2). V druhej bimatici s B a 2 ostro dominantné teda tvoria

EODS = (B,2), ostatné stratégie st ostro dominované dominantnymi stratégiami.

1.3 Iterované eliminacia dominovanych stratégii

Ekvilibrium iterovang eliminacie ostro (resp. slabo ) dominovanych stratégii
(dal'g ako EIEODS a EIESDS) ziskame postupnou eliminéciou ostro (slabo) dominovanych
stratégii, aZ kym ndm neostane po jedng stratégii pre kazdého hr&a, ktoré tvoria toto
ekvilibrium. Pricom pod postupnou eliminaciou rozumieme, Ze d'alSiu dominovanu stratégiu

hradame v matici vyplat uz bez predtym ngdenych dominovanych stratégii.

Hra je rieSitePn4d dominanciou ak existuje ekvilibrium iterovangj eliminécie ostro

dominovanych stratégii.

Priklad

Aukcia s najvySSou cenou.

Uvazujte nasledujuci scenar zjednoduSenej aukcie. Dvaja jednotlivci, Hra¢ 1 a Hrac
2, sutazia v aukcii o hodnotny predmet. Obaja hraci davaju svoju ponuku v zalepenej
obalke bez toho, aby poznali ponuku svojho protihra¢a. Ponuka musi byt nasobkom
100 Sk a maximalna vySka ponuky mdze byt 500 Sk. Pre Hra¢a 1 ma predmet

hodnotu 400 Sk a pre Hraca 2 mé hodnotu 300 Sk. Predmet ziskava hrac, ktory da



vySSiu ponuku. V pripade rovnosti ponuk predmet ziska Hra¢ 1. Vitaz plati za
predmet cenu p, teda to ¢o ponukol. Teda, ak pre hra€a i ma predmet hodnotu x a
hra¢ i predmet vyhrd, tak jeho vyplatou je x-p. Ak hra¢ ipredmet nevyhra, jeho

vyplatou je 0. Matica vyplat je nasledovna:

0 100 200 300 400 500
0 400,0 0,200 0,100 0,0 0,-100 0,-200
100 300,0 300,0 0,100 0,0 0,-100 0,-200
200 200,0 200,0 200,0 0,0 0,-100 0,-200
300 100,0 100,0 100,0 100,0 0,-100 0,-200
400 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,-200
500 -100,0 -100,0 -100,0 -100,0 -100,0 -100,0

i) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminacii ostro dominovanych stratégii?
Ma hra ekvilibrium iterovanej eliminécie ostro dominovanych stratégii?

ii) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminacii slabo dominovanych stratégii?
M4 hra ekvilibrium iterovanej eliminacie slabo dominovanych stratégii?

iii) Je hra rieSiteln4 dominanciou?

RieSenie

i) V hre méZeme eliminovat’ ostro dominované akcie v takomto poradi:

Hrac 1: 500

Hrac 2: 500
Po tejto elimincii v hre neostanu Ziadne ostro dominované akcie. Teda vSetky
stratégie s ponukami hrac¢ov vo vyske 0, 100, 200, 300 a 400 po iterovanej eliminacii

ostro dominovanych stratégii v hre ostant a hra nema EIEODS.
ii) V hre méZzeme eliminovat’ slabo dominované stratégie v poradi ako je znazornené
tabu/ke na druhej strane. Iterovand eliminécia slabo dominovanych stratégii tak vedie

k jedinému vystupu z hry k EIESDS = (200, 200).

ii) Hra nie je rieSite/na dominanciou, pretoZe neexistuje EIEODS.

10



0 100 200 300 400 500
0 Eliminacia 8
A Eliminacia
100 | Eliminacia 7 D, .
Eliminacia . Eliminacia
9 10 Eliminacia 5 4 Eliminaci
200 EIESDS az2
300 Eliminacia 6
400 Eliminacia 3
500 Eliminacia 1
1.4 Priklady

1. UvaZujte nasledujucu hru “delenie koruny”. Medzi dvoch hra€ov sa ma rozdelit

jedna koruna. Hr&¢€ 1 robi ponuku (rozhoduje sa, aku €ast koruny da Hracovi 2). Hra¢

2 bez toho, aby videl ponuku Hraca 1, sa rozhoduje od akej vySky ponuku prijme

alebo nie. Hra¢i maju k dispozicii volbu nasobkov 25 halierov, teda 0, 25, 50, 75

halierov a 1 koruna. Ak ponuka Hra¢a 1 je aspon tak vysoka ako ochota Hraca 2

ponuku akceptovat, dojde k dohode, v opacnom pripade nedéjde k dohode. Ak dojde

k dohode, Hra¢ 2 dostane ponukanu cCast koruny a HraCovi 1 ostane zvySok. Ak

neddjde k dohode, ani jeden hra¢ nedostane ni¢ (obaja dostanu O halierov). OpiSte

tato situéciu ako hru v strategickej forme a ngjdite Nashove ekvilibrié.

2. Zadana je hra dana bimaticou:

0 1 2 3 4 5
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1 0,0 2525 105 0,5 0,5 0,5 0,5
2 0,0 0,5 4,4 0,8 0,8 0,8 0,8
3 0,0 0,5 0,8 4545 |09 0,9 0,9
4 0,0 0,5 0,8 0,9 4,4 0,8 0,8
5 0,0 0,5 0,8 0,9 0,8 2525 |05
6 0,0 0,5 0,8 0,9 0,8 0,5 0,0

i) Je v tejto hre ekvilibrium ostro dominantnych stratégii?

ii) Je v tejto hre ekvilibrium slabo dominantnych stratégii?

iii) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminacii ostro dominovanych stratégii?

11




iv) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminacii slabo dominovanychstratégii?
v) Je hra rieSitefna dominanciou?

vi) Najdite Nashove ekvilibria.

3. UvaZujte situaciu reprezentovanu nasledujucou bimaticou:

2| L S P
A|10]|25 -21
B|l21|21)-10

i) NapiSte strategicku formu tejto hry.
ii) Je v tejto hre ekvilibrium ostro dominantnych stratégii?
iii) Je v tejto hre ekvilibrium slabo dominantnych stratégii?

iv) Najdite Nashove ekuvilibria.

4. Uvazujte priklad aukcie, presne ,aukcie s druhou najvy$Sou cenou“. V tomto
pripade vitaz zaplati cenu rovnajicu sa ponuke protihraca. Inac je zadanie rovnaké
ako v rieSenom priklade.

i) NapiSte strategickd formu hry.

i) M& hra ekvilibrium ostro dominantnych stratégii?

iii) Ma hra ekvilibrium slabo dominantnych stratégii?

iv) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminécii ostro dominovanych stratégii?
v) Ktoré stratégie ostanu v hre po iterovanej eliminécii slabo dominovanych stratégii?
vi) Je hra rieSitelnd dominanciou?

vii) Najdite Nashove ekvilibria.

5. SU dané bimatice hier:

a) b)
(2,-3) | (-1,3) (2,1) | (0,0)
(0,1) (1,-2) (0,0) (1,5)

c) d)
(2,-1) (-1,1) (-1,3) (1,3)
(0,2) (1,-1) (2,-1) (0,1)

(2,1) (-2,1)

12



i) Urdte, ktoré riadky a stipce zodpovedaju ostrej a slabej dominantnej (resp.
dominovanej) stratégii.

ii) Najdite Nashove ekuvilibria.

6. SU dané bimatice hier: a)
(1,1) (0,1) (2,0)
(1,2) (-1,-1) (1,1)
(2,-1) (1,0) (-1,-2)
b)
(-2,3) (-1,1) (1,-2)
(0,1) (-1,-2) (1,1)
(2,2) (2,-1) (0,-3)
c)
(-3,-2) (-1,-2) (8,9)
(-1,-1) (4,4) (-4,-3)
(8,9) (-1,-2) (-3,-3)

i) Eliminujte ostro dominované riadky a stipce, tak aby sa bimatice zredukovali na
najmensiu moznu velkost.

ii) Najdite Nashove ekuvilibria.

7. Su dané bimatice hier: a)
(3,3) (1,0)
(2,1) (0,-1)
(1,1) (-2,0)
b)
(4,3) (3,4) (1,-1) (2,0)
(6,1) (5.2) | ( ) | (3,-1)
(3,0) (2,2) (0,1) (1,-2)
c)
(8,4) (7,5) (5,5/2) (1,5) (2,3)
(9,-1) (7,4) (5,-2) (2,3) (4,0)
(3,3) (2,4) (3,4) (0,4) (-4,2)
d)
(0,1) (1,2) (2,3)
(-1, 3) (3,0) (2,2)
(4,2) (51) (4,6)




e)

(2,1)
(0,0)

(0,0)
(1,2)

i) Maju hry ekvilibrium ostro dominantnych stratégii alebo ekvilibrium slabo
dominantnych stratégii?

i) Najdite Nashove ekvilibrié.

8. Vroku 1943 japonsky admiral Imamura dostal rozkaz transportovat japonské
oddiely cez Bismarkove more do Novej Guinei. Americky admiral Kenney dostal
rozkaz napadnut Imamurove lodstvo a zbombardovat transportujice sa vojsko.
Imamura si musi vybrat medzi ,Kratkou“ dvojdhovou trasou, ,Dlhou” trojdriovou
trasou alebo poSle polovicu lodi jednou a polovicu druhou ,50/50“. Kenney musi
rozhodnat, €i poSle vSetky lietadla hladat na ,Kratku“ trasu, ,DIha“ trasu alebo ich
rozdeli na polovicu pre kazdu trasu ,,50/50%. Imamura neméze zruSit trasu lodi. No na
druhej strane Kenneyove lietadla sa na konci dia vréatia a dalSi defi m6zu letiet inde.
Pouzite maticu vyplat v nasledovnej tabulke, ktora predpokladd, Ze Kenney sa snaZzi
maximalizovat' po€et dni bombardovania a Imamura sa snazi minimalizovat pocet

dni bombardovania.

Imamura
Kratka Dlha 50/50
Krata (2,-2) (2,-2) (2.5,-2.5)
Kenney Dlha (1,-1) (3,-3) (2.5, -2.5)
50/50 (2,-2) (2,-2) (2.5, -2.5)

i) Pre kazdého hra¢a urcite ktoré stratégie su ostro dominantné, ostro dominované,
slabo dominantné, slabo dominované.

i) Najdite Nashove ekvilibrié.

9. Na Slovensku su tri televizne stanice, ktoré sa rozhoduju, ¢i maju hlavné vecerné
spravy vysielat o 19.00 alebo o 19.30, volba sa deje simultanne, priCom kazda
stanica sa snazi maximalizovat svoj podiel na trhu. Nasledujuce tabulky ukazuju
vysledky pre vSetky mozZné kombinécie volieb. V kaZzdej bunke su uvedené

percentualne podiely stanic v poradi Joj, STV, Markiza.
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i)

Ked Markiza sa rozhodne vysielat hlavné spravy o 19.00 hod.:

STV
| 19.00 19.30
Joi 19.00 42,24,34 37,23,40
J 19.30 34,40,26 60,22,18
Ked Markiza sa rozhodne vysielat hlavné spravy o 19.30 hod.:
STV
19.00 19.30
Joj 19.00 40,26,34 34,40,26
19.30 24,16,60 42,24,34
i)
Ked Markiza sa rozhodne vysielat hlavné spravy o 19.00 hod.:
STV
19.00 19.30
Joj 19.00 26,34,40 40,26,34
19.30 16,60,24 24,34,42
Ked Markiza sa rozhodne vysielat hlavné spravy o 19.30 hod.:
STV
19.00 19.30
Joj 19.00 24,34,42 23,40,37
19.30 40,26,34 18,22,60

Pokial je mozné, eliminujte dominované stratégie. Potom néjdite vSetky Nashove

equilibria tejto hry v Cistych stratégiach.

10.Ukézte taky priklad, Ze hra, ktorA ma ekvilibrium slabo dominantnych stratégif,

moéze mat aj iné Nashove ekvilibrium. NapiSte jej maticu vyplat.

11. Ukazte takd hru (maticu vyplat 3x3), ktord& ma jediné Nashove ekvilibrium
v gistych stratégiach, ktoré nie je ekvilibrium iterovanej eliminacie slabo
dominovanych stratégii ani ekvilibrium iterovanej eliminicie ostro dominovanych

stratégii.
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12. Rado a Janko hraju hru, ktorej vyplatna matica je v nasledujucej tabulke. N4jdite
slabo aj ostro dominované stratégie oboch hracov. Ukédzte na tomto priklade, Ze

poradie v akom su vymazavané slabo dominované stratégie vedie k inému vysledku.

JANKO
Vlavo \pravo
Hore (3,2) (2,2)
RADO Stred (1,1) (0,0)
Dole (0,0) (1,1)
13. N4jdite Nashove ekuvilibria a)
4.3 2,7 0,4
5,5 5,-1 -4,-2
b) c)
1,2 2,1 1,0 0,1 9,0 2,3
0,5 1,2 7,4 5,9 7,3 1,7
-1,1 3,0 5,2 7,5 10,10 3,5
d)
31 2,3 10,2
45 3,0 6?4
2,2 5,4 12,3
5,6 4,5 9,3

14. UvaZuijte hru, v ktorej ma vyhra hodnotu 30 dolarov. Zacastnuju sa jej traja hradi,
A, B a C. Kazdy z nich si mézZe kupit’ listok v hodnote 15 alebo 30 dolarov alebo si
listok vobec nekupit. VSetci hrd€i sa rozhoduju simultdnne a nezavisle. Potom,
poznajuc rozhodnutia o kupe listkov, organizator hry vyhlasi vysledky. Ak Ziadny z
hracov si nekupil listok, vyhra nie je udelend. Inak vyhru obdrzi hra¢, ktory si zakapil
listok v najvys$Sej hodnote, ak je len jeden takyto hra¢, alebo sa vyhra rovnomerne
rozdeli medzi dvoch €i troch hracov, ktori suc¢asne zakupili listky v najvysSej hodnote.

Vyjadrite hru ako maticu vyplat (budu 3). N4jdite vSetky Nashove ekuvilibria.

15. N4jdite ekvilibrium iterovanej eliminacie slabo (resp. ostro) dominovanych

stratégii. a) b)

C1 C2 C3 X Y z
R1 2,12 1,10 1,12 A 4,3 2,7 0,4
R2 0,12 0,10 0,11 B 55 5,-1 -4,-2
R3 0,12 0,10 0,13
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c)

H D
A 2,2 2,2
B 3,1 0,0
C 0,0 1,3

16. Uvedte priklad hry 2x2 s nasledujucimi vlastnostami:
i) Nema4 Ziadne Nashove ekvilibrium.

ii) M& presne dve Nashove ekvilibria.

iii) Ma presne tri Nashove ekvilibria.

iv) Ma presne Styri Nashove ekvilibria.

17. Zadanie je podobné ako v 9. priklade, no obidvaja admirali maju len 2 moZnosti.
Tabulka popisujuca vyplaty vyzera nasledovne. Najdite ekvilibrium iterovanej
eliminacie slabo (resp. ostro) dominovanych stratégii.

Imamura

Kratka | Dlh&a
Kenney | Kratka 2,-2 2,-2
Dlha 1,-1 3,-3

1.5 Kombinované stratégie

Kombinovand stratégia je rozdel enie pravdepodobnosti nad mnoZinou ¢istych stratégii.
(S - mnoZina cistych strategii i-teho hréca, jg velkost' | S| = m)

(Kompletne kombinovana stratégia obsahuje vSetky cisté stratégie hréca)

>'i mnozina v3etkych kombinovanych stratégii
%={3 Bs)s | v3etky B(s) >0, 5 S. 2 B) =1}, ol Y
Veta: Kazdakonecna hrama Nashove ekvilibrium.
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Veta: Kombinovany strategicky profil o; tvori NE <=>
1.) u(s.0.i) = u(s'ics) prevetky s'i,sl S
2.) u(s.0.) > Ui(si04) prevdetky si S, sl S

(S*i mnozina cistych stratégii s nenulovou pavdepodobnosfou v o; )

Ocdakavana vyplata i-teho hr&a sa vypocita nasledovne:

Ui(oi,8:) = 2. B(s)ui(s:,si)
sl S
V pripade, Ze vSetci hr&i pouZivaju kombinovanu strategiu potom:

Ui(0i04) =2, ... 2 B(S1) . B(Sui(9)
siTSL sl sn

Priklad

V nasledujucich bimaticiach najdite Nashove ekvilibriA medzi kombinovanymi aj
Cistymi stratégiami. Aké budd ocCakavané vyplaty hrdCov pri jednotlivych
kombin&ciach stratégii, ak by len Hra€l pouZzil kombinovanu stratégiu, vypocitanu pri
hladani Nashovho ekvilibria, ale aj vyplaty hraCov pri pouZiti obidvoch

kombinovanych stratégii?

a) b)
Hrac 2 EVA
L P w Z
Hrac 1 3,2 -1,3 ADAM A 4.1 2,3
-1,1 0,0 B 1,5 4.2
RieSenie

a) Hra nema Nashove ekvilibrium v cistych stratégiach, eSte ho budeme hladat

v kombinovanych stratégiach.

Hrac 2
y 1y
L P
. X H 3.2 13
Hrac 1 1-x D 11 0.0
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Ide nAm o maximalizaciu vyplat obidvoch hracov, ktoré maja tvar:

P1= X(By+(-1)(1-y))+(1-x)((-1)y+0(1-y))
P2 = y(2x+1(1-x))+(1-y)(3x+0(1-x))

dp: dp2
Ich maxima najdeme derivaciou: 0= %% =5y-1 0= %% =1-2X
dx dy

Z ktorych dostaneme x=1/2 , y=1/5 a teda kombinované stratégia maju tvar
1/2H+ 1/2 D a 1/5 L+4/5 P a vytvaraju Nashove ekvilibrium. NE=(1/2H+1/2D,
1/5L+4/5P)

Ocakavané vyplaty hrac¢ov pri jednotlivych kombinaciach stratégii, ak Hra¢ 2 pouZzije

kombinovanu stratégiu 1/5 L + 4/5 P vypocitame nasledovne:

pi( H, 1/5 L+ 4/5 P ) = 1/5 py(H,L) + 4/5 p1(H,P) = (1/5)3 + 4/5(-1) = -1/5
pu(D, 1/5 L+ 4/5 P ) = 1/5 py(D,L) + 4/5 p1(D,P) = 1/5(-1) + (4/5)0 = -1/5

p2( H, 1/5 L+ 4/5 P ) = (1/5)2 + (4/5)3 = 14/5
p2( D, 1/5 L+ 4/5 P ) = (1/5)1 + (4/5)0 = 1/5

Ocakavané vyplaty hrad¢ov, ak obidvaja hraci pouziju kombinované stratégie 1/2 H +

+1/2 D a1/5 L+4/5 P vypocitame nasledovne:

p1 = Xp1(H, 1/5 L+ 4/5 P ) + (1-X)ps( D, 1/5 L+ 4/5 P ) = 1/2(-1/5) + 1/2(-1/5) = -1/5

Podobne postupujeme aj pri vypocte p;, ktory nas privedie k vysledku p, = 3/2

b) Druha hra tiez nemé Nashove ekvilibrium v cistych stratégiach, preto ho budeme

h/adat’ v kombinovanych stratégiach pod/a poslednej vety.

EVA

G2 y 1-y

01 W Z

X Al 41| 23

ADAM 1-x B 15 | 4,2
P apam(A, 62) = p apam(B, 62) P eva(W, 61) = p eva(Z, c1)
4y + 2(1-y) = 1y + 4(1-y) 1x + 5(1-x) = 3x + 2(1-X)

y=2/5 x = 3/5

Teda NE = (3/5A + 2/5B , 2/5W + 3/5Z)
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Ocakavané vyplaty jednotlivych hrac¢ov mézme vypocitat’ aj cez ,pravdepodobnostné

okienko".
2/5W 3/5Z7
3/5A |3/5x2/5=6/25 |9/25
2/5B |4/25 6/25

Ocakavanu vyplatu Adama pri pouZiti danych kombinovanych stratégii vypocitame
tak, Ze scitame suciny jeho vyplat s prisluSnymi pravdepodobnostami. Pri Eve
postupujeme podobne.

P apam = 6/25x4 + 9/25x2 + 4/25x1 + 6/25x4 = 14/5
P eva = 6/25x1 + 9/25x3 + 4/25x5 + 6/25x2 = 13/5

1.6 Priklady

1. Pre aké a a b ma nasledujuca hra Nashove ekvilibrium v kombinovanych

stratégiach?

aw | b,x b
cy | d,z | 1-b
a 1-a

2. Pre aké x a y méa nasledujuca hra Nashove ekvilibrium v kombinovanych
stratégiach a aké su oCakavané vyplaty?

4-C-F | 4C-1 | x
0,0 4-1 | 1x
y 1-y

3. Ukazte, Ze nasledujuca matica vyplat ddva rovnaké oCakavané vyplaty pri
pouziti dvojic kombinovanych stratégii x = (1/3,2/3), y =(2/3,1/3) a x'=(2/3,1/3),

y' = (1/3,2/3). Hr&€ovi 1 priradime x a Hracovi 2 priradime y.

21 |00
00 [1,2
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4. Dana je nasledujuca bimatica:

01 12|23
-1,3 | 30 | 2,2
42 15103

i) Vypocitajte hodnotu ocakavanych vyplat hrd€ov pri pouZziti nasledovnych
kombinovanych stratégiach: (1/5,2/5,2/5) pre prvého hraa a (1/3,1/3,1/3) pre
druhého hraga. Dalej pri dvojiciach (2/5,1/3,4/15), (1/2,1/3,1/6) a (1/2,1/4,1/4),
(1/3,16,1/2).

ii) Ak Hra¢ 2 pouZije kombinovanu stratégiu (1/6,1/3,1/2) aké budu ocakavané
vyplaty hracov pri jednotlivych kombin&ciach stratégii?

iii) Ak Hra¢ 1 pouZije kombinovanu stratégiu (3/8,1/4,3/8) aké budu ocakavané
vyplaty hracov pri jednotlivych kombinéciach stratégii?

iv) Aké budu oakavané vyplaty hra€ov pri pouziti kombinovanych stratégii z ii) a iii)?
v) Overte, ¢i dvojica kombinovanych stratégii (1/2,0,1/2), (1/3,2/3,0) da takéto
oCakavané vyplaty p;= 3/8 , p,=2/3 ?

5. Hra je zadané nasledujucou tabulkou.

1\2 a b
A | 1,16 4.6
B | 2,20 | 3,40

N4jdite Nashove ekvilibrium tejto hry medzi kombinovanymi stratégiami a prislusné

oCakavané vyplaty.

6. V nasledujucich prikladoch ngjdite Nashove ekvilibria v €istych aj kombinovanych

stratégiach a pri kombinovanych stratégiach vypocitajte aj oCakavané vyplaty hracov.

a) b) c)

A B a b L P
A [1-1]-11 A [ 00| 61 H | 23 [ 34
B | -11 | 1-1 B 1,6 | 33 D | 44 | 01

7. V nasledujucich prikladoch najdite vSetky Nashove ekvilibri.

a) b) c)

L P m n E F
H 0,3 3,0 M 6,6 2,2 C 5-10 | -5,0
D 1,3 1,4 N 0,0 4,4 D 0,15 55
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d)
L P
5,5 20,0
20,0 55

u Vv
U 9,5 1,3
Vv 3,1 6,8

8. Dvaja fudia su schopni urobit’ dielo, len ak obaja pracuju. Néklady na ich namahu
sl 0 < ¢ <1, a ak je dielo dokon&ené, vyplata oboch sa rovna 1. Cize tdto hru

mobzeme reprezentovat pomocou bimatice v tvare:

U P
U 0,0 0,-c
P -c,0 1-c,1-c

kde P predstavuje akciu pracovat a U predstavuje akciu ulievat sa. Najdite vSetky

ekvilibria tejto hry.

9. N4jdite Nashove ekvilibrium v kombinovanych stratégiach.

a) b)
a b C e f m
A | 37|46 | 22 H 10 | 0,-1 | 59
B|28 59|11 S 21 | 00 | 30
cC| 12| 34| 0,0 D 37| 23| 4,0

Na elimin4ciu treba pouZzit kombinovanu stratégiu.

T1 | T2 | T3
S1/10 64|09
S2 12102 30
S3 137123140
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Rozvinuta forma hry

Rozvinuta forma hry popisuje rozhodovaciu situéciu vo forme grafu. Rozhodovanie
hr&tov prebieha postupne v jednotlivych rozhodovacich bodoch vo forme akcii. AZ ked” hra
skon¢i, méZzeme povdat’, Ze hr& pouZil stratégiu, ktora je zloZzena z postupnosti pouZitych

akcii. PouZiva sa na zapis arieSenie dynamicke hry. Graf takejto hry sa nazyva strom hry.

2.1 Strom hry

Strom hry je graf, ktory musi mat’ jediny zaciatok, neobsahovat’ cykly akazdému
uzlu musi priamo predchédzat’ len jeden uzol. Pozostava z vetiev auzlov. O kazdom uzle
musi byt zname, ktorému hr&covi a do ktorej informactnej mnoziny patri. Uzly rozdelujeme
na rozhodovacie, koncové, predchodcov, nasledovnikov a jeden zafiato¢ny. Kazdy
rozhodovaci uzol predstavuje rozhodovacii bod jedneho z hr&ov. Kazdy koncovy uzol
obsahuje vyplaty hrécov. Predchodca uzla X je uzol, ktory dosiahneme v strome pred tym
ako dosiahneme X. Nasledovnik uzla Y je uzol, ktory méZzme dosiahnit’ po tom ako sme
dosiahli Y. Kazda vetva predstavuje jednu akciu z hr&¢ovej mnoziny akcii v danom uzle.
Cestou z uzla S do C ozna¢ujeme postupnost’ uzlov a vetiev od Sdo C. (Teda kto bol na rade

a ako sarozhodol. Pod pojmom,, cesta* sa mydli cesta od zaciatocného uzla po koncovy.)

Informaéna mnozina je mnoZina uzlov v strome, tieto uzly musia patrit’ len jednému
hréovi amnozina akcii v danych uzloch musi byt rovnaka Ak za jednym uzlom nasleduje
druhy tak tieto uzly nemdzu patrit’ do rovnakej informa¢nej mnoziny. (Ak obsahuje viac uzlov,

hrac vie, Ze sa v ngl nachadza, no nevie v ktorom uzle.)
Hra méa dokonall infoméciu, ak kazda informa¢nd mnoZina obsahuje jediny uzol,

in& mé nedokonal U informaciu. (Pri takejto hre kazdy hréc vie, v ktorom uzle sa na strome
nachadza, ked’ je na rahu.)
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Priklad

Méte hru v rozvinutej forme, reprezentovanu nasledovnym stromom hry:

Wy - wyhra 1
L - prehra 1
D - remiza

i) Kolko informa¢nych mnoZzin maja hraci? Kolko akcii a uzlov obsahuju?

ii) Kolko Cistych stratégii maju hraci?

iii) Je to hra s dokonalou informé&ciou?

iv) PrepiSte strom do maticovej formy.

v) Ak& cesta vznikne pouzitim Cistej strategickej dvojice (rll,,LM) a aky d& vysledok?

vi) N4jdite vSetky Cisté stratégické pary, ktoré vedu k ceste {rRl}.

RieSenie

i) Hra¢ 1 ma 3 informaéné mnoZiny, obsahujice po jednom uzle. Informacné
mnoZina s uzlom a obsahuje 3 akcie, zvySné obsahuju po 2 akcie kazda. Hra¢ 2 méa
2 informaéné mnoziny, obsahujice po 1 uzle a 3 akciéach.

i) Hra¢ 1 ma 3x2x2 = 12 ¢istych stratégii a Hra¢ 2 mé 3x3 = 9 ¢istych stratégii.

iii) Tato hra je hra s dokonalou informaciou, lebo kazda informaéna mnoZzina

obsahuje 1 uzol.

iv) Maticova verzia hry je na dalSej strane.
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prislicha vpiSeme do tabulky
vSade tam, kde cisté stratégie
obsahuju pouzité akcie.

ril
rir
rrl
rrr

LL LM LR ML MM MR RL RM RR
I | b | D D D D D L L L Jednotlivé bunky v matici
llr | D D D D D D L L L | napiriame tak, Ze sa postupne
Irl L L L D D D L L L pohybujeme po strome a
Irr L L L D D D L L L | paméatame si, aké akcie sme si
mll | D D D D D D D D D vybrali v jednotlivych uzloch,
mlr| D D D D D D D D D az kym neddjdeme do
mrl| D D D D D D D D D | niektorého z koncovych uzlov.
mrr| D D D D D D D D D Potom vyplatu, ktord mu

W D W W D W W D W

W D D W D D W D D

W D W W D W W D W

W D D W D D W D D

v) Pouzitim cistej strategickej dvojice (rll,,LM) vznikne cesta {rM}. A to tak, Ze v uzle
a sme si zvolili akciu r teda sme sa dostali do uzla ¢ v ktorom sme si zvolili M a tym
pre nas hra skoncila v koncovom uzle s remizou. (Do zvySnych uzlov, kde by sme
pouZili u Hraca 1 v uzle d akciu I,v uzle e akciu | a u Hrac¢a 2 v uzle b akciu L, sme

nedosli)

vi) V ceste {rRI} akcia r patri uzlu a, akcia R uzlu c a akcia | uzlu e. Teda kombinacie
cistych stratégii Hrd¢a 1, obsahujice na prvom mieste akciu r a na tretiom akciu |, a
Cistych stratégii Hrd¢a 2, obsahujacich na druhom mieste akciu R, su tie, ktoré
hfadame. Konkrétne su to (rll,MR), (rll,LR), (rll,RR), (rrl,MR), (rrl,LR), (rrl,RR).

2.2 Kombinovana a pochodova stratégia

1. Kombinovana stratégia (mixed strategy) -
vopred (ex-ante) sa priradi pravdepodobnost’
pouZitia ¢istym stratégiam

1/2AC+1/2BC

2. Pochodova stratégia (behaviour strategy) -
»Zapochodu” (ad hoc) sa priradi
pravdepodobnost’ pouZitia akciam

v jednotlivych uzloch

1/2A+1/2B, 1/3C+2/3D
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Hrav rozvinutej forme mé& dokonall pamét® ak plati: ak je uzol jeY nadedovnik uzla
X, typuY = (X,aa,....&) auzol Z, ktory je v rovnakej informacnef mnozine ako Y, tak Z je
nasledovnikom uzla W, typu Z= (W,a,4,....&,), tak W je v rovnake] informa¢nej mnoZzine ako

Dokonala paméat’ Medolkonalé pamate

Poznamka 1: V hrach sdokonalou pamésou ma kazda kombinovana stratégia svoju
zodpovedajucu  pochodova  stratégiu  a naopak. (zodpovedajuca = priradi rovnaku
pravdepodobnost’ koncovym uzlom)

Prevodové vzt'ahy

m(s) pravdepodobnost’ stratégie s v kombinovane] stratégii
b(a,X) pravdepodobnost’ akcie a v uzle X v pochodove stratégii

m(s) =P b(aX), s(X)=a

(ax)

b(aX) =am(s) / am(s)
s(X)=a s dosiahne X
sdosiahne X

kde s(X) = aznamena, Ze stratégia s vo vrchole X pouZije akciu a
Priklad
K danym kombinovanym stratégiam najdite ekvivalentné pochodové stratégie a k nim

potom nové ekvivalentné kombinované stratégie. UkaZte, Ze pochodové stratégie,

ktoré sme ziskali su zodpovedajuce s pévodnymi aj vami vypocitanymi.
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m; = 1/12 ACF + 1/12 ADF + 1/12 ADE + 1/6 BCE + 1/12 BDE + 1/2 BDF
m, = 1/5 ace + 1/5 acf +1/5 ade + 1/5 bce + 1/5 bdf

RieSenie

K kombinovanej stratégii prvého hrac¢a m; najdeme pochodovu tak, Ze vypocitame
pochodové pravdepodobnosti k jednotlivym akciam podfa prevodovych vztahov. Pre
konkretnt akciu postupujeme nasledovne. Scitame vSetky pravdepodobnosti pri
Cistych stratégiach v kombonovanej stratégii, v ktorych sa nachadza dana akcia.
Musime si daf’ pozor na to, aby sa tieto Cisté stratégie dostali aZz k danej stratégii.
Tak napriklad cista stratégia ACF nas neprivedie k akcii C, no privedie nas tam BCE,
teda do suctu by iSla len BCE. (Treba sa pozerat na strom a hried’ je to jasné.)
Vypocitany sucet pravdepodobnosti delime pravdepodobnostou cesty, Ze sa k danej
akcii dostaneme. Ak sa hra¢ rozhoduje prvy krat tak je to jednotka, inac je to sucet
pravdepodobnosti pri ¢istych stratégiach, ktoré nas privedu k danej akcii, no nemusia
ju pouzit. UZ pri spominanej akcii C su to pravdepodobnosti pri BCE, BDE, BDF ale
nie ACF. Ak postupujeme pri vypocte postupne od zaciatku stromu ku koncovym
uzlom, pravdepodobnost cesty k danej akcii je vlastne suéin pochodovych
pravdepodobnosti akcii, ktoré nas k nej privedd. Pre zjednoduSenie budeme
pouZivat' oznacenie b(akcia) namiesto b(akcia,uzol), kedZe v kazdom uzle prvého ci
druhého hr&ca su akcie oznacené rozne. Na urychlenie a zjednoduSenie vypoctu, ak
ma hrad¢ v danom uzle 2 akcie, na vypocet pochodevej pravdepodobnosti druhej
akcie ndm staci odcitat’ od jednotky pochodovu pravdepodobnot’ prvej akcie, kedZe

ich stcet sa musi rovnat’jedne;.

b(A) = ( M(ACF)+m(ADF)+m(ADE) ) / 1 =1/4
b(A) = (1/12 + 1/12 + 1/12) / 1 = 1/4 b(a) = 3/5
b(B)=1-1/4=(1/6+ 112+ 1/2)/ 1 = 3/4 b(b) = 2/5
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b(C) = (1/6) / (1/6 + 1/12 + 1/2) = (1/6) / (3/4) = 2/9 b(c) = 3/5

b(D) = (1/12 + 1/12) / 3/4 = 1- 2/9 = 7/9 b(d) = 2/5
b(E) = (1/12 + 1/12) / (1/4) = 2/3 b(e) = 2/3
b(F) = (1/12) / (1/4) = 1- 2/3 = 1/3 b(f) = 1/3

Teda pochodové stratégie pre prvého hraca su nasledovné (1/4 A+3/4 B, 2/9 C+7/9D,
2/3 E+1/3 F) a druhého hrac¢a (3/5 a+2/5 b, 3/5 c+2/5 d, 2/3 e+1/3 f). K nim nijdeme
ekvivalentné nové kombinované stratégie. Vypocet pravdepodobnosti pre jednotlivé

Cisté stratégie je sucin pravdepodobnosti akcii obsiahnutych v danej Cistej stratégii.

M'(ACF) = b(A)b(C)b(F) = (1/4)(2/9)(2/3) = 1/27 m‘(ace) = 6/25
M(ACE) = (L1/4)(2/9)(1/3) = 1/54 m‘(acf) = 3/25
m‘(ADF) = (1/4)(7/9)(2/3) = 7/54 m‘(ade) = 4/25
M{(ADE) = (1/4)(7/9)(1/3) = 7/108 m‘(adf) = 2/25
m{(BCF) = (3/4)(2/9)(2/3) = 1/9 m‘(bce) = 4/25
m(BCE) = (3/4)(2/9)(1/3) = 1/18 m‘(bcf) = 2/25
m‘(BDF) = (3/4)(7/9)(2/3) = 7/18 m‘(bde) = 8/75
m‘(BDE) = (3/4)(7/9)(1/3) = 7/36 m‘(bce) = 4/75

Nova kombinovana stratégia pre prvého hrdc¢a je m‘; = 1/27 ACF + 1/54 ACE +
+7/54 ADF + 7/108 ADE + 1/9 BCF + 1/18 BCE + 7/18 BDF + 7/3 BDE, pre druhého
m‘, = 6/25 ace + 3/25 acf + 4/25 ade + 2/25 adf + 4/25 bce + 2/25 bcf + 8/75 bde+
+4/75 bdf. ESte nam ostava overit, ¢i su dané stratégie zodpovedajuce. Uzly, v

ktorych skoncil prvy (resp. druhy) hra¢ oznacime X (resp. Y).
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Pravdepodobnost’ uzla X1 vypocitana s pévodnej kombinovanej stratégie sa pocita
nasledovne: P(X1) = m(ACF) + m(ADF) = 1/12 + 1/12 = 1/6, lebo do vrchola X1 sa
dostaneme pouZzitim ¢istych stratégii ACF a ADF. Vypocet z pochodovej stratégii je
nasledovny: P(X1) = b(A)b(F) = (1/4)(2/3) = 1/6, lebo do X1 sa dostaneme pouZzitim
akcii A a F. Z novej kombinovanej stratégie podobne ako z pdvodnej. P(X1) =
=m‘(ACF) + m‘'(ADF) = 1/54 + 7/54 = 1/6. Pravdepodobnosti ostatnych uzlov su
P(X2)= 1/12, P(X3) = 1/6, P(X4) = 7/12, P(Y1) = 2/5, P(Y2) = 3/5, P(Y3) = 2/5,
P(Y4)= 2/5 a P(Y5) = 1/5 pri vSetkych stratégiach, teda stratégie su zodpovedajlce.

2.3 Priklady

1. Zadana je hra, ktora hovori o tom ako 3 (1, 2, 3) ¢lenovia klubu volia nového ¢lena
zo zoznamu 4 kandidatov (A,B,C,D). Kazdy ¢len klubu m& pravo veta na jedného
kandidata. Toto pravo sa uplatiiuje postupne, zacina ¢len 1 a kon¢i ¢len 3. Nakreslite
strom hry. Oznacte uzly Cislami &lenov, v ktorych sa rozhoduju. Oznacte vetvy
pismenami kandidatov, ktori dostali veto. Koncové body oznalte pismenom

kandidata, ktory bol zvoleny za nového ¢lena.

2. Hra 2 hracov, kde prvy ma 2 Cisté stratégie s;, s, a druhy 3 Cisté stratégie t; tp t3 je
dana nasledovymi vyplatnymi funkciami pi(st) = ij, p2(st) =(-2)(-2). NapiSte hru v

maticovej forme a aj v stromovej s nedokonalou informaciou.

3. K danym stromom spravte maticové formy hier.
a) b) c)
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4. K danym kombinovanym stratégiam najdite ekvivalentné pochodové stratégie a k
nim potom nové ekvivalentné kombinované stratégie. Uk&Zte, Ze pochodové
stratégie, ktoré sme ziskali su zodpovedajuce s pbévodnymi aj vami vypocitanymi
(Vypocitajte pravdepodobnost v koncovych bodoch pri vSetkych troch stratégiach.).
Stratégie sa vztahuju k stromu z rieSeného prikladu.

i) 1/6 ACF + 1/6 ADE + 1/6 BCE + 1/12 + BDE + 5/6BDF

ii) /7 ACE + 2/7 ACF + 3/7 BDE + 1/7 BCF

iif) 1/9 ACF + 2/9 ACE + 1/3 ADF + 1/9 BDE + 2/9 BDF

iv) 1/6 ace + 1/6 acf + 1/6 adf + 1/6 ade + 1/6 bde +1/6 bdf

v) 1/7 ace + 1/7 ade + 1/7 acf + 1/7 bce + 1/7 bde + 1/7 bcf + 1/7 bdf

vi) 1/11 ade + 3/11 adf + 5/11 bce + 1/11 bde + 1/11 bdf

5. Z nasledujucich stromov spravte maticové verzie.

1 H -1,
hlajo <
H O _
D™ 2 H SR
Majo <
D22

Ad'a

d)
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6. Pre dane maticové hry nakreslite stromy hier.

a)
L P
A 34 12
B 23 23

b)
L P
2,0 34
2,0 12

7. K danym pochodovym stratégiam v stromoch najdite zodpovedajice kombinované

stratégie. V oznacenych uzloch X a Y vypocitajte pravdepodobnosti koncovych uzlov.

8. Z nasledujuceho stromu spravte maticovu verziu.

i) Aké cesty vznikna pouZitim Cistych strategickych dvojic (eess,fffc), (sess,cfcf),
(eeee,cccc) a aku vyplatu prinesu? (Zapisované su v poradi ako je vyznacené na
strome.)

ii) Najdite vSetky Cisté stratégické pary, ktoré vedu k cestam { efec}, {sec}, { ecef}.

-10,300
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2.4 Spatnaindukcia a ekvilibrium najdené v podhrach

Spétnaindukcia ( d’alg ako BI ( backward induction) )
1. Za¢iname na najspodnejSg Urovni v koncovych uzloch s vyplatami.
2. Uzol vySSie nahradime |epSou vyplatou.
3. Zapaméatame si najlepSiu akciu,vyznatime vetvu.

4. Postupujeme vySSie aZ do z&iatku.

Veta: Kazda kone¢na hra s dokonalou informéciou ma aspon 1 Nashove ekvilibrium

v ¢istych stratégiach, ktoré sa da ng s’ metédou BI.

Poznamka 1: Bl saned& pouZt na hru s nedokonalou informéciou.

Nech G je hra v rozvinutom tvare potom Gx je podhra hry G zacingjdca v uzle X, ak
kazda informa¢na mnozina je celd v Gx alebo G/Gx. (Podhra mé rovnakych hracov ako hra,

no nie vaetci sa jg musia zlcastriovar. Zaciatok podhry volame v hre podkoreri.)

Cisty strategicky profil s tvori ekvilibrium najdené v podhréach (dalgf ako SPE
(subgame perfect equilibrium)), ak sindukuje NE v kazdej podhre.

Veta (Zermelovaveta): Kazda kone¢na hra s dokonalou informéaciou ma SPE, ktoré

je zhodné s Nashovym ekvilibriom ngdené metddou Bl.
(Ked” hra nema podhru tak SPE = NE)

Priklad

Firma Macrosoft vyvinula novd pocitacova hru, ktord bude urcite velmi popularna.
Druha firma Microcorp méze vyvinut podobnu hru so svojimi programatormi , no je
pre fiu lacnejSie, ak pritiahne niektorych programatorov z Macrosoftu. Macrosoft sa
moze branit tym, Ze do pracovnych zmlav da klauzulu, ktor4 programéatorom zabrani
pracovat pre inu softvérovu firmu po urcitd dobu, ako odidu z Macrosoftu. Za tuto

klauzulu musi Macrosoft platit programatorom priplatky k mesacnej mzde. Teda jeho
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naklady stupnu. Ak sa Microcorp rozhodne vyvinat podobnd hru, potom ma
Macrosoft na vyber dve mozZnosti. Bud zacne viest cenovu vojnu prostrednictvom
reklami, alebo sa podeli o trh. Dany priklad je zndzorneny na nasledujicom strome
hry, kde akcia K je pracovna zmluva s klauzulou, N bez klauzuly, V je vyvoj podobnej

hry, O Microcorp ostane mimo trhu, B cenovy boj a D delenie trhu.

Macrosoft

b ]
B D

170, -50 150,50

] K
B D

250,150 230,90

i) N4jdite vSetky podhry a ich Nashove ekvilibri.
ii) Ktoré z Nashovych ekuvilibrii hry je ekvilibrium néjdené v podhrach. N4jdite ho aj

pomocou spatnej indukcie.
RieSenie

i) Hra mé& 5 podhier, vratane celej hry.

1. Padhra 2. Podhra

170 -50 150 50 260, 150 230, 90
3. Podhra 4. Podhra
B ] B D
170, -50 160 A0 250,150 230, 90
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Prva podhra ma NE; = ( B, O ), zapisané v tvare pre pévodnu hru (- B -,0 -).
Druh& podhra mad NE,= (B, V), teda(--B,-V).

V O
B 170, -50 400, 0
D 150, 50 400, 0

Vv O
B 250, 150 500, 0
D 230, 90 500, 0

Tretia podhra ma NE; = (B ), teda (-B -, --).
Stvrta podhra ma NE; = (B ), teda (- - B, - -).

Vlastna hra mé& Styri Nashove ekvilibrid. NE = {(NBB, VV), (NDB, VV), (KBB, OV),

(KBD, 0)}
Microcorp
A% VO oV 00
KBB 170,-50 | 170, -50 400, 0 400, 0
KDB 150, 50 150, 50 400, 0 400, 0
NBB 250, 150 500, 0 250, 150 500, 0
Macrosoft NBD 230, 90 500, 0 230, 90 500, 0
KBD 170, -50 170, -50 400, 0 400, 0
KDD 150, 50 150, 50 400, 0 400, 0
NDB 250, 150 500, 0 250, 150 500, 0
NDD 230, 90 500, 0 230, 90 500, 0

ii) Ekvilibrium n4jdené v podhrach je (KBB, OV), lebo tento strategicky profil indukuje
Nashov ekvilibrium v kazdej podhre. Zapisujeme SPE = (KBB, OV). N4jdenie SPE

pomocou spatnej indukcie je znazornené na nasledujicom strome.

400, 0

kY ]

170, -50

B ]

170, -50

400,

150 50

Macrosoft

240,150

] i
B ]

250,150

250,150

230,90




2.5 Priklady

1. Standartna ultimatna hra je hrana nasledovne: Mame 2 hradov, ktory su si
navzajom cudzinci a nekomunikuju navzgjom. Zacina hra¢ A, ktory navrhne delenie
$1 medzi seba a supera. Hra€¢ B bud s tym suhlasi alebo nie. Ak suhlasi, tak je $1
deleni medzi nich tak ako to A navrhol. Ak nesuhlasi s nAvrhom potom nedostane ani
jeden ni€. A pontka 0, 0.25, 0.5, 1. Nakresli strom hry a najdi ekvilibrium n&jdené

v podhrach bez aj s pouZzitim spatnej indukcie.

2. Pomocou spéatnej indukcie najdi ekvilibrium najdené v podhrach v hre, ktora mé

nasledujuci strom.

3. Anna, Barbora a Moto hraja hru, ktord ma strom.

i) N&jdi vSetky podhry.

i) Najdi Nashove ekvilibrium kaZzdej podhry, vratane celej
(1.2.2) hry.

iii) Pomocou spatnej indukcie najdite ekvilibrium najdené v

Barbora

podhrach.

21,0 o1 o0m

4. Profesor Rafko oznamil v triede, Ze budi mat aukciu o obalku obsahujicu $1.25.

PriCom pravidl4 aukcie su nasledovné:

S

2. Prihadzuje sa prave po 50 centov.

3. DraZitelia nemdZzu ist dva krat za sebou, maju na vyber, bud pontukanu cenu
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prijmu alebo neprijmu.
4. Hra konc¢i, ked neprijmu ponukanu cenu, okrem neprijatia hned na zaciatku,
potom sa rozhoduje druhy hrac.
5. NajvySSia ponuka ziska obélku.
6. VSetci drazitelia musia zaplatit profesorovi Rafkovi posledne ponukani sumu.
i) Nakresli strom hry, ak mame 2 draZitefov Ivanu a Ondra, ktory maju v penazenke
kazdy $1.5. Zacina Ivana. N4jdi ekvilibrium najdené v podhrach. Ako skonéi aukcia?
ii) Pravidlo 2 sa zmeni: Prihadzuje sa 50 centov alebo $1. Nakresli strom hry a najdi

ekvilibrium najdené v podhréach. Kto dostane obélku a za kolko?

5. V nasledujacich stomoch najdi ekvilibrium najdené v podhrach, ak sa dé&, pouZi

spatnu indukciu.

6. Je dany kotol penazi. Na zaciatku je v niom 1SK. Prvy hra¢ méze hru stopnat,
vtedy dostane vSetky peniaze (len 1SK) v kotli alebo nechat hru ist dalej. V druhom
kole pribudne do kotla 1SK a ide druhy hra¢. Ten méze spravit to isté, ¢o prvy hrac.
Atak ide hra dalej. Prvy hr&C ide v neparnych kolach adruhy hra¢ v parnych.
V kazdom kole pribudne do kotla 1SK, &iZze v N-tom kole bude v kotli N SK. Hra kondi,

ked ju hrac stopne, alebo ked sa dosiahne sté kolo. V 100. kole druhy hra¢ dostane
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vSetky peniaze z kotla a hra konci. Nakresli strom hry (staci prvé a posledné 2

rozhodovacie uzly) a najdi SPE.

7. N4jdite Nashove ekvilibria vStkych podhier v strome z kapitoly 2.1 a tiez SPE.
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3

RieSenia prikladov

3.1 RieSenia prikladov z 1.4

Strategicka forma hry:

MnozZina hracov: N = {1, 2}

Mnoziny akcii: A1= A2={0, 0.25, 0.50, 0.75, 1}

Funkcie vyplat: ui(a;, az) = 1- a; ak a3 = a;ina€ 0, uy(a;, az) =a;ak a; =2 a,inac¢ 0

Funkcie vyplat zapisana v tvare bimatice :

0 0.25 0.50 0.75 1
0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0.25 | 0.75,0.25| 0.75,0.25 0,0 0,0 0,0
0.50 | 0.50,0.50 | 0.50,0.50| 0.50,0.50 0,0 0,0
0.75 | 0.25,0.75| 0.25,0.75| 0.25,0.75| 0.25,0.75 0,0
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
2.
i) aii)
V hre nie je EODS ani ESDS, lebo hra¢i nemaju ostro ani slabo dominantné
stratégie.
iii)

V hre nemézeme pouZit iterovanu eliminaciu ostro dominovanych stratégii, pretoze
Ziadny z hra€ov nemé ostro dominovanu stratégiu.

iv)
Iterovana eliminécia slabo dominovanych stratégii vedie k jedinému vystupu (1,1),
C¢ize hra ma EIESDS = (1,1). Mozny postup eliminacie Hra¢l:0,6,5,4,
Hr&c¢2:0,3,4,5,6, Hra¢1:3,2, Hra¢2:2

v)

Hra nie je rieSitelna dominanciou, pretoZe iterovana eliminacia ostro dominovanych
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stratégii nevedie k jedinému vystupu z hry.
vi)
NE = (0,0) a (1,1)
3.
i)
Strategicka forma hry:
MnozZina hracov: N = {1, 2}
Mnoziny akcii: A1= {A, B} A2={L,S,P}
Funkcie vyplat: ui(A,L)=1, ui(A,S)=2, ui(A,P)=-2, ui(B,L)=2, u1(B,S)=2, ui(B,P)=-1
u2(A,L)=0, uz2(A,S)=5, u2(A,P)=-1, uz2(B,L)=1, uz2(B,S)=1,u2(B,P)=0
i)
V hre nie je ekvilibrium ostro dominantnych stratégii, lebo ani jeden hrd¢ neméa
ostro dominantnu stratégiu.
i)
U hraca 1 stratégia B slabo dominuje nad stratégiou A a u hraca 2 stratégia S slabo
dominuje nad L aj nad P. Teda, strategicky profil (B,S) je ESDS.
iv)
NE ={(A.S), (B.L), (B,S)}
4.
i)
Strategicka forma hry:
Mnozina hracov: N = {1, 2}
MnozZiny akcii: A1 = A2={0, 100, 200, 300, 400, 500}

Funkcie vyplat je definovan& nasledujicou bimaticou:

0 100 200 300 400 500
0 400,0 0,300 0,300 0,300 0,300 0,300
100 400,0 300,0 0,200 0,200 0,200 0,200
200 400,0 300,0 200,0 0,100 0,100 0,100
300 400,0 300,0 200,0 100,0 0,0 0,0
400 400,0 300,0 200,0 100,0 0,0 0,-100
500 400,0 300,0 200,0 100,0 0,0 -100,0
i)
V tejto hre nie je EODS, pretoze Ziadny z hra€ov nema ostro dominantna stratégiu.
iii)

V tejto hre nie je ESDS, pretoZe Ziadny z hra€ov nema slabo dominantnu stratégiu.

Uvedomte si, Ze hoci u oboch hra€ov akcie 300 a 400 slabo dominuju nad kaZzdou
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inou stratégiou, nedominuju jedna nad druhou — teda nie je jedind stratégia s
pozadovanou vlastnostou.

iv)
PretoZe v tejto hre nie je ostro dominovana stratégia, iterovanu eliminiciu ostro
dominovanych stratégii nemdZzeme pouZit, v hre teda ostavaju vSetky stratégie.

v)
V hre mézZzeme eliminovat’ slabo dominované stratégié napriklad v takomto poradi:
Hrac¢1:0,500,100,200,Hra¢2:0,100,200,500. IESD stratégii tak vedie k mnoZine
vystupov z hry (300, 400),(300, 400).

vi)
Hra nie je rieSitefna dominanciou, pretoZze iterovana eliminacia ostro
dominovanych stratégii nevedie k jedinému vystupu z hry.

vii)
NE = {(0,400), (0,500), (100,400), (100,500), (200,400), (200,500), (300,0),
(300,100), (300,200), (300,300), (300,400), (300,500), (400,0), (400,100),
(400,200), (400,300), (400,400), (500,0), (500,100), (500,200), (500,300),
(500,400)}

5.

i)
Len v d) je prvy stipec slabo dominovany , teda druhy stipec je slabo dominantny.
In&& povedané druhy stipec dominuje prvému.

i)
V a) a c) Nashove ekvilibrium nie je. V b) st 2 Nashove ekvilibria (1,1) (s vyplatou
(2,1)) a(2,2) (s vyplatou (1,5)). Vd) su 2 NE ato (1,2), (3,1).

6.

i)
V a) eliminujeme postupne 3. stipec, 1. a 2. riadok a nakoniec 1. stipec. Ostane
nam EIEODS = (3,2). V b) odstranime prostredny stipec, ¢) ostane pévodna.

i)
Nashove ekvilibrida v jednotlivych maticiach su a) (3,2), b) (2,3), (3,1) a c¢) (1,3),
(2,2), (3,2).
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a) Ma EODS v (1,1), teda stratégia 1 Hraca 1 je ostro dominantnd a tak isto
stratégia 1 Hra€a 2 je Ostro dominantna. b) M4 EODS v (2,2). c) M4 ESDS v (2,2),
teda stratégie 2 pre oboch hracov su slabo dominantné. d) aj €) Nem& EODS ani
ESDS.
i)
a) NE = (1,1) b) NE = (2,2) ¢) NE ={ (1,2), (2,2) } d) NE = (3,3) e) NE ={(1,1), (2,2)}
8.
i)
Kenney nema Ziadnu z hladanych stratégii. Pre Imamuru Kratka je slabo
dominantnd stratégia (Kratka ostro dominuje 50/50 a slabo dominuje Dlhej.). 50/50
je ostro dominovand, Dlha je slabo dominovana a nema ostro dominantnu stratégiu.
i)
NE = { (Kratka,Kréatka), (50/50,Kratka) }
9.
i)
Ani jeden z hra¢ov nemé dominantné stratégie. Hra mé dve Nashove ekvilibria.
NE = { (19:00, 19:00, 19:00), (19:30, 19:30, 19:30) }, (JOJ, STV, MARKIZA)
i)
Len Markiza m& dominantnu stratégiu: 19:00
Po jej eliminacii dostaneme hru s maticou 2x2, ktora ma 2 NE v Cistych stratégiach.
NE = {(19:00,19:30,19:30), (19:30,19:00,19:30) }
10.
Hra, ktora ma takato maticu vyplat, ma len jedno ESDS = (a, A), ale dva Nashove
ekvilibria. NE ={ (a, A), (b, B)}

A B
a (1,1) (0,0)
b (0,0) (0,0)
11.
Nashove ekvilibrium je (1, A)
A B C

1 (1,1) (0,0) (0,0)
2 (0,0) (0,1) (1,0)
3 (0,0) (2,0) (0,2)

41



12.
Pre Rado su Stred a Dole ostro dominované stratégie. Janko nemé Ziadnu ostro
alebo slabo dominovanu stratégiu.
(1) Ak je Stred eliminovana ako prva, potom sa Vlavo stane slabo dominovana
stratégia pre Janka a EIESDS je (Hore,Vpravo).
(2) Ak je Dole je eliminovana ako prva, potom sa Vpravo stane slabo dominantna
stratégia pre Janka a EIESDS je (Hore,VIavo).

13.
a) NE = (2,1) b) NE =(1,1) c) NE =(3,2) d) NE = {(3,2), (4,1) }

14,
Jednotlivé tabulky zodpovedaju stratégiam Hraca C. NE = { (15,N,15), (N,15,15),
(N,N,15), (15,N,N), (N,15,N), (15,N,15)}

15 30
B B
15 30 N 15 30 N
15 | -10,-10,-10 | -15,0,-15 0,0,0 A 15 | -15,-15,0 | -15,-15,-15 | -15,0,0
30 0,-15,-15 | -15,-15,-15| 0,0,-15 30 |-15,-15,-15] -20,-20,-20 | -15,0,-15
N 0,0,0 0,0,-15 0,0,15 N 0,-15,0, 0,-15,-15 0,0,0
N
B
15 30 N
15 0,0,0 -15,0,0 15,0,0
30 0,-15,0 -15,-15,0 0,0,0
N 0,150 0,0,0 0,0,0
15.
a)

Ma 2 EIESDS, ktoré ziskame postupnou eliminaciou R3, C1, C2, R2 a C2, R2, C1,
R3. EIESDS = {(R1,C1),(R1,C3)}

b)
EIESDS = (B,X) ziskame postupnou eliminaciu Z,A,Y
c)
EIESDS = (B,H) ziskame postupnou eliminaciu C,D,A
16.
a) b) c) d)
0,-1 [10,-2 54 0,0 2,2 3.2 1,1 1,1
1,0 5,10 0,0 4,1 2,1 1,0 1,1 1,1
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17.
Najprv eliminujeme DIha pre Immamuru a potom DIhu pre Kenneya, to ¢o ostane je
EIESDS, teda (Kratka,Kratka).

3.2 RieSenia prikladov z 1.6

1.
Hra m& Nashove ekvilibrium v kombinovanych statégiach, ked a = (d-b) / ( (d-b) +
+(a-c) ) ab = (z-y) / ((z-y)*+(w-x)).

2.
Hra ma Nashove ekvilibrium v kombinovanych statégiach, ked x = 1/F a y = C/4.
Ocakavané vyplaty su nasledovné p; =x a pz =-1.

3.
Ocakavana vyplata prvého aj druhého hraca pri obidvoch dvojiciach
kombinovanych stratégii je 2/3.

4.

i)
Pri (1/5,2/5,2/5), (1/3,1/3,1/3) je pi= 29/15 a pp= 28/15. Pri (2/5,1/3,4/15),
(1/2,1/3,1/6) je p1= 117/90 a p, = 149/90. Pri (1/2,1/4,1/4), (1/3,1/6,1/2) je p;= 17/12
a p.= 13/6. NajlepSie je pouzit’ ,pravdepodobnostné okienko".

i)
Ocakavané vyplaty Hra¢a 1 su pi(1, (1/6,1/3,1/2))= 4/3, p1(2, (1/6,1/3,1/2))= 11/6,
p1(3, (1/6,1/3,1/2))= 7/3 a oCakavané vyplaty Hraca 2 su p(1, (1/6,1/3,1/2))= 7/6,
P2(2, (1/6,1/3,1/2))= 3/2, pa(3, (1/6,1/3,1/2))= 13/16.

iii)
Ocakavané vyplaty Hraca 2 su py( (3/8,1/4,3/8), 1 )= 15/8, p2( (3/8,1/4,3/8), 2 )=9/8,
p2( (3/8,1/4,3/8), 3 )= 11/4 a oCakavané vyplaty Hra¢a 1 su pi( (3/8,1/4,3/8), 1 )=
5/4, p1( (3/8,1/4,3/8), 2 )= 3, p1( (3/8,1/4,3/8), 3 )= 5/4.

iv)

Ocakavané vyplaty hra€ou su p;= 11/6 a p,= 33/16.
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v)
Ocakavané vyplaty v zadani su zlé, spravne su p;= 8/3 a p= 3/2.
5.
NE= (2/3A+1/3B,1/2a+1/2b) a oCakavané vyplaty p;= 15/6 a p,= 52/3

6.
a) b) c)
A B a b L P
A 11 ] -11 A | 00 | 61 H | 23 | 34
B [ -11 [ 1-1 B 1,6 | 33 D | 44 | 01
a)

Nemé& NE v distych stratégiach, no v kombinovanych ma a to NE=(1/2A+1/2B,
1/2A+1/2B). O¢akavané vyplaty su pre oboch hracov rovné 0.

b)
Ma 2 NE v distych stratégiach a jedno v kombinovanych. NE={(B,a), (A,b),
(3/4A+1/4B,3/4a+1/4b)}. OCakavané vyplaty su pre oboch hracov rovné 3/2.

c)
Ma 2 NE v Cdistych stratégiach a jedno v kombinovanych. NE={(D,L), (H,P),
(3/4H+1/4D,3/5L+2/5P) }. OCakavané vyplaty su p;= 12/5 a p,= 13/4.

7.

a) b) c)
L P m n E F
H 0,3 3,0 M 6,6 2,2 C 5-10 | -5,0
D 1,3 1,4 N 0,0 4.4 D 0,15 5,5
d) e)

L P u \Y;
L 55 20,0 ] 9,5 1,3
P 20,0 5,5 V 3,1 6,8

a)
Nemé& NE v ¢Cistych stratégiach, no v kombinovanych mé a to NE=( 1/4H+3/4D,
2/3L+1/3P).

b)
M& 2 NE v Cistych stratégiach a jedno v kombinovanych. NE= { (M,m), (N,n),
(1/2M+1/2N, 1/4m+3/4n) }.



c)
Nemé& NE v ¢Cistych stratégiach, no v kombinovanych mé a to NE=( 1/2C+1/2D,
2/3E+1/3F).

d)
Nemé NE v Cistych stratégiach, no v kombinovanych ma a to NE=(1/2L+1/2P,
1/2L+1/2D).
e) Ma 2 NE v distych stratégiach a jedno v kombinovanych. NE={(U,u), (V,v),
(7/9U+2/9V, 7/9u+2/9v ) }.

8.
Hra mé& 2 Nashove ekvilibria v Cistych stratégiach a jedno v kombinovanych
stratégiach. NE ={ (U,U), (P,P), ( (1-c)U+cP, (1-c)U+cP) }.

0.

a)
Najprv zredukujeme maticu vyplat a to tak, Ze mézme eliminovat ostro dominované
stratégie C,c. Ostane ndm matica 2x2 v ktorej hfadame Nashove ekvilibriumv
kombinovanych stratégiach, ktoré je (1/2A+1/2B,1/2a+1/2b), cize jednotlivym
statégiam su pridelené pravdepodobnosti (1/2,1/2,0),(1/2,1/2,0).

b)
Tak isto najprv zredukujeme maticu. S a f s dominované, teda ich eliminujeme a
ostane matica 2x2. RieSenim dostaneme, Ze Nashove ekvilibrium v kombinovanych
statégiach je (7/16H+9/16D,1/3e+2/3m).

10.
Ako prvu eliminujeme S2, potom T2, ktora je dominovana kombinovanou stratégiou
12T1+1/2T2. (1/2x0+1/2x9=9/12>4, 1/12x7+1/12x0=7/2>3).
Postupujeme eliminacoiou S1 a T3. Teda EIESDS =( S3, T1).

3.3 RieSenia prikladov z 2.3

1.

NAcrt stromu na nasledujlcej strane.
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2

1 1

9}/\52 SV\SQ 51

1120 20 40 3-1 60

Maticova forma nizSie, stromova forma vysie.

)
\52

112031 20 40 B0

a)

A B
a | 34 [ 11
b | 11 | 11

18} to 13
S1 11 2,0 3,1
S 2,0 4,0 6,0
3
c) b)
L P L P
A | 40,50 | -10,0 a | 11 | 02
B | 0,300 | 0,300 b 11 | 14
4,
5.

Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii st b(A,B,C,D,E,F) = ( 1/3, 2/3, 1/4,

3/4, 1/2, 1/2 ). Z nich vypocitana kombinovana stratégia je je m‘; = 1/24 ACF+
+1/24ACE + 1/8 ADF + 1/8 ADE + 1/12 BCF + 1/12 BCE + 1/4 BDF + 1/4 BDE a
pravdepodobnost’ koncovych bodov je P(X1,X2,X3,X4) = ( 1/6, 1/6, 1/6, 1/2).

i)

Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii su b(A,B,C,D,E,F) = ( 3/7, 4/7, 1/4,
3/4, 1/3, 2/3 ). Z nich vypocditand kombinovana stratégia je je m‘; = 1/14 ACF +
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+1/28ACE + 3/14 ADF + 3/28 ADE + 2/21 BCF + 1/21 BCE + 2/7 BDF + 1/7 BDE a
pravdepodobnost koncovych bodov je P(X1,X2,X3,X4) = ( 2/7, 1/7, 1/7, 3/7).

i)
Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii su b(A,B,C,D,E,F) = ( 2/3, 1/3, 0, 1,
1/3, 2/3). Z nich vypocitand kombinovana stratégia je je m‘y = 4/9 ADF + 2/9ADE+
+ 2/9 BDF + 1/9 BDE a pravdepodobnost koncovych bodov je P(X1,X2,X3,X4) =
(4/9, 2/9, 0, 1/3).

iv)
Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii su b(a,b,c,d,e,f) = ( 2/3, 1/3, 0, 1,
1/2, 1/2). Z nich vypocitand kombinovana stratégia je je m‘, = 1/3 ade + 1/3 adf +
+1/6 bde + 1/6 bdf a pravdepodobnost koncovych bodov je P(Y1,Y2,Y3,Y4,Y5) =
(1/3,0,1, 1/3, 1/3).

v)
Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii su b(a,b,c,d,e,f) = ( 3/7, 4/7, 4I7,
3/7, 213, 1/3 ). Z nich vypocitana kombinovana stratégia je je m‘, = 8/49 ace +
+4/49acf + 6/49 ade + 3/49 adf + 32/147 bce + 16/147 bcf + 8/49 bde + 4/49 bdf a
pravdepodobnost koncovych bodov je P(Y1,Y2,Y3,Y4,Y5) = (4/7, 417, 3I7, 2/7, 1/7)).

vi)
Pochodové pravdepodobnosti jednotlivych akcii sa b(a,b,c,d,e,f) = (4/11, 7/11, 5/11,
6/11, 1/4, 3/4 ). Z nich vypocitan4 kombinovana stratégia je je m‘, = 5/121ace+
+415/121 acf + 6/121 ade + 18/121 adf + 35/484 bce + 105/484 bcf + 21/242 bde +
+63/242 bdf a pravdepodobnost koncovych bodov je P(Y1,Y2,Y3,Y4,Y5) = ( 7/11,
5/11, 6/11, 1/11, 3/11).

5.
a)
B
ad | eae bd | be cd | ce

XP A
%0 5 C D

A YP
YO E F E F E F
/P
70 G H G H G H

a7



b)

Majo
HH HD DH DD
Ada H 1,1 1,1 -1,-1 -1,-1
D -1,-1 2,2 -1,-1 2,2
c)
1\2 LL LP PL PP
L 0,0 0,0 91 91
P 4.4 53 4.4 53
d)
J
ac ad bc bd
LL 10,10 -1-1 10,10 -1-1
S LS 0,0 -1-1 0,0 -1-1
SL -1,-1 -1-1 1,1 1,1
SS -1,-1 -1-1 1,1 1,1
6.
7.
a)

mi=1/3 A+ 2/3 BD, m; = 2/7 ac + 8/21 ad + 1/7 bc + 4/21 bd, P( X1, X2) = (1/3,
2/3),P(Y1,Y2)=(1/3,3/7)

b)
mi = 3/14 AC + 3/14 AD + 2/7 BC + 2/7 BD, my; = 1/9 ad + 1/9 bd + 1/9 cd + 2/9 ae+
+2/9be+2/9ce, P(YLVY2)=(1/3,1/4)

8.
Maticova verzia hry je na nasledujucej strane.

i)
K gistym stratégiam (eess,fffc), (sess,cfcf) a (eeee,cccc) zodpovedaju cesty s
vyplatami { efs}, (-10, 300 ), {sef}, (-10, 300 ), { ecec}, ( 80, 100).
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i)
K cestam {efec}, {sec} a {ecef} vedu Cisté stratégie ( exex, fycy ), ( sexx, yyyc ),

(exxe, cfyy ), kde xI {s,e} ayi {f.c}.

O 0
— —h —h

c|c
c|c
flf
c|f

O = =0
- = =0
OO0 —
O O —h —h
— O —h —h

c
f
c
c

OO0 00

_%—hooo
W=

100
eees 40,350
eese| 80100 | 3050
eess 40,350
esce| 80,100 | 3050
eses 40,350
ese| 80,100 | 3050
esss 40,350

0,5

o

30,50 | -20,0 | 30,50 | -20,

-10,300

30,50 | -20,0 | 30,50 | -20,0

-10,300

40,350 -10,300

0,600

3.4 RieSenia prikladov z 2.5

Hra ma nasledujuce Nashove ekvilibria. NE = { (0, SXXX) , (0, NNNX),
( 0.25, NSXX ), ( 0.75, NNSX ), ( 1, NNNX) }, kde XI {N,S}. Celkovo je ich 18.
Okrem vlastnej hry ma hra eSte 4 podhry, ktorych sa zucastriuje len hra¢ B. Ich
Nashove ekvilibria su v poradi z lava do prava na obrazku takéto { (S), (N) }, (S),
(S), (S), zapisané vo forme celkovej hry { (-, S---), (-, N---)} (- -S--), (- --
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S-), (-,---9S). Z&oho dostaneme SPE ={(0,SSSS ), (0.25,NSSS) }. To isté nam

d& aj spatna indukcia. Strom hry sa nachadza na nasledujucej strane.

ponukne

1000 007526 00 2575 00 0100 00

(v centoch)
2.
SPE = (A,ba), kde b je vo vrchnom uzle hra¢a B.
3.
Akcie hra¢ov nazveme vlavo a vpravo
i)

Hra obsahuje 3 podhry, ktoré zacinaju v rozhodovacich uzlov jednotlivych hréacov.
i)
NE podhry zacinajucej v Motovom uzle je (0,0,vfavo). NE podhry zacinajlcej
v Barborinom uzle je (0,vlavo,vfavo) a (0,vlavo,vpravo). NE podhry zalinajucej
v Anninom uzle,teda celej hry je (vlavo,vlavo,vlavo), (vlfavo,vlavo,vpravo),
(vpravo,vpravo,vpravo) a (vpravo,vpravo,vlavo).
i)
SPE je (vlavo,vlavo,vlavo).
4.
i)

0% .0 0,075 0,0

P- prime pondkand cenu
M- neprime pondkand cenu

025 -1 05,025
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Ivanina SPE stratégia je ( v A P$0.5,v D P$1:5) a Ondrova SPE stratégia je (v B
P$0.5,v C N). Teda SPE je ((P$0.5, P$1.5),( P$0.5,N)).Ak prijmu tieto stratégie tak
Ivana prijme $0.5 a ondro neprijme, teda Ivana ziska obalku za $0.5 a jej zisk bude
$0.75.
i)

Ivanina SPE stratégia je ( v A P$0.5,v E P$1:5) a Ondrova SPE stratégia je (v B
P$0.5,v C N,v D N). Teda SPE je ((P$0.5, P$1.5),( P$0.5,N,N)).Ak prijmu tieto
stratégie tak lvana prijme $0.5 a ondro neprijme, teda lvana ziska obalku za $0.5
a jej zisk bude $0.75.

0,075 0,0 E:'| Ondro 1025 0250

5.

a)
Okrem vlastnej hry ma hre eSte 2 podhry. Podhra zacinajice v M2 ma NE = {(F,F),
(B,B) } a v M3 ma podhra NE = { (F,F), (B,B) }. Hra ma 4 Nashove ekvilibria, NE =
{(SFF,FF), (SFF,BF), (SBF, FF), (SBF, BF) (SFB, BB), (SBB, BB) }, teda SPE su
(SFF,FF), (SBF,BF) a (SBB,BB).

b)

SPE = { (H,h), (D,h) }, najdené BI
c)

SPE = (I, RR), n4jdené BI
d)

SPE = (P, Ip), nijdené BI
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6.
SPE hry s kotlom penazi je (Stop, Stop, ..., Stop).

ot

Dalej
Dalej
% [FeE2 Stop (p,98)
Dalej
Pkl | 8% (99,0)
Dalej
(0,100 )

7.

NEp ={(-1-R-), (-r-.R-)}

NEc ={(--1,- M), (- - r,,- M)}

NEg=(-1-,--)

NEe = (- -1,--)

NE = {(mxx, YM), (rxx, YM)}kde xT {I,r}aYi { L, M, R}.
SPE={(mll,RM), (rll, RM )}
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zZaver

Touto pracou som sa pokusil vytvorit Studijny material ku nekooperativnym
hrdm a hfadaniu ekvilibrii v nich. Poskytol som teoreticky zéklad, potrebny na
rieSenie prikladov v strategickej aj rozvinutej forme hry. K pochopeniu, ¢o to
znamend som uviedol vzorové priklady s podrobnym postupom rieSenia, ako aj

mnoZzstvo zadani prikladov na precvi€enie s vysledkami.
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