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Vyznam pouzitych symbolov

X(t) - vyska penzijného fondu v case t
c(t,X(t)) - prispevkova miera (riadiaca stratégia)
p(t, X (t)) - vektor vdh (pomer prostriedkov fondu investovanych do aktiv)
B - vyska davky (penzie)
op - volatilita vyplacanych davok
R;(t) - hodnota aktiva i v Case t
S - kovarian¢né matica rizikovych aktiv
A - vektor rizikovych prémii
0 - vektor navratnosti rizikovych aktiv
¢m - maximélna prijatelnd prispevkova miera
x, - minimalna povolena vyska fondu
L(t,c(t,x)) - stratova funkcia davkovo definovaného penzijného fondu
W(t,xz)(c,p) - hodnotova funkcia davkovo definovaného penzijného fondu
V(t,z) - optimalna hodnotova funkcia davkovo definovaného
penzijného fondu
S(t) - mzda zamestnanca v Case t
7 - konStantna miera prispevkov v prispevkovo definovanom
penzijnom fonde
Y(t) - substituény pomer (penzia ako ¢ast kone¢ného platu)
a(T,r(T)) - penzia v ¢ase odchodu do dochodku
r(t) - stochastickd Grokova miera
p - trhova hodnota rizika
K(Y(T),r(T)) - funkcia uzito¢nosti
J(t,y,r) - hodnotova funkcia prispevkovo definovaného penzijného fondu
o(t,y,r) - optimélna hodnotova funkcia prispevkovkovo definovaného

penzijného fondu



Uvod

Problematika dochodkového zabezpecenia sa dostava do popredia zaujmov v kazdej
vyspelej krajine, a to najmi z pohladu socidlnopolitického a ekonomického. Slovensko,
podobne ako krajiny Europskej tinie, sa musi vysporiadat s nepriaznivym demografic-
kym vyvojom Struktiry obyvatelstva.

V SR je vyrazné najméi znizovanie poc¢tu obyvatelov vnajmladsich vekovych kategd-
ridch ako désledok znizujtcej sa porodnosti. Podiel obyvatelstva v predproduktivnom
veku (0-14 roé¢ni) sa v roku 2001 znizil oproti roku 1999 o 0,9 percentového bodu
a oproti roku 1995 az o 3,4 percentového bodu, a to na 18,9 % z celkového poctu
obyvatelstva SR.

K postupnym zmenam dochadza aj vo vekovej Struktire obyvatelstva v poproduk-
tivnom veku (60-ro¢ni a starsi muzi, 55-rocné a starsie Zeny), kde sa zvySuje ich podiel.
V roku 2001 dosiahol vysku 18,3 % z celkového poctu obyvatelstva SR, ¢o je nérast
oproti roku 1999 o 0,4 percentového bodu a oproti roku 1995 o 0,8 percentového bodu.

Prognézy vyvoja demografickej $truktiry obyvatelstva SR predpokladaju dalsie
zvySovanie priemerného veku obyvatelstva (napr. v roku 2010 na 38,4 roka a o dal-
sich 10 rokov az na 40,5 roka), ako aj pomerne vyrazné znizovanie pomeru populécie
v produktivnom a neproduktivnom veku. Bude sa teda neustale zniZovat pocet tych
obcanov, ktori prispievaji do fondov zabezpecujicich vyplacanie déchodkov oproti
mnozstvu prijemcov davok z tychto fondov.

Vidiet, Ze Slovensko, podobne ako krajiny Eurdépskej tnie, sa bude musiet vy-
sporiadaf so starnutim svojho obyvatelstva, okrem iného aj z hladiska zabezpecenia
ustavného prava obcana na primerané hmotné zabezpecenie v starobe.

Prvym krokom na rieSenie tejto situdcie bol zakon ¢. 123/1996 Z.z. o doplnkovom
dochodkovom poisteni zamestnancov, ktorym sa vytvorili pravne podmienky na vznik
a rozvoj doplnkového déchodkového poistenia ako nového poistného druhu v ramci
zivotného poistenia. V sucasnosti posobia na Slovenku styri doplnkové dochodkové
poistovne, ktoré posobia na kapitalovo-rezervotvornom principe.

Penzijné fondy, ktoré disponuju kapitalizovanym systémom ddéchodkového zabez-
pecenia, ziskali v 90. rokoch minulého storoc¢ia vyznamné postavenie a v USA boli

Stvrtym najsilnejsim finanénym sprostredkovatelom.



Cielom diplomovej prace je analyza riadenia takychto penzijnych systémov z po-
hladu aktuara penzijného fondu. Sustredime sa na urcenie optimélnych stratégii pri
riadeni fondu, a to na urcenie optimalnej vysky prispevkovej miery a na optiméalne
investovanie prostriedkov fondu medzi obchodovatelné aktiva.

V prvej kapitole sa zameriame na zakladné rozdelenie systémov penzijného poiste-
nia a ich charakteristiku. V druhej kapitole uvedieme zakladné matematické definicie
a formulacie, ktoré vyuzivame v nasej praci.

Tretia kapitola je venovana davkovo definovanym penzijnym fondom. Zaoberame
sa tu stochastickym modelom takéhoto fondu, pricom vyuzivame rozne tvary stra-
tovej funkcie fondu. Kapitola obsahuje aj numerické vysledky ziskanych optimalnych
stratégii pri roznych velkostiach fondu.

Stvrt4 kapitola sa zaoberé stochastickym modelom prispevkovo definovanej penzij-
nej schémy, pricom podobne ako v tretej kapitole, aj tu rozoberame rozne tvary funkcie
uzitocnosti. Kapitola tiez obsahuje numerické vysledky ziskanej optimélnej stratégie

a funkcie uzitoc¢nosti.

Dakujem vediicemu diplomovej prace doc. RNDr. Rastislavovi Potockému, CSc.
za odborné vedenie, cenné pripomienky a navrhy, ktoré mi poskytol pri vypracovani

diplomovej prace.



1 Dochodkové poistenie

Na celkovom stave ekonomiky rozvinutych krajin sa vo vyraznej miere podiela aj sys-
tém dochodkového zabezpecenia. Zakladnym cielom ddochodkového zabezpedenia je po-
unie je systém déchodkového zabezpecenia zlozeny z dvoch vrstiev. Prvi vrstvu tvori
zakladny systém dochodkového poistenia, ktory je sticastou socidlneho zabezpecenia.
Jeho tcelom je z pozicie Statu garantovat urcitd minimalnu troven dochodkového za-
bezpecenia. Druhu vrstvu tvori systém doplnkového dochodkového poistenia, ktory sa
oznacCuje ako dochodkové pripoistenie. Vyspelé krajiny sa usiluja primerane kombi-
novat mozné formy penzijnych prijmov, ktoré sa casto charakterizuju ako tri piliere
déchodkového zabezpecenia (treti pilier tvori individuédlne poistenie komerénych zi-
votnych poistovni). Iba maly pocet jedincov v kazdej krajine nemd zaujem o penzijné
zabezpecenie.

Z hladiska spdsobu financovania mozeme penzijné systémy rozdelit do dvoch kate-
gorii:

e systém financovany priebezne — PAY-AS-YOU-GO systém

e fondova penzijnd schéma (penzijny fond)

1.1 Systém financovany priebezZne

Ak penzie zabezpecuje Stat, moze vytvarat fondy Statnych penzii tak isto, ako je to
v stikromnej penzijnej schéme, ale viac¢sinou ide o systém financovany priebezne znamy
ako PAY-AS-YOU-GO systém (PAYG). Penzie st v tomto pripade hradené z pros-
triedkov ziskanych z prispevkov aktualnej pracovnej sily. Tento systém penzijného
zabezpecenia sa vo svete bezne oznacuje ako nefondové penzijné schémy alebo tiez ako
penzijné plany.
Medzi zdroje prostriedkov na financovanie takychto penzijnych systémov patria
najmaé:
e prispevky ucastnikov tychto systémov, prispevky ich zamestnavatelov alebo

kombinacia oboch tychto zdrojov,

e zisky pochédzajuce z investovania docasne volnych prostriedkov.

Takéto systémy dochodkového zabezpedenia mozu niekedy profitovat i z niekto-
rych foriem dotéacii od Statu. Tieto mozu byt priame, napriklad vo forme pridavnych

prispevkov, alebo nepriame prostrednictvom rozli¢nych foriem danovych alav.

6



Na strane celkovych vydavkov treba spomenut vlastné davky vyplacané dochod-
com, ale aj administrativne a dalSie vydavky. Rast aktiv vlastnenych systémom je dany
rozdielom medzi prijmami a vydavkami. Aktiva sa potom investuju tak, aby prinasali
dlhodobé vynosy a zabezpecovali svoj dalsi rast. V systémoch typu PAYG st zvy-
cajne prijmy a vydavky v rovnovahe, takze v zasade pri tychto systémoch ani nie st
k dispozicii aktiva vhodné na dlhodobé investicie.

Financovanie tymto systémom vyuziva princip pouzitia prispevkov, ktoré plati
jedna genericia (sucasni zamestnanci) na thradu dévok inej generécie (stucasni do-
chodcovia). Prispevky v danom roku pokryju déavky vyplacané v tom istom roku. Toto
podporovanie jednej generdcie druhou vSak znamend, ze prispevky st velmi citlivé
na vyvoj pomeru aktivnej a neaktivnej populécie a navyse aj na vyvoj realnych zarob-
kov v pomere k penzijnym davkam. V sticasnosti pomer aktivnej a neaktivnej populacie
vyrazne klesi. Znizuje sa pocet prispievatelov do fondov oproti mnozstvu dochodcov,
ktory poberaju davky z tychto fondov a tento systém financovania sa stava neefek-
tivnym. Vyhodou tejto metddy je, ze pri zavedeni penzijného poistenia tohto druhu,
sa prispevky aktivnych zamestnancov mozu okamzite pouzit na zaplatenie davok do-

chodcom, ktori st ¢lenmi takéhoto poistenia.

1.2 Fondova penzijna schéma

Postupne ako réstla Statna zadlzenosf rozvinutych krajin, zacali si uvedomovat ich
vlady, ze velky podiel na tomto nepriaznivom stave nesi kazdoro¢né deficity priebez-
ného systému financovania dochodkov. Tato skutocnost zatazovala ekonomiku $tatov
a zostrovala socidlne napitie. Preto boli krajiny nitené nielen zamysliet sa nad prici-
nami a sposobmi preklenutia dlhovej krizy, ale aj pristipif ku konkrétnym opatreniam
smerujucim k reforme déchodkovej struktiry najmé vznikom a fungovanim penzijnych
fondov.

Pojem penzijny fond moze mat v roznych krajinach rozliény vyznam, ale zvycajne
oznacuje fond (akumulované finanéné prostriedky) financovany prostrednictvom osob-
nych tspor zamestnancov a prispevkov zo strany zamestnavatelov. Znamena to teda,
Ze sa vopred vytvara subor aktiv za i¢elom pokrytia budtucich vyplat davok. Fungujtci
penzijny fond je uréeny na napliianie tych potrieb zamestnancov, ktoré si Statny sys-
tém socidlneho zabezpedenia nemoze dovolit. Pretoze aktiva penzijnej schémy sa drzia
oddelene od zamestnavatelovych prostriedkov, pontka tento systém istii ochranu.

Penzijny fond je samostatnou finan¢nou institiiciou, ktora sa svojou podstatou po-



hybuje na rozhrani medzi poistovacou spolocnostou a investicnym fondom. Jeho ¢in-
nost riadi obvykle investi¢na spolo¢nost, komeréné banka alebo poistoviia, pripadne
verejna institucia. Hlavnou pric¢inou, preco sa tento typ fondov vyclenil spomedzi os-
tatnych institucionalnych investorov, je danové zvyhodnenie, ktoré poskytuje kazdy
stat bud pri plateni prispevkov, alebo pri prijimani davok.

V sticasnosti penzijné fondy dominuja svetovym finanénym trhom. Postavenie pen-
zijnych fondov vo vyspelych krajinidch sveta, ako institicii na zaistenie pracujtcich
v starobe a zaroven ako velkych finanénych investorov, ¢oraz viac nadobtda na vy-
zname. V1ady $tatov v nich vidia zdroj volnych finanénych prostriedkov a prispievatelia
nastroj na zhodnocovanie svojich vkladov.

Tieto systémy vytvaraju fondy znacnych objemov. Keby doslo k predc¢asnému roz-
pusteniu takejto penzijnej schémy, nazhromazdené penazné fondy by mali byt dosta-
to¢né na to, aby sa fond vyrovnal v plnej vyske so vSetkymi poistenymi.
Rozoznavame dva zékladné typy penzijnych fondov:

e prispevkovo definovana penzijna schéma

e davkovo definovana penzijna schéma

1.2.1 Prispevkovo definovana penzijna schéma

V prispevkovo definovanej penzijnej schéme sa vopred urcia prispevky, ktoré ucastnici
penzijnej schémy platia do fondu. Ich vyska moze byt urdend ako pevnd suma alebo
ako podiel z prijmu poisteného, pricom cast prispevku moze prevziat zamestnavatel
poisteného.

Dévka (penzia) nie je vopred stanovena. Jej vyska zavisi od celkovej sumy prispev-
kov zaplatenych do fondu a od podielu poistenca na vynosoch hospodarenia penzijnej
schémy, teda na celkovej vyske naakumulovanych prostriedkov na osobnom tucte pois-
tenca. Ak su investi¢né vynosy slabé, zamestnanec dostava nizsiu penziu. Pri vysokych

investi¢nych vynosoch sa platia mensie prispevky alebo st tzv. prispevkové prazdniny.

1.2.2 Davkovo definovana penzijna schéma

Pri davkovo definovanej penzijnej schéme zamestnanci presne vedia, aka vysoku pen-
ziu buda dostévat. Teda vopred sa uréia davky, ktoré budi vyplacané v budicnosti.
Sposob, akym sa tieto davky urcuji, méze byt rozny a zavisi od konkrétneho penzij-

ného fondu.



Napriklad:

e urcend je absolutna vyska davky v penaznom vyjadreni, najcastejSie v zavis-
losti od poc¢tu odpracovanych rokov,

e vyska davky je urcend v zavislosti od platu zamestnanca, resp. ¢lena penzij-
nej schémy, a zvycajne zavisi aj od poctu odpracovanych rokov. Davka moze
byt stanovena na zéklade platu bezprostredne alebo pocas urcitého obdobia
pred odchodom do déchodku, alebo pocas celého pracovného pomeru. Tieto
rozlicné spdsoby sa oznacuju ako schémy s kone¢nym platom a schémy s prie-

mernym platom.

Na zaklade davky sa nasledne urci vyska prispevkov, ktorti maju zamestnanci platit
do fondu. Vypocet vysky prispevkov v takto definovanej penzijnej schéme je zlozitejsi
ako v prispevkovo definovanej penzijnej schéme. Zavisi od mnohych ¢initelov (inves-
ti¢né vynosy, inflacia,. ..) a uréuje ju aktuar fondu.

Podiel davkovo definovanych systémov na celkovom doplnkovom poistenti je v kazdej
krajine rozny a moze zavisiet od metddy pouzivanej na financovanie davkového systému
a aj od velkosti penzijnej schémy. Penzijné schémy s velkym poc¢tom ¢lenov st skor
dévkovo definované, zatial ¢o malé penzijné schémy st castejsie prispevkovo definované.

V ramci penzijného poistenia sa penzijnou schémou mozu poskytovat rozne davky.
Typy davok zavisia od krajiny, kde penzijna schéma posobi, od legislativnych pod-
mienok a zvyklosti. Davky mézu mat formu déchodku i jednorazového vyrovnania.
Najcastejsie davky vyplacané vo forme déchodku st starobny dochodok, invalidny doé-
chodok a pozostalostny dochodok (vdovsky, sirotsky). Jednorazové vyrovnanie sa ¢asto

pouziva ako davka v pripade timrtia alebo vratenie prispevkov pri odchode zo schémy.



2 Matematicky Gvod

Pre lepsie pochopenie dal$ich tvah je potrebné kratke predstavenie zakladnych mate-
matickych pojmov.

Matematické modely mozeme vo vSeobecnosti rozdelit na:

e diskrétne - premenna vyjadrujuca cas nadobuda diskrétne hodnoty. To zna-
mena, ze uvazujeme o casovych okamihoch, ako den, mesiac, rok a podobne.
e spojité - casova premennd nadobuda Iubovolné hodnoty z daného ¢asového

intervalu

Mozeme ich modelovat deterministiky alebo stochasticky. V deterministickom pri-
stupe st vSetky premenné dané, pripadne sa daji vypocitat. Stochasticky pohlad zna-
mena, ze aspon jedna premenna nadobtida hodnoty, ktoré dopredu nepozname, st teda
nahodné.

V nasej praci sa zameriame na stochasticky model penzijného fondu so spojitym
casom, a to aj pre davkovo definovany penzijny fond, aj pre prispevkovo definovany

penzijny fond.

2.1 Stochasticky proces

Ako je uvedené v [4], stochasticky proces je parametrickd mnozina ndhodnych pre-
mennych { X };cr definovana na pravdepodobnostnom priestore (2, .S, P). T sa nazyva

indexovd mnoZina, pri¢om zvycajne je to polouzavrety interval [0, o).

Specialnym pripadom stochastického procesu je Brownov pohyb w(t), ktory ma

nasledovné vlastnosti:
L. w(0)=0
2. w(t) ~ N(0,t)
3. w(t+s)) —w(t) ~ N(0,s)

Hovorime, Ze stochasticky proces { X; }+c7 je Markovov proces (mé Markovovsk

vlastnost), ak pre Vt > t; > ... >t, a j,ji,...,Jn plati:
P(X(t) = jIX(t) = j, -, X(tn) = Jn) = P (X(t) = j|X(t1) = J1) -

To znamena, Ze budiica hodnota procesu nezavisi na minulom vyvoji, ale iba na su-

casnosti.
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2.2 Itova lema

V nasich modeloch sa zameriame najmi na Itéve procesy. Itdév proces je stochasticky
proces X; tvaru
t t
X = X, +/ u(s,w)ds—l—/ v(s,w)dws(w),
0 0
kde w; je Brownov pohyb na (2,5, P). Niekedy sa tato formuldcia uvadza v zjedno-

duSenom tvare:

dXt = udt + wat;

kde u sa oznacuje ako drift a v volatilita.

Pre Itove procesy plati Itova lema, ktorej dékaz (aj pre n-rozmerny pripad) mo-
zeme najst v [4]. Tato lema hovori:
Nech X; je TItov proces v tvare X; = u(t,w)dt + v(t,w)dw, a nech
g(t,z) € C*([0,0), R). Potom Y; = ¢(t, X;) je tiez Itov proces a plati:
g g

1 0%

Pre dva Itove procesy v tvare dX; = oydw,+ . dt, dY; = pydw,+r,dt plati stéinové
pravidlo, podla ktorého

2.3 Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnica

Predpokladajme, Ze mame systém X;, ktory ma tvar Itovho procesu:
dXt = b(t, Xt7 Ut)dt + O'(t, Xta U,t)dBt,

kde X; €e R, b: Rx R"xU — R", 0 : RXx R*xU — R™™ a B, je m-rozmerny
Brownov pohyb. Nech U C R* je Borelovskd mnoZina, potom u, € U je parameter,
ktorym mozeme v okamihu ¢ riadit proces X;.

Oznacme si Y; = (s +t, X,14) pre t > 0. Potom dostaneme rovnicu
dY; = b(Yy, up)dt + o(Yy, uy)dBy.

Definujme si produkénii funkciu ako stredntt hodnotu tzitkovej funkcie F(Y;, u(Y}))

a od funkcie koncového stavu K (Y7r):

(y) = BV [ [P us + K ()

11



Nasou tlohou je pre Vy € G néjst ¢islo ¢(y) a riadenie u*(y) tak, aby platilo:

o(y) :=sup J*(y) = J* (y).

u(y)

Potom riadenie u* nazyvame optimalnym riadenim a ¢ hodnotovou funkciou.

Na rieSenie tohto problému méZzeme pouzit Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rov-

nicu (HJB), ktorej dokaz je uvedeny v [3] a [4]:

Majme dany problém
o(y) = sup, (J*(y);u = u(Y) je Markovovské riadenie).
Predpokladajme, Ze ¢ € C%(G) je ohrani¢end pre vietky y € G a optimalne Marko-

vovské riadenie u* existuje. Potom plati:

ilelg(F”(y) +(L9)(y)) =0  pre VyeaG (2.3)
a
o(y)=K(y)  pre VyeQG,
kde 96 . 96 N o
(L) (y) = 5, (W) + 2 bi(y, v)axi + JXZ:I ai; (Y, v)m,
pricom a;; = 3(00");;

Suprémum v (2.3) ziskame, ak v = u*(y), kde u*(y) je optimalne. Inymi slovami:

Fly,u*(y) + (L"Yo)y) =0 pre Vyed. (2.4)
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3 Stochasticky model davkovo definovaného
penzijného fondu

V dalsej ¢asti budeme vychéadzat zo stochastického modelu davkovo definovaného pen-
zijného fondu so spojitym casom, ktory je uvedeny v [1]. Vezmeme do tvahy Marko-
vovské riadiace stratégie, ktorych budica hodnota nezavisi na minulom vyvoji, ale iba
na sucasnosti.

Oznacme si X (t) vysku penzijného fondu v case t. Prijmy do fondu st tvorené
prispevkami zamestnancov (poistencov), vydavky fondu predstavuji vyplacanie davok
(penzii). Vysku fondu v ¢ase t mozu ovplyvnit aj investiéné vynosy, pripadne straty.

Vseobecny tvar takéhoto modelu je:

dX(t) = X (t)dox(t, X (t)) + c(t)dt — Bdt — opdZy(t), (3.1)

kde:

X(t) = velkost fondu v case t

dox(t,X(t)) = navratnost fondu v ¢ase (¢,t + dt)

c(t) = ¢(t, X(t)) = miera platenych prispevkov

B = ocakavana vyska vyplacanych davok

Op = volatilita vyplacanych davok

Zy(t) = Standardny Brownov pohyb

KedZe uvazujeme dévkovo definovany penzijny fond, vyska davky je presne stano-
vena, pricom pocitame s urcitou volatilitou pri ich vyplacani.

Prvym sposobom, ako mozeme ovplyvnit zmenu vysky fondu, je cez mieru vysky
prispevkov platenych do fondu ¢(t, X (t)). Zakladny princip na urcenie tejto prispevko-
vej miery berie do ivahy vysku prebytku alebo straty penzijného fondu (rozdiel medzi
prijmami a zavéizkami). Prispevkovd miera sa mozZe znizit v obdobi, ked fond vykazuje
prebytok, a v obdobi straty sa méze zvysit. Ulohou aktuara (spravcu) fondu je uréit
optimélnu prispevkovii mieru pri roznych velkostiach fondu.

Prispevkova miera je az na ur¢ité obmedzenia velmi flexibilné. Tieto obmedzenia sa
dotykaju priamo prispevkovej miery, alebo ohrani¢uji velkost fondu, ¢im sa nepriamo

meni aj vyska prispevkovej miery. Takymito ohrani¢eniami mozu byt napr.:

e Poziadavka na udrziavanie velkosti fondu nad urdéitou miniméalnou hranicou.

Ak fond klesne pod tuto hranicu, povazuje sa to ako strata.
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e Poziadavka na maximéalnu velkost fondu. Po prekroceni tejto hodnoty sa musia

prostriedky vratit prispievatelom, pripadne sa zvySia vyplacané davky.

e Prispievatelia mozu pozadovat, aby prispevkova miera nepresiahla ur¢itt ma-

ximalnu hodnotu.

Dalsi sposob riadenia fondu je cez rozdelenie prostriedkov fondu medzi aktiva, ktoré
sa vyskytuji na trhu. Vezmeme do uvahy vyskyt jedného bezrizikového aktiva (alebo
hotovost) a n rizikovych aktiv, ktoré maja navratnost ¢;.

Bezrizikové aktivum Ry, ma v Case t hodnotu
Ro(t) = RO(O)e‘SOt.

Rizikové aktivum R; sa riadi geometrickym Brownovym pohybom:

=1

Tento vztah mozeme napisat vo vektorovom tvare pre n rizikovych aktiv:

do(t) = odt + SdZ (3.3)
kde:
dé(t) = (doy(t),...,ds,(t)"
0 (617 )
S (oi j)Z i1 Je kovarianéné matica
dZ (dZy,...,dZ,)T
Z(t) = n-rozmerny Brownov pohyb.

Definujme si vektor A = (\;, ..., \,)7, kde \; = &; — &y je rizikova prémia prislticha-
juca aktivu i. Predpokladajme, 7e §; > dp Vi > 1, teda, ze investori stt odmenovani
vy$Sou navratnostou za prebratie urcitého rizika.

Vyska prostriedkov fondu, ktoré st investované do aktiv, je pre aktivum 7 urcena
vahou p;(t, X (t)). Pre jednotlivé vahy plati nasledovna rovnost >0, pi(t, X (t)) = 1.

Véhy rizikovych aktiv budeme oznacovat vektorom p :

= p(t, X (1) = (pa(t, X (1)), ..., pu(t, X (2)))"

Vysku prostriedkov investovani do bezrizikového aktiva modZeme napisat vztahom

po(t, X(t)) = 1 — >0 pi(t, X (t)). Navratnost fondu z celkovych investicii mé na za-
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klade tychto uvah tvar:

n

dox = (1= p)dodt + 3" piddi(t) = Sodt + p" Adt + pT SdZ.

i=1 =1

Rovnicu zakladného modelu (3.1) mdzeme potom prepisat do tvaru:

dX (t) = X(t)(6o + p" N)dt + (c(t) — B)dt + X (t)p" SdZ — o3dZy(t).

3.1 Hodnotova funkcia a optimalne riadiace stratégie

Podla principu ekvivalencie, ktory je jednym zo zékladnych principov vyuzivanych
v poistovnictve, sa celkovd hodnota oc¢akavanych prijmov poistovne musi rovnaft cel-
kovej hodnote ocakavanych vydavkov, ak prijmy a vydavky diskontujeme k rovnakej
Casovej zakladni. V priebehu poistenia vSak tato rovnost neplati. Preto poistoviia musi
vytvarat rezervy, z ktorych ¢erpa v pripade vysokych vydavkov. Poistné rezerva je teda
suma, ktorti musi poistoviia nahromadit z prebytkov a trokov v prvych rokoch pois-
tenia tak, aby mohla plnif svoje zaviizky aj v budicnosti.

Hodnotu penzijného fondu na zéklade tychto ivah moézeme chapat ako prospek-
tivnu rezervu, ktora sa uréi ako stredna hodnota straty fondu (rozdiel su¢asnej hodnoty
budtcich vydavkov a sucasnej hodnoty budicich prijmov fondu).

Definujme si hodnotova funkciu W (t, x)(c,p) pre vSeobecné riadenie penzijného

fondu v tvare:

W(t,x)(c,p) = E [/too e P L(s,c(s,X(s)),X(s))ds | X(t) =z (3.4)

kde e~"*je diskontna funkcia a L(s, ¢, x) je stratova funkcia poistovne dand v ¢ase s. Pre
poistoviiu je vyhodnejsie mat poistni rezervu ¢o najmensiu. Vtedy ocakéava dostatocné
prijmy, aby mohla pokryt svoje vydavky. Z tohto dévodu chceme hodnotovi funkciu
W (t,z)(c, p) minimalizovat a to vzhladom na riadiace stratégie c(¢, X (t)) a p(t, X (1)),
teda vzhladom na prispevkovii mieru a na spodsob investicii prostriedkov fondu do jed-

notlivych aktiv. Tym ziskame optimalne hodnoty tychto stratégii. Oznac¢me si
V(t,z) = infepyW(t,z)(c,p) = W(t,z)(c", p")

za predpokladu, ze optimélne riadiace stratégie ¢* a p* existuji. Na rieSenie tohto

problému moézeme pouzit Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rovnicu (2.3), na zéklade ktorej
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dostaneme nasledovnti rovnost:

1
0 = inf (e_ﬁtL(t, ¢, 2) + Vi + (o +p" N + ¢ = BV, + S Vi (a"p" Dp + 0?)) ,

(c:p)
(3.5)
kde D = SST.
Zderivovanim vyrazu v zatvorkach podla stratégii ¢ a p dostaneme rovnice:
0
—()=eP'L.,+V,=0
aC( )=¢e +
0 (.) = A2V, + Dpa*V,, =0
3 ) = ATV, T Ve = U,
dp b
z ktorych mozeme urcit hodnoty optiméalnych stratégii ¢* a p*.
¢ (t,x) = LM (=eV) (3.6)
V,
“(tx)=—(——) D'\ 3.7
Pt = - () (3.7

Z tvaru stratégie p* vidime, ze vyska prostriedkov investovana do rizikovych aktiv
zostava v rovnakom pomere. MozZeme si definovat $pecidlne portfélio zloZené z n rizi-
kovich aktiv v pomere D). Pre Tubovolnii hodnotu fondu  budeme p(z) = e p*(x)
(kde e = (1,...,1) je jednotkovy vektor) drzat v tomto portféliu a (1 — p(z)) inves-
tujeme do bezrizikového aktiva.

Presny tvar funkcie V(¢,z) nepozndme, vyjadrili sme iba tvar stratégii ¢* a p*
pomocou danej funkcie. TieZ je nevyhnutné, aby stratova funkcia L(t, ¢, ) bola striktne
konvexna podla premennej ¢, ¢o zarudi, Ze existuje inverznd funkcia L'

V kazdom penzijnom fonde nadobuda strata roznu formu, preto sa v dalSej casti
zameriame na Specidlne tvary stratovej funkcie L(t,c, ), a to v tvare kvadratickej,

mocninovej a exponencialnej funkcie.

3.2 Kvadraticky tvar stratovej funkcie

V tejto ¢asti budeme uvazovat kvadraticky tvar stratovej funkcie. Tento tvar stratovej

funkcie je uvedeny v [1]:

Lit,c,a) = (¢ — cn)’ + 20(c — cu) (@ — ) + (k+ )@ — )% (3.8)

kde & > 0. Hodnota konsStanty ¢,, vyjadruje maximélnu prijatelni alebo optimélnu

prispevkovii mieru, ktort st prispievatelia ochotni platit. Konstanta z, vyjadruje dolnt
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hranicu velkosti fondu. Ak fond klesne pod tuto hranicu, povazuje sa to ako deficit.
Hodnota (z — x,) je prebytok fondu vzhladom k tomuto ohraniceniu. Prva derivacia
funkcie straty ma tvar L. = 2(c — ¢,,) + 2p(x — ). Vyjadrenim inverznej funkcie
k prvej derivacii v bode —e?*V, dostaneme optimalnu hodnotu riadiacej stratégie c*.
Teda plati:

1
¢ = LN (—e"V,) = ¢ — p(z — 2,) — §eﬁtvx.

C

Na zdklade tvaru optimélnych stratégii ¢* a p* a ich vlastnosti (Markovovskost a ho-
mogénnost v ¢ase), modzeme funkciu V (¢, ) hladat v tvare V (¢, x) = e P F(z). Po do-
sadeni tohto tvaru funkcie V(¢,z) a tiez optimalnych stratégii ¢* a p* do Hamilton-

Jacobi-Bellmanovej rovnice (3.5) dostaneme nasledovni rovnost:

1 F?
0= iF; + k(x — 2,)* — BF + (8o — B)F, — ATD—lAF—%L
1 1 FIQ Tn—-1 2
+(em — plr — xp) — §Fx)Fx + §Fm Fg?x)\ DA+ . (3.9)

KedZze uvazujeme pripad kvadratickej funkcie straty, aj funkciu F'(x) budeme hladat
v kvadratickom tvare F(x) = Pz? + Qx + R. Po dosadeni tohto tvaru funkcie F(r)

do rovnice (3.9) dostaneme rovnicu:

0=2%~-P?+k— BP+2Pd, — Pe — 2pP]+

+x[—PQ — 2kx, — fQ —2PB + Qdy — Qe — pQ + 2P (¢, + pr,) |+

Q%

1
+ —ZQ2+kx§—ﬁR—BQ—E+(cm+pxp)Q+Pa§ , (3.10)

kde e = ATD-1\.

Porovnanim koeficientov pri kvadratickom, linedArnom a absolitnom c¢lene rov-
nice (3.10) dostaneme optimdalne hodnoty pre koeficienty funkcie F'(x), ktoré st zavislé
od velkosti konstanty k.

Ked polozime koeficienty pri kvadratickom ¢lene rovnice (3.10) rovné nule, dosta-
neme kvadraticku rovnicu pre P. Obmedzime sa na kladny koren tejto rovnice, ¢o nam

zabezpeci, Ze funkcia F'(z) bude konvexna:

Pty = P+ P2+ 4k

2 Y

(3.11)

kde P =26y — 3 — e — 2p.
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Hodnoty parametrov () a R maja nasledovny tvar:
2[P(k)(B — cm — p1p) + k]
—P(k‘)—Féo—ﬁ—E—p

Q(k)*e
4P(k)

Qk) = (3.12)

+ (em + pz,)Q(K) + P(k)af] .
(3.13)

Funkciu F'(z) s koeficientami vyjadrenymi v rovniciach (3.11), (3.12) a (3.13) dosa-
dime do rovnic (3.6) a (3.7) a dostaneme optimalne hodnoty stratégii ¢* a p* pri kvad-

ratickom tvare stratovej funkcie L(¢, ¢, z) a funkcie F'(x):
. 1
¢ = e — plr —2,) ~ S PR +Q(R) (3.14)

. _@RPE)x+QK)
pr=— 2P (k) D7 (3.15)

Poznamenajme, Ze pri velkosti fondu z = —Q(k)/2P(k) dostaneme p*(z) = 0. To
znamena, ze budeme investovat len do bezrizikového aktiva. VSimnime si tiez, Ze funk-
cia F(x) nadobiida minimum v rovnakom bode x = —Q(k)/2P(k), ktory mozeme
oznacit ako x,,;,. Tento bod sa uvadza ako uréita miera, hranica, ktort fond nemdze
prekrocit. V tomto bode zacina hodnotova funkcia rast, teda pri dalSom zvySovani
velkosti fondu, by sa zvicsovala aj hodnota funkcie F'(z). Koeficienty P(k) a Q(k) ne-
zavisia na hodnote volatility o}, teda ani optimalne riadiace stratégie c* a p* nezavisia
na tejto hodnote.

Optimélna stratégia c¢*, ako vidime z rovnice (3.14), je klesajicou funkciou pre-
mennej r. Ak fond vzrastie, optimalna vyska prispevkov platenych do tohto fondu
klesne. Teda pri velkych fondoch méme dostatok prostriedkov na vyplatenie davok
a nemusime pozadovat vysoké prispevky od prispievatelov.

Podobne je to aj pri optimélnej stratégii p*, ktord je tiez klesajicou funkciou vel-
prinasaju vyssi vynos. Aby sme dosiahli pozadovani hodnotu fondu, ktora je schopna
zabezpecit vyplatenie davok, postaci nam aj vynos z bezrizikového aktiva.

Konkrétne hodnoty optiméalnych stratégii ¢*, p* a funkcie F(x) sme hladali pre na-
sledovné hodnoty parametrov. Rozdelili sme ich na fixné parametre a riadiace para-
metre. V ramci riadiacich parametrov sme uvazovali jednotkovy déchodok s nulovou

volatilitou.
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Fixné parametre:

0.04 0.05 0.05
5 =0.03, 0= ( 0.06>’ S = ( 005 09 ) B=1, o0,=0 (3.16)

Riadiace parametre:
cm =06, k£=0.001, pB=003 p=0 (3.17)

V nasledovnych tabulkdch st pre rozlicné hodnoty riadiacich parametrov uvedené
hodnoty parametrov funkcie F'(x), vyska fondu, pri ktorej funkcia F'(z) nadobuda mi-
nimum a tiez hodnoty optimalnych stratégii c* a p = eTp* (e=(1,...,1) je jednotkovy
vektor) pri konkrétnej velkosti fondu. Tieto hodnoty sme ziskali pomocou programu,
ktory sme programovali v softvére Mathematica. Program je uvedeny v prilohe (Prog-

ram 1).

Tabulka 1. Hodnoty parametrov a minimalnej hodnoty pre funkciu

F(x) v kvadratickom tvare

[ew | k& Ja, [ B ] P& | Qk) | RE) | i |
0,6 | 0,001 | 10 | 0,03 | 0,0357 | -0,8383 | 5,0139 | 11,725
0,8 1 0,001 | 10 | 0,03 | 0,0357 | -0,5917 | 2,5472 8,275
0,6 | 0,002 | 10 | 0,03 | 0,0488 | -1,113 | 6,4809 | 11,4084
0,8 | 0,002 | 10 | 0,03 | 0,0488 | -0,8382 | 3,7329 | 8,5916
0,6 | 0,001 | 15 | 0,03 | 0,0357 | -1,0108 | 7,1701 | 14,1375
0,6 | 0,001 | 10 | 0,05 | 0,0261 | -0,5983 | 3,4724 | 11,4637

Tabulka 2. Hodnoty optimalnych stratégii pre kvadraticky tvar

stratovej funkcie

Lem |k o] B | Flamn) | (4) [ p4) |
0,6 | 0,001 | 10 | 0,03 | 0,0992 | 0,8762 | 2,575
0,810,001 | 10 | 0,03 | 0,0002 | 0,9528 | 1,425
0,6 | 0,002 | 10 | 0,03 | 0,1322 | 0,9614 | 2,4695
0,810,002 10| 0,03 | 0,1322 | 1,024 | 1,5305
0,6 | 0,001 | 15 | 0,03 | 0,0248 | 0,9624 | 3,3792
0,6 | 0,001 | 10 | 0,05 | 0,0428 | 0,7948 | 2,488

Ak zmenime hodnotu parametra ¢, z 0,6 na 0,8, funkcia F'(x) sa posunie smerom

dolava a hodnota x,,;, sa znizi z 11,725 na 8,725 (obr. 1). Teda fond udrziava svoju
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vysku pod touto hranicou. Hodnota optiméalnych prispevkov platenych do fondu ¢* ()
pri tejto zmene maximalnej prispevkovej miery vzrastie (obr. 2). Optimélna straté-
gia p v tomto pripade poklesne (obr. 3). Ak sa zvysi maximalna prijatelna prispevkova
miera, vyska prostriedkov investovanych do rizikovych aktiv sa znizi. Kedze ziskame
vyS$Sie prijmy z prispevkov poistencov, nemusime investovat do rizikovych aktiv, ktoré

prinasaju vyssie vynosy. Postacia nam vynosy z bezrizikového aktiva.

ck x
1
~
0.8 ~
~
0.6 ~
~
0.4 ~
~
0.2 ~
~
=~ X
X 10 20 30 40
5 10 15 2
Obr. 1: Funkcia F(z) pri zmene parametra ¢,, Obr. 2: Optimalna prispevkovd miera c*(z)
(plné ¢, = 0,6, prerusovane ¢, = 0, 8) (plna ¢,, = 0,6, prerusovane ¢, =0, 8)
pk x
14
12
10
8
6
4
2
X

2 4 6 8 10
Obr. 3: Optimélna stratégia p(z) (plna

¢m = 0,6, prerusovane ¢, = 0, 8)

Ak zvysime dolnt hranicu velkosti fondu z,, z 10 na 15, znizi sa aj hodnota funkcie
F(zmin) z 0,0992 na 0,0248. Pri udrziavani velkosti fondu nad ¢o najvyssou hranicou,
predpokladame, Zze mame dostatok prostriedkov na budiice vydavky a budeme potre-
bovaf niz$iu rezervu. Na druhej strane sa zvysi optimalna prispevkova miera a tiez
vyska prostriedkov investovanych do rizikovych aktiv. Ak udrziavame velkost fondu

nad vysSsou hranicou, je potrebné, aby sme si zabezpedili aj vyssie prijmy.
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3.3 Mocninovy tvar stratovej funkcie

V tejto casti budeme uvazovat stratova funkciu L(t, ¢, s) v tvare mocninovej funkcie
s dvoma parametrami ¢,, a :

Liem—c) pre c<ecp

L(t,c, x) :{ I

+00 pre c¢ > ¢y

pre  0<~y<l1. (3.18)

Tak isto ako pri kvadratickom tvare stratovej funkcie, aj v tomto pripade parameter c,,
oznacuje maximalnu prijatelnt prispevkovi mieru, ktora st prispievatelia do fondov
ochotni platit.

Opit budeme uvazovat hodnotovti funkciu v tvare V(¢,z) = e P'F(x). Vyjad-
renim druhej derivicie stratovej funkcie overime jej konvexnost a teda aj existenciu
inverznej funkcie k prvej derivacii stratovej funkcie. Hodnota optimalnej stratégie ¢*

z rovnice (3.6) bude mat pre mocninovy tvar stratovej funkcie tvar:

Tento tvar optimélnej stratégie c¢*, optimalnu stratégiu p* z rovnice (3.7) a funkciu
V(t,z) dosadime do do Hamilton-Jacobi-Bellmanovej rovnice (3.5). Dostaneme nasle-
dovnu rovnicu:

1 1 F?

——(=F)0"Y — BF + (8x + ¢ — B)F, — S MDD\ =0. (3.19)
/y xrxr
Ttto rovnicu budeme riesif pre mocninovy tvar funkcie F'(z) = —k(z —x,,)%, ktord ma

tri parametre. Tento tvar funkcie F'(z) dosadime do predchadzajicej rovnice (3.19),

¢im vznikne rovnost:
(a—1) —1
(ko) 7 (& — ) 5 (H) + Bk(z — )"

B —cy, a1 1 ko
_(50<a:— 5 >k:a(x—xm) +2&_1

(x —2,)* MDA =0

Ak chceme porovnat koeficienty rovnice pri vyrazoch obsahujicich premennt x, zvo-

lime si nasledovné hodnoty parametrov x,, a a:

B —c¢,,
do

Ty = (3.20)
a=r. (3.21)
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Tymto obmedzenim dostaneme v celej rovnici rovnaky vyraz obsahujtici neznamu x
a to (x —x,,)*. Porovnanim koeficientov pri tomto vyraze dostaneme hodnotu tretieho
parametra v tvare:

1

k=—=c]", (3.22)

kde

-7

Tieto hodnoty parametrov platia pre Specialnu hodnotu volatility vyplacanych da-

(5 — Joy + ;V”l/\TD‘l/\>
C1 = .

vok o, = 0.

Spitnym dosadenim tychto parametrov funkcie F'(x) do rovnic pre optimdlne ria-
diace stratégie c* a p* dostaneme hodnotu tychto stratégii pre mocninovy tvar stratovej
funkcie L(t, ¢, x) a funkcie F(z):

. B =00y + 3555 ATD7IA
c(x) = ep — ( T ) (x — ) (3.23)
(@) = D-IAE = Tm) (3.24)
(I =7z

Optiméalna stratégia c* je aj v tomto pripade, podobne ako pri kvadratickom tvare,
klesajiicou funkciou premenej z. S narastajucim fondom teda pozadujeme nizsiu pris-
pevkova mieru.

Na rozdiel od kvadratickej funkcie, v tomto pripade je optiméalna stratégia rozde-
lenia prostriedkov medzi aktiva p* rastticou funkciou velkosti fondu x. Ked vlastnime
viac prostriedkov, mozeme si dovolit viac riskovat. Pripadnd strata je pre nas v po-
rovnani s velkostou fondu pomerne mala. Na mensi fond mé strata vyraznejsi vplyv
a preto radsej investujeme do bezpecnejsieho bezrizikového aktiva.

V nasledovnej tabulke st uvedené hodnoty parametrov funkcie F'(x) a hodnoty

optimdlnych stratégii ¢* a p* pre konkrétnu velkost fondu.

Tabulka 3. Hodnoty parametrov funkcie F(x) a optimalnych stratégii
pre mocninovy tvar stratovej funkcie

[l v [ B ] 2w [ a ] a [ Kk | F20) |c(20)] 520 |
0,6 | 0,48 | 0,03 | 13,333 | 0,48 | 0,01028 | 22,522 | -55,9865 | 0,5315 | 0,8547
0,8 10,48 | 0,03 | 6,6667 | 0,48 | 0,01028 | 22,522 | -78,0868 | 0,663 | 1,7094
0,6 | 0,2 | 0,03 13,3333 | 0,2 | 0,02653 | 91,203 | -133,288 | 0,4231 | 0,5556
0,8 0,2 | 0,03 | 6,6667 | 0,2 | 0,02653 | 91,203 | -153,108 | 0,4463 | 1,1111
0,6 | 0,48 | 0,05 | 13,333 | 0,48 | 0,04874 | 10,0246 | -24,92 | 0,2751 | 0,8547
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Tieto hodnoty sme vyjadrili pre rovnaké hodnoty fixnych parametrov, ako boli uve-
dené pri kvadratickej stratovej funkcii v rovnici (3.16). Hodnoty riadiacich parametrov
sme menili tak, ako je to uvedené v tabulke.

Zvysenim hodnoty maximalnej prispevkov miery ¢, z hodnoty 0,6 na 0,8, hodnota
funkcie F'(z) (obr. 4) klesne, ale hodnota optimalnej stratégie ¢*(x) sa zvysi (obr. 5).
Teda ak st prispievatelia do fondu ochotni platit vys$iu sumu, zvysi sa aj optiméalna
prispevkova miera. Narastom prispevkov do fondu klesne pozadovana rezerva, ktori
fond potrebuje na vyplacanie budicich vydavkov. Pri tejto zmene maximaéalnej prispev-

kovej miery vzrastie aj velkost prostriedkov investovanych do rizikovych aktiv (obr. 6).

Fp x cp x

0.8 ~
0.7 ™~

0.6 -

‘ : : : : — X
X 5 10 15 20 No
20 25 30 35 — 40

Obr. 4: Funkcia F(z) pri zmene parametra c¢,, Obr. 5: Optimélna prispevkova miera ¢*(z)

(plna ¢, = 0,6, prerusovane ¢, = 0, 8) (plné ¢,, = 0,6, preruSovane c,, = 0, 8)

pp x

) - -
1.5 7

-

1

0.5
X
15 20 25 30 35 40

-0.5

Obr. 6: Optimalna stratégia p(z) (plna

¢m = 0,6, prerusovane ¢, = 0, 8)

Pri poklese parametra v z hodnoty 0.48 na 0.2 viditelne poklesne aj hodnota funk-
cie F'(x). Funkcia optimalnej stratégie ¢*(z) zmeni svoj sklon a bude vzhladom k pre-
mennej = klesat rychlejSie. Pri vyssich hodnotéch fondu, buda prispievatelia platit
nizsie prispevky a naopak, pri nizsich hodnotach fondu, buda tieto optimalne pris-
pevky vyssie. Optimdlne rozdelenie prostriedkov medzi rizikové aktiva p(z) v tomto

pripade klesne.
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3.4 Exponencialny tvar stratovej funkcie

V tejto podkapitole sa ststredime na exponencidlny tvar stratovej funkcie s dvoma
parametrami 7 a §. Parameter + urcuje, ako ovplyviiuju prispevky stratu fondu a para-
meter # definuje urc¢iti mieru vydavkov fondu. Stratova funkcia ma potom nasledovny

tvar:
L(t,c,x) = 0 (3.25)

kdey>0af>0.

Rovnako ako v predchadzajicich pripadoch aj pri exponencidlnom tvare stratovej
funkcie budeme uvazovat funkciu V (¢, z) v tvare V(t,x) = e P F(x). Kratkym overe-
nim druhej derivacie stratovej funkcie L(t, ¢, x) podla premennej ¢ zistime, ze funkcia

je konvexna, teda spliia nasu poziadavku a moézeme bez problémov vyjadrit optimalnu

= l (9:5—1—111 (—Fx>> }
v Y

Stratégiu p* z rovnice (3.7) mdézeme pomocou funkcie F(x) vyjadrit v nasledovnom

F,
f=—(———| D'\
P ( xegc)

stratégiu ¢* z (3.6) rovnicou:

tvare:

Funkciu F(z) budeme v tomto pripade hladat v tvare exponencidly, podobne ako je
to pri stratovej funkecii:
F(z) = elat), (3.26)

Po dosadeni tohto tvaru funkcie F'(x) a tiez optimélnych hodnét ¢* a p* z predchadza-

jucich rovnic do Hamilton-Jacobi-Bellmanovej rovnice (3.5) dostaneme rovnicu:

b0 +7dy) b 1 1. (b 1 b2
0= g (2020 VN (L0 g L (2 _e) Ly B
gl v v) 2 2

Ked polozime koeficienty linearneho ¢lena tejto rovnice rovné 0, dostaneme rovnicu,

z ktorej vyjadrime hodnotu parametra b v tvare:
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Porovnanim koeficientov absolitneho ¢lena HJB rovnice dostaneme hodnotu para-

metra a: , 2
—B+bB+ 2 - ATD A+ %of
a=In—+ v 2 20 (3.28)

;

2

Dosadenim tychto parametrov do rovnic pre optimalne riadiace stratégie a tiez vyuzi-
tim exponencidlneho tvaru funkcie F'(z) dostaneme hodnoty optimalnych stratégii pre
stratovt funkciu L(¢, ¢, z) v exponencidlnom tvare:
*(x) ! D7\ (3.29)
)= — .
P xb
_ 2
BB+ =N DTIN+ Gop
B b

c(x — Jox. (3.30)

Vsimnime si, ze aj v tomto pripade je optimalna prispevkova miera c¢* klesajicou
funkciou velkosti fondu z. Teda pri vysSich fondoch potrebujeme niZzsiu mieru pris-
pevkov, aby sme zabezpecili pozadovani velkost fondu a schopnost vyplacat vopred
urcené davky.

Optimalne rozdelenie prostriedkov fondu medzi aktiva p* s narastajicou vyskou
fondu klesa, podobne ako pri kvadratickom tvare stratovej funkcie. Pri vyssich fondoch
neriskujeme a neinvestujeme vysoké sumy do rizikovych aktiv, ale postac¢i nam vynos

7 bezrikového aktiva.

Tabulka 4. Hodnoty parametrov pre funkciu F(x) a optimalne

hodnoty riadiacich stratégii pre exponencialny tvar stratovej funkcie

Ly [0 B8] a [ b | FR) [ (4 [ p(4) |
0,6 0,4|0.03]|1,9024 | 0,418 | 0,1025 | 2,4483 | 0,7974
0,810,4|0.03]| 23573 | 0,424 | 0,1522 | 2,033 | 0,7862
0,6 | 0,810.03]| 1,1479 | 0,918 | 0,000325 | 2,5019 | 0,3631
0,8 10,8]0.03]|1,6203 | 0,924 | 0,000491 | 2,0855 | 0,3608
0,6 0,4/0,05]| 18737 | 0,418 | 0,0996 | 2,4005 | 0,7974

Konkrétne hodnoty parametrov a a b a funkcie F(x) sme hladali rovnako ako
v predchadzajucich pripadoch pre fixné parametre uvedené v (3.16). Parametre -y a 6
nadobtudaji rozliéné hodnoty, ako vidime v tabulke, ¢im sme zistovali vplyv tychto
parametrov na funkciu F'(x) a na optimélne riadiace stratégie ¢* a p*. Funkcie F(x),

c*(x) a p(r) sme na porovnanie vyd¢islili pre konkrétnu hodnotu fondu.
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Zvysenim hodnoty parametra v z hodnoty 0,6 na 0,8 vzrastie aj hodnota funk-
cie F'(z) (obr. 7). Hodnota optimélnej prispevkovej miery klesne. Teda, ak prispev-
kova miera prispieva vo vySSej miere na potrebni rezervu fondu, budeme sa snazif
tito prispevkovii mieru znizif. Hodnota optimélnej stratégie p*(z) v tomto pripade

tiez poklesne.

10 20 0 40 X 10 20 0 40

Obr. 7: Funkcia F'(x) pri zmene parametra v  Obr. 8: Optimdlna prispevkova miera c*(x)

(plnd v = 0,6, prerusovand v = 0, 8) (plnd v = 0,6, prerusovand v = 0, 8)

R
Obr. 9: Optimdlna stratégia p(z) (plna
~ = 0,6, prerusovand v = 0, 8)

Zmenou parametra 6 z hodnoty 0,4 na hodnotu 0,8 funkcia F'(z) viditelne poklesne.
Prispevkova miera v tomto pripade vzrastie. Aj podiel prostriedkov fondu investova-
nych do rizikovych aktiv sa znizi a viac investicii bude smerovat do bezpecnejsieho
bezrizikového aktiva.

Ked vzrastie trokovd miera (3 z hodnoty 0,03 na 0,05, hodnota funkcie F(z) po-
klesne. Pocitame s nizSou potrebnou rezervou, za predpokladu, zZe ziskame viac financ-
nych prostriedkov z Grokov. Mierne poklesne aj prispevkova miera. Stratégia investicii

prostriedkov p* nezavisi na tejto hodnote, teda uvedena zmena ju neovplyvni.
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4 Stochasticky model prispevkovo definovaného
penzijného fondu

Pri analyze riadenia prispevkovo definovaného penzijného fondu budeme vychadzat
zo stochastického modelu, ktory je uvedeny v [2]. Hlavny rozdiel oproti dédvkovo defi-
novanému penzijnému fondu je v tom, Ze sa neststredime na minimalizaciu stratovej
funkcie fondu, ale na maximalizaciu uzitkovej funkcie substituéného pomeru, ktory je
definovany ako pomer penzie a konecného platu zamestnanca v ¢ase odchodu do do6-
chodku. Budeme uvazovat konstantnt prispevkovii mieru 7 a funkciu uzito¢nosti bu-
deme maximalizovat cez riadiacu stratégiu p, ktord predstavuje spdsob investovania
prostriedkov fondu medzi aktiva.

Podobne ako pri stochastickom modeli davkovo definovaného penzijného fondu, aj
v tomto pripade uvazujeme vyskyt n rizikovych aktiv a jedného bezrizikového aktiva.

Tiez uvazujeme nadhodny rast miezd a jednofaktorovy model trokovej miery.

4.1 Predpoklady modelu

4.1.1 Urokova miera

Uvazujeme jednoduchy model trokovej miery r(t), ktorda zavisi od jedného nahod-
ného faktora - jednofaktorovy model tirokovej miery. Stochasticka diferencialna rovnica
pre r(t) mé tvar:

dr(t) = p,(r(t))dt + o, (r(t))dZ,(t) (4.1)

pre vhodné funkcie driftu p, (1) a volatility o,(r). Z1(t) oznac¢uje Standardny 1-rozmerny
Brownov pohyb.

V nasom modeli sa obmedzime na Vasickov model trokovej miery, v ktorom majua
drift a volatilita Specialny tvar.

Drift trokovej miery spliia v tomto modeli nasledovnt rovnicu:

NT(T) = O‘T(NT - T)'

Volatilita tirokovej miery je konstantna:
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4.1.2 Vynosy z aktiv

Predpokladédme, Ze na trhu sa vyskytuje n + 1 aktiv, do ktorych budeme investovat
naakumulované prostriedky fondu. Oznac¢me si R;(t) hodnotu aktiva i v Case t.

V tomto portféliu sa vyskytuje jedno bezrizikové aktivum Ry, ktoré spliia rovnicu:
dRy(t) = r(t)Ro(t)dt

Rizikové aktiva sa riadia stochastickou diferencialnou rovnicou, ktord ma pre aktivum ¢

nasledovny tvar:

j=1
kde:
Z@t) = (Z1(t),...,Z.(t))" je n - rozmerny Brownov pohyb
A; = jerizikova prémia prislichajuca k aktivu ¢
oi; = volatilita aktiva ¢ s ohladom na zmeny v Z,(t).

n

Oznacéme si S = (045);—, kovariantni maticu rizikovych aktiv a A = (A,..., A,)7

vektor rizikovych prémii. Potom p = S~!\ oznaduje trhovii hodnotu rizika.

4.1.3 Mzdy

Predpokladajme, 7e mzda poistenca, S(t), spliia model:
dS(t) = S()[(r(t) + ps(t))dt + vedZ,(t) + oL dZ(t)) (4.3)

Pomocou deterministickej funkcie p(t), zavislej od ¢asu ¢, predpokladédme, ze mzda
poistenca je zavisla od jeho veku. Z praxe je zndme, ze mzda rastie rychlejsie v mlad-
Som veku poistenca, kym v starSom veku sa tento rast spomaluje, pripadne sa az
zastavi. Toto ndm urcuje, ze funkcia ps(t) moze byt klesajicou funkciou, pripadne
moze nadobudat aj zaporné hodnoty.

Premennd o, nam umoznuje zaclenit ur¢itt mozna zévislost medzi mzdou a vyno-
som z aktiv. Na druhej strane ndm vyraz v,dZ,(t) dovoluje uvazovat nehedzovatelné

mzdové riziko (Z,(t) je jednorozmerny Brownov pohyb nezavisly od Z(t)).

4.1.4 Penzijny fond

Oznacme si X (t) velkost penzijného fondu v ¢ase t. Prijmy tohto fondu sa tvorené

prispevkami zamestnancov, ktoré su urcené ako pevné percento zo mzdy. Vydavky
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fondu sa vyskytna az v ¢ase odchodu zamestnanca do dochodku. Vysku fondu mo-
zeme ovplyvnif aj tym, ako rozdelime prostriedky fondu medzi jednotlivé aktiva, a aké

vynosy nésledne dosiahneme. Penzijny fond potom spliia nasledovni rovnicu:
dX(t) = X)[(r(t) + pt)" N dt + p(t)" SdZ(t)] + 7S (t)dt. (4.4)

kde p(t) = (p1(t),...,pa(t))T je vektor véh prostriedkov fondu, ktoré st investované
do rizikovych aktiv, a 7 je prispevkova miera urcend ako pevné percento zo mzdy.
Vyjadrime si funkciu Y'(¢) ako pomer velkosti fondu a mzdy Y(t) = X (¢)/S(t).
Pomocou Itovej lemy (2.1) a st¢inového pravidla z (2.2) vyjadrime stochastickt rovnicu
pre Y (t):
dY (t) = [+ (p"S(p — 05) = ps(t) + V2 + 0L 0)Y ()] dt+

+(pT'Sy — 051)2Y (£)2dZ™ (1) +

(V2 + (S50 — 00)T (53 p — 002))Y (1)2dZ" (). (4.5)
kde:
Sl = 561
€1 = (1,0,...,0)T
012 ... O1n
Sy =
Op2 ... Opn
Os1 = 0—561 = (05)1
Os2 = ((03)27 SR (O-S)H)T
Z0(t) = Zt)
ZW(t) - jednorozmerny Brownov pohyb zavisly od Zy(t), ..., Z,(t) a Z(t).

4.1.5 Dochodok

Predpokladajme, ze v ¢ase odchodu do dochodku 7', bude naakumulovany fond po-
uzity na ”"nakup” dochodku v hodnote a(T,r(T)) na jednotku penzie. Ak odchod

do dochodku je vo veku x rokov, potom primerana hodnota a(T,r(T")) bude:
a(T,r(T)) = / P(T, T + s)4p.ds,
0

kde sp, predstavuje funkciu prezitia (pravdepodobnost, Ze x - ro¢na osoba sa dozije
veku = + s rokov) a P(t,u) je hodnota bezkupénového dlhopisu v ¢ase ¢, ktory ma

splatnost v case u.
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4.2 Funkcia uzZito¢nosti a optimalna stratégia

Predpokladajme, Ze v ¢ase odchodu do déchodku bude mat fond uZitok vyjadreny
pomocou nasledovnej funkcie uzito¢nosti (koncova uzitoénost) K(Y(T'),r(T)). Vyjad-

rime si hodnotovi funkciu ako strednit hodnotu koncovej uzitocnosti:

J(t,y,r)(p) = EIK(Y (1), r(T)[Y (1) = y,r(t) = 7, p(s,y(s),7(s))]

Tuato funkciu chceme maximalizovat vzhladom na spdsob investicii prostriedkov fondu p.

Oznacme si tuto optimalnu hodnotu funkciou:
oty r) = supJ(t,y, 7)(p).

Dostali sme podobny optimaliza¢ny problém ako v pripade davkovo definovaného pen-
zijného fondu. Aj v tomto pripade mozeme pouzit Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rov-

nicu (2.4), pomocou ktorej dostaneme nasledovni rovnicu:

sup {o 4 (z+ [P0 = 0.) = 1, () + 02 + 0l o] y) &y + pe(r) s

1
+§ (1/52 + (STp — )T (STp — 05)) Y2 dyy
+(STp — 05) €10, (1) ydyr + ;ar(r)%yy} =0. (4.6)

Zderivujeme vyraz v (4.6) podla premennej p a polozime ho rovny nule. Touto tipravou

dostaneme linedrnu rovnicu pre optimalnu hodnotu premennej p.

yS(p— 03)py + S(STp — 0.)y*dyy + Sera,(r)ydy, = 0.

Riesenim tejto rovnice pre neznamu p, dostaneme optimalnu hodnotu riadiacej straté-

gie p*:

p(t,y,r) = (ST)™ (as —(p—0y)—L —e10.(r) Dy ) . (4.7)

Dostali sme rieSenie, ako optimélne investovat prostriedky fondu, ktoré zavisi od funk-
cie uzitocnosti ¢(t,y,r). Nepozname jej presny tvar. Vyjadrili sme iba optimalnu stra-
tégiu v zavislosti od tejto funkcie. Optimalnu stratégiu pre rézne tvary funkcie uzitoc-
nosti budeme zistovat v dalSej ¢asti. Pozrime sa teraz blizsie na rovnicu (4.7) a pokisme

sa zistif, z akych aktiv pozostava tato optimalna investicia prostriedkov fondu.
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Budeme docasne predpokladat, ze vyska prispevkov do fondu je nulova, m = 0. Vez-
mime do Gvahy vyraz dY (t)/Y (t), ktory ma nasledovné parametre.

Variancia vyrazu méa nasledovny tvar:
v(p) = v + o o, +p' Dp —2p’ So,
kde D = ST'S. Ocakavana miera rastu je:

m(p) = p"S(p — o) — is(1),
kde /ls(t) - Ms(t) - Vs2 - O-ZO-S'
Najprv sa poktsime minimalizovat varianciu v(p) cez stratégiu p. Zderivujeme rovnicu

variancie podla premennej p a polozime ju rovni nule. Z tejto rovnice dostaneme

portfélio minimalizujice varianciu vyrazu dY (t)/Y (¢):
p*(0) = D 'So, = (ST) to, = pa. (4.8)
Hodnota miery rastu pre dané portfélio p4 ma tvar:

m(pa) =ma = Ug(p — 0,) — fis(t).

Teraz budeme op#t minimalizovat varianciu v(p) cez premennt p, ale vezmeme do
uvahy obmedzenie na mieru rastu m(p) = m. Dostaneme Lagrangeovu funkciu s pre-

mennou :
L(p,¥) = v(p) + 2¢(m(p) —m).

Derivaciami tejto funkcie dostaneme nasledovné hodnoty pre p a 1):

p*(m —ma) = (S7) o, — ¢(p — a5)]
maqa—m
(p—0)T(p—0s)

¥ =(m) =

Poznamenajme, ze toto optimalne portfélio p*(m — m4), ktoré minimalizuje varianciu
vyrazu dY (t)/Y (t) za podmienky m(p) = m, je zlozené z dvoch portfélii. Prvym je
uZ spominané portfélium minimalizujtice varianciu p4 = (S7) o, (s vahami (1 +1)).
Druhym je optiméalne portfélium pc = (ST)~1p, ktorého vahy st (—1)).

Nasli sme dve portfdlia, ktoré sa vyskytuju v nasej optimalnej stratégiiu p*. Avsak
stratégia p* este nie je Gplna. Preto sa poktsime najst aj dalsie portfolid, ktoré tvoria

optimalnu stratégiu.
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Uvazujme teraz pomer U(t) = Y (t)/a(t,r(t)), kde a(t,r(t)) je hodnota jednotko-
vého dochodku v ¢ase t. Kedze a(t,7(t)) je funkciou trokovej miery, r(t), pomocou

Itovej lemy (2.1) dostaneme rovnicu pre da(t, r(t)):

MQJ@D:a@Mﬂ)—%&MMﬂ+;%&Mt,

kde: L a(t.r)
da(r) = _a(t,r) 87"7
1 &alt,r)
calr) = a(t,r) Or?

Pomocou Itévej lemy (2.1) a st¢inového pravidla (2.2) dostaneme stochastickt rovnicu
pre funkciu U(?):

dU(t) = Ut {(0"S(p = 0,) — f1s (1))t — v,dZ(t) + ('S — 01 )dZ (1)

+ da(r) (g (r)dt + 00 (r)dZy (1))

+ <da(r)2 - ;ca(r)> o (r?dt + dy(r)o.(r)(p" Sey — Usl)dt}

:wo@m¢m+ mmm@. (4.9)

kde Z(t) je Brownov pohyb. Drift a variancia premennej U () maji nasledovny tvar:

m(p,r) = pTS(P —05) — fis(t) + do(r) e (1) + da(r)(stel — 041)0,(7)

+<%gf—;%w004m2

v(p,r) =2 +olog+p' Sp —2p" So, + 2d,(r)p’ Seio. (1)
—2d4(r)os10,(r) 4 da (1) %0, (7).

Opiit budeme minimalizovat varianciu v(p,r) cez stratégiu p:
2Dp — 280, + 2d,(r)o,(r)Se; = 0.
Z tejto rovnice dostaneme optimélne portfélio minimalizujtce varianciu v(p, r):
* T -1
p"=(5") " (00— du(r)or(r)er) = pa. (4.10)

Vsimnime si, Ze pa = pg, ak d,(r) = 0, teda ak investujeme prostriedky fondu iba

do bezrizikového aktiva (hotovost).
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Vratme sa teraz k rovnici (4.7) pre optimalnu riadiacu stratégiu p*(¢,y,r), ktora

mozeme napisat pomocou jednotlivych portfélii p, pg, pc v nasledovnom tvare:

p*(t7 Y, T) = HAPA + QBpB + QCPCU

kde:
Op(t,y,r) = m
Oo(t,y,r) = __yﬁiy
Pa = (ST)_l o
DB = (ST)*l (05 — dy(r)o.(r)er)
bc = (ST)il p.

Dosadme optimalnu riadiacu stratégiu p* z povodnej rovnice (4.7) do Hamilton-
Jacobi-Bellmanovej rovnice (4.6). Dostaneme nasledovnu diferencidlnu rovnicu pre
funkciu ¢(t,y,r):

O + <7T - ﬁs(t)y)¢y + (:0 - O's>Twy¢y + Nr(r)¢T + ;(’{3 + 0305)92¢yy

1 1
+§wTwy2<byy — ol wyt gy, + wh o, (r)ydy, + 50’,~(T‘>2¢M =0, (4.11)

kde w = (O’S —(p— as)yﬁzy — elar(r);;y;y).

Aby sme dostali presné vyjadrenie optimalnej stratégie p*, potrebujeme poznaft
presny tvar funkcie ¢(t,y,r). Kazdy fond a kazdy poistenec dosahuje int uzito¢nost
zo ziskanych naakumulovanych prostriedkov. Preto sa v dalSej casti, podobne ako
u davkovo definovanom penzijnom fonde, budeme zaoberaf roznymi tvarmi tejto funk-

cie. Zameriame sa hlavne na mocninovy a exponencialny tvar funkcie uzitoc¢nosti.

4.3 Mocninovy tvar funkcie uzitoc¢nosti

Predpokladajme, Ze funkcia uzito¢nosti ma tvar mocninovej funkcie:

Wﬂ%ﬂzéfﬁr

s parametrami y < 0a <1, 3 #0.
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Mozné rieSenie pre lubovolny ¢as ¢t budeme hladat v tvare:
Olt, 3,7) = 8(E)(y + =(1) Ve

pre urcité deterministické funkcie §(t), £(t), B(t) a y(t).
Zderivujme funkciu ¢(t,y,r) podla premennych y, r a t:

¢y, = 0B(y+ g)PLterr

Gy = O0B(B—1(y+e) %"

¢, = Oy(y+e)ier

by = OBy(y+e)ler

b = 67 (y+e)er

o = 0(y+e)lfer +6vr(y+e)fer +68e (y+e)lter

+3'log(y + €)d(y +€)e".

Vrafme sa opif k rovnici (4.11) a vydelme ju vyrazom (y + €)?¢,,. Do ziskanej
rovnice dosadime vyjadrené parcidlne derivacie funkcie ¢(t,y,r) a koeficienty pri jed-
notlivych vyrazoch zavislych od hodnoty y polozime rovné nule.

Porovnanim koeficientov pri vyraze In(y + ) dostaneme jednoduchu diferencidlnu rov-
nicu pre funkciu £(t):
g(t) = 0.
Z tejto rovnice je zrejmé, ze tato funkcia bude konstantd v kazdom bode t. Predpo-
kladdme, Ze funkcia spliia koncovii podmienku v tvare 3(T) = 3, na zéklade ktorej
plati:
B(t)=p pre Vt.

Ked polozime rovné nule koeficienty pri vyraze 1/(y + €)? dostaneme, Ze musi platit
jedna z rovnic:

2 =0 (4.12)
e(t)=0 pre Vt. (4.13)
Porovnanim koeficientov pri vyraze 1/(y + ¢) vSak dostaneme diferenciadlnu rovnicu

pre (t):
g'(t) + 7+ f1(t)e(t) — ol (p — o5)e(t) = 0. (4.14)

Z tvaru rovnice (4.14) vidime, ze rovnica (4.13) by bola splnené len v pripade, ak 7 = 0.
Mi vsak predpokladame, ze vyska prispevkov platenych do fondu 7 je kladna. Musi
teda platit rovnica (4.12), ¢o znamend, Ze budeme uvazovat perfektne hedzovatelné

mzdové riziko.
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RieSenim rovnice (4.14) pomocou formuly varidcie konstant s koncovou podmienkou
e(T) = 0 dostaneme funkciu (¢):

£(t) = meMeO-T=0E (p=2) / ! M) (om0 g
t

kde -
M,(t) = / i () .
t
Tato funkcia je klesajucou funkciou ¢asu, pricom nadobuda iba kladné hodnoty. Gra-
fické znazornenie pre rozne hodnoty ¢asu ¢ je uvedené v prilohe (Obr. 20).

Ked polozime rovné nule koeficienty pri vyraze, ktory nezavisi od premennej vy,

dostaneme rovnicu:

S+ 0 = B0 = 50— )0 = )5 g ()
+80T (0= 02) = (o~ ) er (1 0) 37 = PP =0 (415)

Vsimnime si, Ze v tejto rovnici sa vyskytuje derivacia funkcie §(t) aj funkcie ().
V tvode tejto kapitoly sme predpokladali, Ze budeme uvazovat Vasickov model pre funk-
cie driftu a volatility Grokovej miery. Dosadme tieto vyrazy do rovnice (4.15) a porov-
najme koeficienty pri tirokovej miere r. Touto Gpravou dostaneme diferencialnu rovnicu

pre funkciu 7(t) v tvare:
,-)/(t) - O‘rﬁ)/(t) =0.
Riesenim tejto rovnice, za predpokladu splnenia koncovej podmienky v tvare v(7') = 7,

dostaneme nasledovny tvar funkcie ~(¢):

Predpokladali sme, ze v < 0. Potom aj funkcia v(¢) nadobtida zaporné hodnoty. Tato
funkcia klesa v zavislosti od casu.
Ked polozime ostatné ¢leny rovnice (4.15) rovné nule, dostaneme diferencialnu

rovnicu pre funkciu 6(¢):

3'(t) = 6(t) (Ba(t) — &0 — Gre T — e 2T,

kde:
& = —3(p—0)"(p—0,)55 +PBolp
&1 = oy — (P - US)Telarly%
_ 1 o29?
SH _5(ﬁjl)'
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Téato rovnica ma za predpokladu splnenia koncovej podmienky §(7") = 1/ rieSenie:

i(t) = ;eKS(t),
kde K,(t) = J (—5/Ls(u) + & + Gem T 4 526_20"“(T_“)) du. Ak predpokladéme,
ze ( je kladné, potom aj funkcia §(¢) bude nadobidat kladné hodnoty. V zéavislosti
od ¢asu je funkcia J(t) rasticou funkciou.

Vyjadrili sme koeficienty funkcie ¢(t,y,r) a pozname uz jej presny tvar. Mézeme
vidiet, ze funkcia uzito¢nosti je rastiicou funkciou podla obidvoch premennych y a ¢
(obr. 10). Nasa uzitofnost rastie spolu s rasticim fondom, ¢o je celkom prirodzené
a Co sa predpokladé pre kazda funkciu uzitocnosti. AvSak funkcia ¢(t,y,r) je rastica
aj v zévislosti od ¢asu. Tuto vlastnost mézeme vysvetlit tak, Ze s postupom casu sa
znizuju nase naroky a poziadavky. Ak sme sa v mladsom veku postarali o nase zakladné
Zivobytie, neskor nepotrebujeme tolko finanénych prostriedkov a aj ”menej sa nam zdéa

viac”.

Obr. 10: Funkcia uzito¢nosti ¢(t,y,7)

Vrafme sa teraz spit k rovnici (4.7) pre optimélne riadenie p* a dosadme do nej
funkciu uZito¢nosti v mocninovom tvare. Pre tento tvar funkcie uzitoénosti bude mat

optimalna stratégia nasledovny tvar:

P (ty,r) = (7)) (os ooyt

Pri lepSom pohlade na optimélnu stratégiu, zistime, Ze klesd s rastiicim Casom aj
s rastcim substituénym pomerom Y'(¢) (obr. 11). V zavislosti od ¢asu, je funkcia p*
konkavna, pricom pri nizsich hodnotach ¢asu klesa pomalsie. Vyznamnejsi pokles je za-

znamenany pri vyssich hodnotéach. S priblizujicim sa datumom odchodu do déchodku
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investujeme teda menej prostriedkov do rizikovych aktiv. Tato vlastnost moézeme odo-
vodnif tym, Ze pripadné straty, spdsobené investovanim velkej ¢asti prostriedkov do ri-
zikovych aktiv, by sa v stanovenom case nevratili. Preto sa viac obmedzujeme na isté
bezrizikové aktivum. Zavislost optimélnej stratégie od hodnoty Y (¢) je vyjadrena kon-
vexnou funkciou. Pri nizkych hodnotach substituéného pomeru méa relativne vysoké
hodnoty. Chceme dosiahnut vysokt navratnost, aby sme zabezpecili uréita vysku do-

chodku poistenca.

Obr. 11: Optimélna stratégia p(t,y,r)

Dalej sme sa zaoberali konkrétnymi hodnotami optimalnej stratégie, funkcie uzitoc-
nosti a jej deterministickych funkcii. Zistovali sme ich zavislost na parametroch, ktoré
vstupovali ako koncové podmienky tychto deterministickych funkcii. Ziskavali sme ich
pomocou programu v softvére Mathematica, ktory je uvedeny v prilohe (Program 2).
Tieto hodnoty sme ziskavali pre nasledovné vstupné parametre:

0.01 0.05 0.05
A= ( 0.03 > , 8= ( 0.05 0.2 ) , T'=45, 7w=0.05. (4.17)

Ako sme uz spominali, budeme uvazovat Vasi¢kov model tirokovej miery s nasledov-
nymi parametrami:

o, =0.03, « =003 pu =0.5. (4.18)

Predpokladali sme, Ze rast miezd p(t) je klesajicou funkciou ¢asu, preto sme si zvolili

nasledovny tvar tejto funkcie s uvedenymi parametrami:

fis(t) = (s — 0.02t)

0.05
ay, =0.005, pus=1, o5= ( 0.025 ) . (4.19)
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Uvazovali sme nasledovné hodnoty koncovych podmienok,
v=-16, (=03, &(T)=0,

ktoré sme menili tak, ako je to uvedené v nasledovnej tabulke.

Tabulka 5. Hodnoty optimalnej stratégie a funkcie uzitocnosti

v tvare mocninovej funkcie

Il v B8] & | y(40) | =40) | 56(40) | p(40,10) | $(40,10,0,04) |
-1,6 | 0,3 | 3,333333 | -1,37713 [ 0,246287 | 3,06425 | 0,278447 5,8287
-0,6 | 0,3 | 3,333333 | -0,51643 | 0,246287 | 3,26851 | 1,03437 6,435

1,6 | 0,6 | 1,666667 | -1,37713 | 0,246287 | 1,5985 | -0,262717 6,1112

Na porovnanie sme vyjadrili konkrétne funkcie v jednom bode pre cas t = 40
a substituény pomer y = 10. Pri zmene hodnoty parametra v z -1,6 na -0,6 vzrastie
aj hodnota funkcie vy(¢) v danom bode. Tato zmena ovplyvni aj hodnotu optimélnej
stratégie p*, ktord viditelne vzrastie. Budeme teda viac investovat do rizikovych aktiv.
Zvysi sa aj hodnota funkcie uzitocnosti a to z hodnoty 5,8287 na hodnotu 6,435.

Zmenou hodnoty parametra (5 z 0,3 na 0,6, klesne hodnota funkcie §(¢). Hodnota
optimalnej stratégie p* nam v tomto pripade tiez klesne, a to az na zapornt hodnotu.
Budeme sa teda snazit predat rizikové aktiva a investovat viac do bezrizikového. Funk-
cia uzitocnosti tiez vzrastie, ale nie az v takom rozsahu ako to bolo v predchadzajicom

pripade.

4.4 Exponencialny tvar funkcie uzito¢nosti

V tejto casti sa stustredime na exponencialny tvar funkcie uzito¢nosti. Budeme pred-

pokladat, ze tzitkova funkcia mé v ¢ase odchodu do déchodku T tvar:
BT, y,7) = €7

kdey<0a g >0.

Riesenie pre Tubovolny ¢as ¢t budeme hladat v tvare:
o(t,y,r) = 6(t)e? OOy

pre urcité deterministické funkcie §(t), v(t) a 3(t), pre ktoré predpokladame, Ze v ¢ase T’
maju hodnoty §(T) = =1, v(T) =y a 5(T) = —0.
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Vyjadrime si parcidlne derivéacie funkcie uzito¢nosti podla jednotlivych premennych:
o, = §(t)6(t)e(v(t)r+ﬁ(t)y)

Gy = 0(1)3 2(t ) (@r+86))

Gy = DAL (H) )

b = O(t)y(t)erOr+AHY)

b = SO0

b = ()OO BOY) L 5(4) (v (t)r 4 B(t)y)eOrt8ny)

Tieto derivacie dosadime do funkcie (4.11) a dostaneme kvadratick rovnicu pre y.
Ked polozime rovné nule koeficienty pri kvadratickom, lineArnom a absolttnom ¢lene
tejto rovnice, dostaneme rovnice, na zaklade ktorych méZzeme vyjadrit deterministické
funkcie §(t), v(t) a B(t).

Porovnanim koeficientov pri kvadratickom ¢lene dostaneme rovnicu:

vio(t)B*(t) = 0

Kedze predpokladame, ze y(t) < 0 a () > 0, musi platit, Ze v; = 0. Teda rovnako ako
v predchédzajicom pripade pri mocninovom tvare funkcie uzitoc¢nosti, aj tu budeme
uvazovat hedzovatelné mzdové riziko.

Porovnanim koeficientov linearneho ¢lena dostaneme diferencialnu rovnicu pre funk-

ciu 3(t) v nasledovnom tvare:

B(t) = B(t) (jis + oL (p — 00) + oL 1o, (r)1(1)) -

Riesenim tejto rovnice za predpokladu splnenia koncovej podmienky 5(T) = —f3, do-

staneme nasledovny tvar tejto deterministickej funkcie:
Bt) = —pe ),

kde a(t) = [ ([LS(U) +ol(p—o0,) + Ugelarv(u)) du.

Toto rieSenie je vyjadrené pomocou zatial neznamej funkcie v(¢). Tato funkciu
modZzeme ziskat rovnakym sposob ako pri mocninovom tvare funkcie uzitocnosti. Ked
polozime koeficienty absolitneho ¢lena uz spominanej rovnice rovné nule, dostaneme

nasledovnua rovnicu:

(1) + (07 (1) + eS0)5(0) — 50— 7.)" (0 — 0.)5(0)~
(0~ ) s (M) + () ()5(0) = 0. (4.20)
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Kedze uvazujeme Vasickov model urokovej miery, teda p,.(r) = . (ptr —7) a 0,.(1) = o,
dosadime tieto tvary driftu a volatility do predchadzajicej rovnice a porovname koe-
ficienty pri urokovej miere r. Tymto krokom dostaneme rovnakt diferencidlnu rovnicu
pre (t), ako pri mocninovom tvare funkcie uzitocnosti. Jej vyriesenim pomocou for-
mule varidcie konstént dostaneme tvar pre deterministick funkciu v(¢) so splnenim

koncovej podmienky «y(7') = v v tvare:

y(t) = e T,
Ked polozime ostatné koeficienty rovnice (4.20) rovné nule, dostaneme diferencialnu
rovnicu pre funkciu 6(¢). Budeme ju riesit formulou variacie konstant za predpokladu,

7e spliia koncovii podmienku §(T) = —1. Toto rieSenie mé tvar:
5(t) = —e7t®,

kde b(t) = 3(p — 05)" (p — 05) + (p — 05) er0,7(t) — rpry(t) — wB(2).
Zistili sme koeficienty funkcie uzitoénosti ¢(t,y,r), ktortt sme hladali v exponen-
cidlnom tvare (obr. 12). V zévislosti od substituéného pomeru je této funkcia rastica,

podla predpokladu o funkcii uzitocnosti. Vzhladom na ¢as ¢ je na rozdiel od mocnino-

vého tvaru funkcie uzitoc¢nosti klesajucou funkciou.

Obr. 12: Funkcia uzitoénosti ¢(¢,y, )

Vratme sa opif k rovnici pre optimalnu riadiacu stratégiu (4.7) a dosadme do nej funk-
ciu uzitoc¢nosti so ziskanymi parametrami. Dostaneme tak tvar optimalnej stratégie pre

exponencialny tvar tejto funkcie:

" _ (oTy-1 (p—0v) (1)
p (t,y,?”) - (S ) (Us - yﬁ(t) - elaryﬂ(t)> .

Rovnako ako pri mocninovom tvare funkcie uzito¢nosti, aj v tomto pripade je opti-

malna stratégia klesajicou funkciou ¢asu aj substituéného pomeru (obr. 13).
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Obr. 13: Optimdlna stratégia p(t,y,r)

V tejto Casti sme sa pokusili ndjst aj konkrétne hodnoty optimalnej stratégie a funk-
cie uzito¢nosti. Tieto hodnoty sme hladali s vyuzitim programu v softvére Mathe-
matica uvedeného v prilohe (Program 2). Pouzili sme rovnaké vstupné hodnoty ako
pri mocninovom tvare funkcie uzito¢nosti, ktoré si uvedené vo vztahu (4.17). Tiez
sme predpokladali rovnaky tvar tirokovej miery a mzdového rastu, ktoré si vyjadrené
vzfahmi (4.18) a (4.19).

Uvazovali sme nasledovné hodnoty pre koncové podmienky:

v=-16, B=03, 6&T)=6=-1,

ktoré sme menili, ako je to uvedené v nasledovnej tabulke a tak zistovali ich vplyv

na optimalnu stratégiu a funkciu uzitoc¢nosti.

Tabulka 6. Hodnoty optimalnej stratégie a funkcie uzitocnosti
v tvare exponencialnej funkcie
L v [ B30 ] y(40) | BH0) [ 0(40) [p(40,10) | $(40,10,0,04) |
-1,6 10,3 | -1 | -1,37713 | -0,301597 | -0,808173 | 0,836555 | -0,0374766
-0,6 1 0,3 -1 |-0,516425 | -0,299504 | -0,864688 | 1,00784 -0,0423798
-16 106 | -1 | -1,37713 | -0,603194 | -0,749608 | 0,918277 | -0,00170322
-1,6 | 0,3 |-0,5 | -1,37713 | -0,301597 | -0,404086 | 0,836555 | -0,0187383

Pri zmene parametra v z hodnoty -1,6 na -0,6 sa zvysi hodnota optiméalnej stra-
tégie p* rovnako ako pri mocninovej funkcii. Budeme teda investovat vyssiu sumu
do rizikovych aktiv. V tomto pripade vSak hodnota funkcie uzito¢nosti klesa.

Zmenou parametra (3 poklesne hodnota optiméalnej stratégie, ale v porovnani s moc-
ninovou funkciou uzito¢nosti to nie je v takej vysokej miere. Hodnota funkcie uzitoc-
nosti v tomto pripade mierne vzrastie.

KedZza optiméalna stratégia p* nezavisi na funkecii §(t), pokles parametra d ju ne-

ovplyvni. Hodnota funkcie uzito¢nosti poklesne, a to na polovi¢ni hodnotu.
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Zaver

Cielom diplomovej préace bolo analyzovat penzijné fondy, ich riadenie a urcit optimalne
hodnoty riadiacich stratégii. Podrobnti analyzu sme popisali osobitne pre davkovo de-
finovany penzijny fond a osobitne pre prispevkovo definovany penzijny fond.

Pri davkovo definovanom penzijnom fonde sme sa zamerali na minimalizaciu strato-
vej funkcie v tvare kvadratickej, mocninovej a exponencialnej funkcie vzhladom na dve
riadiace stratégie. Prvou bola prispevkova miera. Zistili sme, zZe miera prispevkov pla-
tenych do fondu linearne klesa s vyskou fondu. Teda pri vyssom fonde na zabezpecenie
budtcich vydavkov postac¢i nizsia miera prispevkov. Druhou riadiacou stratégiou bol
sposob investicii prostriedkov fondu do rizikovych aktiv vyskytujacich sa na trhu. Pri
kvadratickom a exponencidlnom tvare stratovej funkcie je tato stratégia klesajicou
tiv iba pri nizkych hodnotach fondu. Pri mocninovom tvare stratovej funkcie je tato
optimélna stratégia rasttiica. S pribtudajicou vyskou fondu budeme viac investovat do
rizikovych aktiv.

V prispevkovo definovanom fonde sme uvazovali funkciu uzito¢nosti substitu¢ného
pomeru, ktory bol definovany ako podiel vysky fondu a kone¢ného platu zamestnanca
v ¢ase odchodu do déchodku. Tato funkciu uzitocnosti sme hladali v mocninovom a
exponencidlnom tvare a nasledne sme sa ju snazili maximalizovat vzhladom na sposob
investicii prostriedkov fondu. Zistili sme, ze tato stratégia je v obidvoch pripadoch
klesajicou funkciou v zavislosti od ¢asu a od velkosti substituéného pomeru. Teda ak
mé poistenec zaruceni dostatoéni vysku ddchodku, nemusime riskovat a investovaft
do rizikovych aktiv, ktoré prinisaju vyssiu navratnost. Pri postupnom priblizovani
sa k datumu, ked poistenec odchddza do déchodku, investujeme do rizikovych aktiv

mensiu sumu. Obavame sa pripadnej straty, ktorti by sme uz nestihli ziskat spét.

42



Literatura

1]

Cairns, A.: Some notes on the dynamics and optimal control of stochastic pen-
sion fund models in continuous time. ASTIN Bulletin No. 30. 2000.

Cairns, A., Blake, D., Dowd, K.: Optimal dynamic asset allocation for defined
contribution pensionplans. To appear in Proceedings of the 10th AFIR Inter-
national Colloquium. 2000.

Merton, R.C.: Continuous-Time Finance. Blackwell, Cambridge, Mass. 1990.

(Dksendal, B.: Stochastic Differential Equations, 5th Edition. Springer-Verlag,
Berlin. 1998.

Skovrankové, L., Bilikova, M.: Eurépske penzijné fondy v stcasnosti. In: Eko-

nomické rozhlady, ¢. 2, Bratislava. 1997.

Skovrankové, L., Bilikova, M.: Penzijné a nemocenské poistenie. Vydavatelstvo
EKONOM. Bratislava. 2002.

Skovrankova, L., Sakalovéa, K.: Penzijné fondy v krajinach Eurépskej tinie. In:

Poistné rozhlady, ¢. 1, Bratislava. 1997.

43



Priloha



Program 1

Program zo softvéru Mathematica na numericky vypocet optimalnych stratégii a

hodnotovej funkcie v davkovo definovanom penzijnom fonde.

S={{0.05,0.05},{0.05,0.2}};
delta0=0.03;B=1;sigmab=0;Bbeta=0.05;r0=0;delta={0.04,0.06};e={1,1};

KVADRATICKA FUNKCIA

cm=0.6;k=0.001; xp=10;ro=0;
lambda=-deltalO+delta
eps=lambda.DDI.lambda
Ppom=2*delta0-Bbeta-2*p.lambda-2*ro+p.DD.p
Pk=(Ppom+Sqrt [Ppom~2+4x*k]) /2
Qk=2* (k*xxp+Pk* (B-cml-ro*xp) )/ (-Pk-Bbeta+tdeltal-ro-eps)
Rk=(-Qk~2/4+k*xp~2-B*Qk-Qk~2*eps/ (4*Pk) + (cml+ro*xp) *Qk

+Pk*sigmab~2) /Bbeta
Fk[x_] :=Pk*x~2+Qk*x+Rk
Plot [Fk[x],{x,0,20},AxesLabel -> {"x","Fk[x]"}]
xmin=-Qk/ (2*Pk)
Fk [xmin]
ck[x_] :=cml-ro*(x-xp)- (2*Pk*x+Qk) /2
Plot [ck[x],{x,0,40},AxesLabel -> {"x","ck[x]"}]
p=DDI.lambda;
pk[x_] :=-(2*%Pk*x+Qk) / (2*Pk*x) *p
Plot[e.pk[x],{x,0,8},AxesLabel -> {"x","pk[x]"}]
ck[4]
e.pk[4]

MOCNINOVA FUNKCIA
cm=0.6;gama=0.48;
xm=(B-cm) /delta0l
alfa=gama

cl=(Bbeta-deltalO*gama+gama/(gama-1)*eps/2)/(1-gama)



kp=(c~ (gama-1))/gama

Fplx_]:=(-k)*((x-xm) “alfa)

Plot [Fp[x],{x,14,40},AxesLabel -> {"x","Fp[x]"}]
cplx_]:=cmi1-((Bbeta-deltaO*gama+gama*eps/(2*gama-2))/(1-gama) ) * (x—xm)
Plot [cp[x],{x,0,40},AxesLabel -> {"x","cp[x]"}]

pplx_] :=(DDI.lambda)*(x-xm)/((1-gama) *x)
Plot[e.pp[x],{x,0,10},AxesLabel -> {"x","pp[x]"}]

Fp[20]

cp[20]

e.pp[20]

EXPONENCIALNA FUNKCIA
gama=0.8;teta=0.4;
b=gamaxdeltalO+teta
a =Log[gama/b]+(-Bbeta+b*B+b/gama-eps/2+b~2*sigmab~2/2)/(b/gama)
Fe[x_] :=Exp[a-b*x]
Plot[Fel1[x],{x,0,40},AxesLabel —> {"x","Fel[x]"}]
ce[x_] :=(-Bbeta+b*B+b/gama-eps/2)/(b)-deltal*x
Plot[celx],{x,0,40},AxesLabel -> {"x","cel[x]"}]
pelx_] :=p/ (b*xx)
Plot[e.pel1[x],{x,0,10},AxesLabel -> {"x","pel[x]"}]
Fe[10]
ce[4]
e.pel[4]



Program 2

Program zo softvéru Mathematica na numericky vypocet optimalnej stratégie a

hodnotovej funkcie v prispevkovo definovanom penzijnom fonde.

S5={{0.05,0.05},{0.05,0.2}};sigmas={0.05,0.025};1lambda={0.01,0.03};
betka=0.3; el={1,0};sigmar=0.03;alfar=0.03; mir=0.5;
gamal=-1.6;T=45;alfam=0.005; mil=1;c=0.05;

ro=SS.lambda

gama[t_] :=gamal*Exp[-alfar*(T-t)]

Plot [gamal[t], {t,0,T},AxesLabel -> {"t","gamal[t]"}]
mi[t_]:=alfam*(mi1-0.02t)

Plot[mi[t], {t,0,T},AxesLabel -> {"t","mi[t]"}]

mi2[t_]:=mi[t]-sigmas.sigmas

MOCNINQOVA FUNKCIA
al[t_]:=sigmas. (ro-sigmas)-mi2[t]
eps[t_]:=cxIntegrate[Exp[-Integrate[al[u],{u,s,T}]],{s,t,T}]
Plot[eps[t],{t,0,T},AxesLabel -> {"t","eps[t]"}]
pplt_,y_1:=

Inverse[Transpose[S]]. (
sigmas-(ro-sigmas) *(y+eps[t])/(y*(betka-1))-
el*sigmar*gamalt]*(y+eps[t])/(y*(betka-1)))
ppplt_,y_1:={1,1}.pp[t,y]
Plot3D[pppl[t,yl,{t,0.5,T},{y,0.5,39%},
AxesLabel -> {"t","y","pplt,y]l"3}]
Plot[ppp[2,y],{y,0,40},AxesLabel -> {"y","pp[2,y]"}]
Plot [ppp[t,20]1,{t,0,T},AxesLabel -> {"t","pp[t,20]1"}]
psiO=-(ro-sigmas) . (ro-sigmas)*betka/(2*(betka-1))+betka*sigmas.ro;
psil= alfar*mirxgamal-(ro-sigmas).el*sigmar*gamal*betka/(betka-1);
psi2=-sigmar~2*gamal~2/(2x(betka-1));
deltap[t_]:=
Exp[Integrate[-betka*mi[u]l+psiO+psil*Exp[-alfar*(T-u)]+
psi2*Exp[-2*alfar*(T-u)],{u,t,T}]]/betka

Plot[deltap[t],{t,0,T},AxesLabel -> {"t","deltap[t]"}]



FIp[t_,y_,r_]:=deltap[t]*(y+eps[t]) "betka *Exp[gamal[t]*r]
Plot[FIp[2,y,0.5],{y,0,40},AxesLabel -> {"y","FI[2,y,0.5]"}]
Plot[FIp[t,20,0.5],{t,0,T},AxesLabel -> {"t","FIe[t,20,0.5]"}]

EXPONENCIALNA FUNKCIA
Bbetal[t_] :=-betka*Exp[Integrate[-mi2[u]-sigmas. (ro-sigmas)-
sigmas.el*sigmar*gama[u],{u,t,T}]]

Plot [Bbetal[t],{t,0,T},AxesLabel -> {"t","Betal[t]"}]
pelt_,y_1:=

Inverse[Transpose[S]]. (

sigmas-(ro-sigmas)/(y*Bbetal[t])-el*sigmar*gama[t]/(y*Bbetal[t]))

ppelt_,y_1:={1,1}.pelt,y]
Plot3D[ppelt,y],{t,0,T},{y,0.5,40},AxesLabel -> {"t","y","p[t,y]l"}]

Plot [ppel5,y],{y,0,40},AxesLabel -> {"y" , "p(t,y)" }]
Plot [ppelt,20],{t,0,T},AxesLabel -> {"t" , "p(t,y)" }]
deltae[t_]:= - Exp[NIntegrate[-(ro-sigmas).(ro-sigmas)/2-

(ro-sigmas) .el*sigmar*gamal[n]+

alfar*mir*gama[n]+c*Bbeta[n],{n,t,T}]]
Plot[deltae[t],{t,0, T},AxesLabel -> {"t","deltael[t]"}]
Fle[t_,y_,r_]:=deltae[t]*Expl[y.Bbetal[t]+gamal[t]*r]
Plot3D[FIe[t,y,0.04],{t,0,T},{y,0,40},

AxesLabel -> {"t","y","FIe[t,y,0.04]"}]
Plot[FIe[t,20,0.04]1,{t,0,T},AxesLabel -> {"t","FIe[t,20,0.04]"}]
Plot[FIe[20,y,0.04],{y,0,40},AxesLabel -> {"y","FIe[20,y,0.04]"}]



