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UVOD

Tenzorovi metédu ako metédu na rieSenie tlohy na volny extrém prvy krat predstavili
Schnabel a Chow v roku 1991 [2] ako novii metédu pre malé tlohy do 50 premennych.
Vo svojej praci sa odvolavaju na ¢lanok Schnabela a Franka z roku 1984 [3], v ktorom
autori predstavili tenzorovii metédu ako metédu na riesenie stistav nelinedrnych rovnic.
V roku 1997 bol v rovnakom ¢asopise publikovany ¢lanok Aliho Bouarichu [1], v ktorom
autor opisuje tenzorovti metédu pre rozsiahle riedke tilohy (n < 10%). Vsetky tieto prace
obsahuju aj bohaté numerické experimenty, na zaklade ktorych sa tenzorovad metdda
javi ako efektivna, dokonca efektivnejsia ako standardné metddy, za ktoré povazujeme
Newtonovu a kvéazinewtonovské metédy. Zakladny rozdiel medzi tenzorovou metddou
a Standardnymi metodami spociva v pouzitom modeli, ktorym sa lokalne aproximuje op-
timalizovana funkcia. Pri Newtonovej metdde je to kvadraticky model, ktory pozostava
z Taylorovho rozvoja do druhého radu s presnymi hodnotami gradientu a Hessovej ma-
tice. Pri kvazinewtonovskych metédach je pouzitd namiesto presnej Hessovej matice len
jej aproximdacia. Tenzorové metédy pouzivaju na lokdlnu aproximéaciu minimalizovane;j
funkcie model stvrtého radu, ktory pozostava z Taylorovho rozvoja do druhého radu
plus cleny tretieho a stvrtého radu, ktoré aproximuju tretiu a Stvrtt derivaciu. Tieto
aproximujuce ¢leny maju Specialny tvar (tenzory hodnosti dva a jedna), ¢im umoziuja
jednoducht interpolaciu funkénych hodnot a gradientu v dvoch roznych bodoch. Cielom
predkladanej prace je porovnat tenzorovii metédu s modifikovanou Newtonovou meto-
dou pri rieSeni malych tloh. Teoreticky zaklad ¢erpame z uz spominaného ¢lanku Aliho
Bouarichu [1]. Pri studiu ¢lanku sme narazili na niekolko nejasnosti a nepresnosti a to
v kapitole venovanej rieSeniu tenzorového modelu v pripade singularnej Hessovej matice,

ktoré sa nam podarilo odstranit.



KAPITOLA 1
FORMULACIA ULOHY

Nech f € C? je konvexnd. Budeme riesif tlohu na najdenie (globalneho) minima

funkcie f, ¢o symbolicky zapisujeme takto :

(1.1) Mm{f(ac)|ac e W}

Na riesenie tlohy (1.1) existuji rozne metédy, z ktorych najzndmejsie struéne popiSeme

v nasledujuicej kapitole.

KAPITOLA 2

STANDARDNE METODY RIESENIA ULOHY (1.1)
(druhého radu)

2.1. Kvadraticky model.

Ako sme uz povedali, Standardné metody su zalozené na kvadratickom modeli, ktory
pozostava z Taylorovho rozvoja do druhého radu. Aby bolo mozné formulovat tento
model funkcia f musi byt aspon dvakrat spojito diferencovatelna.

Predpokladajme, ze v k-tej iteracii mame k dispozicii bod x; € R". V okoli uvedeného

bodu zj nahradime minimalizovanu funkciu f(x) jej kvadratickou aproximéciou :
1
(2.1) f(z) = My(zk + s) zf(xk)-l—g,?s-i-isTHks

kde z1, je aktudlny bod, g je hodnota gradientu V f(z}), Hy. je Hessova matica V2 f(xy),

pripadne jej aproximécia v bode zp, a s € R" je ”dostatocne kratky” vektor (napr.
2



|s|| < 0). Nasledovnd, (k+1)-iterdciu uréime ako minimum kvadratickej funkcie My

v prislusnom okoli.

2.2. Newtonova a modifikovana Newtonova metoda.

V Newtonovej metéde minimalizujeme kvadratickt funkciu My ”globalne”, t.j. zaned-
bavame fakt, ze prislusna aproximécia funkcie f(z) funkciou My mé len lokélny charakter.

Potom aktualny bod zj1 pre nasledujicu iteraciu uré¢ime takto :
(2.2) Lh4+1 = Tk — Hk_lgk,
kde

s =—H; ‘g

je Newtonovsky smer. Prave to, ze zanedbavame lokalny charakter aproximéacie funkcie
f(x), ma za nasledok, ze Newtonova metéda vo vSeobecnosti konverguje len pri ”dobrej”
volbe $tartovacieho bodu (”dostato¢ne” blizko k optimalnemu rieSeniu). Tento nedosta-
tok je eliminovany v modifikovanej Newtonovej metdde, ked respektujeme lokalny charak-
ter aproximéacie funkcie f(x) funkciou My, a teda minimum funkcie My pouzijeme len
na urcenie ”smeru postupu”. V tomto smere potom dodato¢ne ur¢ime ”dlzku postupu”,

t.j. krok A\p > 0. Najprirodzenejsie je volit Ax ako hodnotu, v ktorej funkcia

P(A) = f(@r + Ask)
dosahuje minimum. Potom (k+1)-iteracia v modifikovanej Newtonovej metéde ma tvar :

Tk+1 = Tk + )\ksk



2.3. Kvazinewtonovské metody.

Zakladnou myslienkou Kvazinewtonovskych metod je postupna aproximacia inverznej
Hessovej matice pomocou gradientov gi. Problémom je teda urcenie tejto aproximé-
cie, oznac¢ime ju Hj. Predpokladajme, ze v k-tej iteracii pozname bod xj, gradient g

a maticu Hy. Po vypocitani spadového smeru
sk = —Hygr
a optiméalneho kroku A, vypoc¢itame novy bod x4 1 podla vztahu (2.2). Dalej vypocitame

gradient gi41 v tomto novom bode x4 a vektory

Yk = Jk+1 — Gk

Sk = Tk+1 — Tk

Od novej matice Hy41 potom vyzadujeme splnenie nasledujicich podmienok :

Hy 1yx = sk

Hy1r = Hyr,

kde prva podmienka sa oznacuje ako kvéazinewtonovskd podmienka a vyjadruje pozia-
davku zuzitkovania novej informécie. Druhd podmienka vyjadruje poziadavku zachova-
nia pévodnej informacie obsiahnutej v starej matici Hy pre vsetky vektory r nejakého
podpriestoru, ktory neobsahuje vektor yi. Z moznych volieb tychto priestorov potom
vyplyva rozmanitost kvazinewtonovskych formal. Maticu Hjy,1 potom reprezentujeme

v tvare aditivnej korekcie :

Hyyy = H, + AHy,

kde korekénad matica A Hy sa konstruuje pomocou znamych vektorov s a yj tak, aby boli

splnené poziadavky kladené na maticu Hy1 a teda pre maticu AHjy musi platit :

(AHy)yr = sk — Hiys
4



Pre odstartovanie kvazinewtonovskej metody tak potrebujeme okrem zaciatocného bodu

o aj zaciatocnt maticu Hy, ktoréd sa spravidla voli ako Hy = 1.

KAPITOLA 3
TENZOROVA METODA RIESENIA ULOHY (1.1)

3.1. Zakladné definicie operacie s tenzormi.

DEFINICIA 1 Tenzorom T treticho stupria rozumieme objekt s usporiadanymi n>

prokami Ty, (i=1,...,n; j=1,...,n; k=1,...n).

Poznamenajme, ze analogicky ako matica (¢o je vlastne tenzor druhého stupra) ob-
sahuje riadky a stlpce, tenzor tretieho stupiia mozno interpretovat ako n-ticu po vrstvach
usporiadanych matic, pri¢om existuju tri mozné sposoby tvorby ”vrstiev” podla jed-

notlivych indexov.

Pomocou tenzora tretieho stupiia mézeme utvorit ”trilinedrnu” funkciu premennych
u, v, w € N :
n n n
t(u,v,w) =T - wvw = E g E Tijruivjw,
i=1 j=1 k=1

alebo kubickt formu premennej z € R" :

tr,z,x) =T 2> = z”: z”: i]}jkxixjxk.

i=1j=1k=1
Sucin tenzora tretieho stupna s vektorom u € R” dava maticu :
n
(T-w)jp =Y Tyrui, j=1,..,mk=1,..,n.

=1
5



Sucin tenzora T tretieho stupna s maticou A dava vektor :

(T : A)k = ZznjkAij, k= 1, N

i=1 j=1

Analogicky sucin tenzora T tretieho stupna s dvoma vektormi u, v € R” déava vektor :

(T -uv), = zn:iTijkuwj, k=1,..n.

i=1 j=1

DEFINICIA 2 Tenzorom V §turtého stupria rozumieme objekt s usporiadangmi n*

prokami Vi (i=1,...,n; j=1,...,n; k=1,...n; I=1,...,n).

Analogicky ako vysSie, mozeme si tenzor Stvrtého stupna predstavit ako n-ticu
po vrstvach usporiadanych tenzorov tretieho stupna, pricom existuju Styri mozné spo-

soby tvorby ”vrstiev” podla jednotlivych indexov.

Pomocou tenzora $tvrtého stupiia mozeme utvorit ”styrilinedrnu” funkciu premennych
ru,v,w € R

n n n n

v(r,u,v,w) =V - ruvw = E E g Vijririujogwy,
i=1 j=1 k=1 =1

alebo ”bikvadratickd” formu premennej z € R" :

n n n

v(z,x,z,x) = E E E‘/”klxxjxkxl
1j=1k=11=1

1=

Sucin tenzora Stvrtého stupna V' s vektorom u € R™ dava tenzor tretieho stupna :
(Vu)jm = vakluz, j=1..nk=1,...nl=1,....n.
Sucin tenzora Stvrtého stupna V' s maticou dava maticu :

V A kl ZZV;JMA”’ = 1, ...,TL;l: 1, o n.

i=1 j5=1
6



Sucin tenzora Stvrtého stupna V s tenzorom tretieho stupna dava vektor :

(V : T)l = ZZZW]'MTU]C, = 1, ey T

i=1 j=1 k=1

A analogicky sucin tenzora V' s troma vektormi u, v, w € R™ dava vektor :

(V-uwow), = iii%jkluivjwk, l=1,..,n.

i=1 j=1 k=1

V zmysle tychto operacii vlastne definujeme ”tenzorovy zapis” v snahe zjednodusit al-
gebraicky zapis pri praci s tenzormi. Na zaver este definujme operator ”tenzorového
suc¢inu” v snahe vyhnat sa zlozkovému zapisu. Potom tenzor $tvrtého stupna hodnosti

jedna urceny po zlozkach :

Vijki = SiS;jSkSi

(i=1,.,mj=1..,n k=1,..,n; l=1,..,n),

kde s € R", zapiSeme takto :

V=5®RsRsRs.

3.2. Tenzorovy model (Stvrtého radu).

Predpokladajme, ze f € C*, ¢o umoziuje utvorif Taylorov polyném stvrtého stupiia
v okoli bodu z;, € R" :

1 1 1
(3.2) My (zy +d) = f(ap) +gr - d+ 5 He - d? + ng Sd3 + ﬂvk -d*,

kde d € R" je smer, x; je aktualny bod, g, a Hj st gradient a Hessova matica, a tenzorové
Cleny v xg, T, € R™™*" a Vi, € RPPXMXM g0 symetrické. Tenzorovému zapisu, ako je
uvedeny vyssie, sme prispdsobili aj zapis ¢lenov prvého a druhého radu a teda gi - d

a Hj, - d* znamenaju gf'd a d” Hyd.



Podobne ako pri $tandardnych metdédach, nasledujica, (k+1)-iterdcia je uréend ako
minimum funkcie Mz. Pri tenzorovej metéde mozeme vidiet uréita analégiu s kvéazi-
newtonovskymi metédami, ktoré v snahe vyhnif sa naroénému vypocétu (n? funkénych
hodnét) presnej Hessovej matice pouzivaju len jej aproximéciu. Vypocet tretej derivécie
(n® funkénych hodnot) a stvrtej derivacie (n* funkénych hodnot) v tenzorovej metdde
by bolo privelmi naroéné na c¢as aj paméif. Prave to je dévodom pre aproximéaciu tychto
¢lenov "vhodnymi” tenzormi. Tieto sa snazime urcit tak, aby ich vnatorna struktira
umoznovala dostatoéné zjednodusSenie pri minimalizécii funkcie Mp . Ako ukézeme dalej,

je mozné vybrat tenzorové ¢leny hodnosti dva a jedna.

3.3. Bouarichova metdda.

V tejto Casti naznacime odvodenie tenzorového modelu. Vyber tenzorov T} a Vi je
vedeny poziadavkou na jednoduchost ¢lenov T} - di a Vi - di. Tieto tenzorové ¢leny
vyberame tak, aby model interpoloval cez funkéné hodnoty a hodnoty gradientu v bodoch

Tip—1 a xg. Interpolacné podmienky v predchédzajicom bode xj;_; st dané :

1 1 1
(3.3) f(xr—1) = f(or) + gr s+ =Hg - s> + =T - s> + —Vj - s*
2 6 24
a
1 o 1 3
(3.4) gk—lzgk+Hk'5+§Tk:'5 +6Vk'57
kde

§=Tkp—1— Tk

je smer pouzity v predchadzajicej iteracii. Ukéazeme, Ze interpola¢né podmienky (3.3)
a (3.4) jednoznac¢ne urcéuju skalarne hodnoty ¢lenov Ty - s3 a Vj - s*. Prenasobenim (3.4)
sprava vektorom s, dostavame :

1 1
(3.5) gk_l-s:gk-s+Hk-82+§Tk-83—1—6Vk-s4
8



Koli prehladnosti zavedieme zjednoduSentt symboliku a skalarne hodnoty skiimanych

¢lenov oznac¢ime symbolicky «, 5 € R, t.j.
a=T,-s°, =V, s

Potom z (3.3) a (3.4) dostavame systém dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych

aaf:

1 1

(3.6) satcB=n
1 1

(37) 804 + ﬂﬁ =V,

kde u, v € R st definované ako
[=gk_1"S—gg-s— Hy- s

v = Fanos) = Fla) —gx s — 3 He s

Systém (3.6)-(3.7) je regularny a preto hodnoty «, 3 si jednoznacne uréené. Nemdame
v8ak dostatok informacii na urcenie samotnych tenzorov T} a Vj. Schnabel a Chow [2]
vybrali T} a Vi najmensie v zmysle Frobeniovej normy a teda riesili ulohu :

(3.8) min Vil 7

Vk€§R7L><7L><7L><7L

za podmienky Vj, - s* = 8 a Vi je symetricky tenzor,
ktord uz obsahuje dostatok podmienok na jednoznacné urcenie tenzora Vi. Podobne
potom riesenim tulohy :

(3.9) min  [|Tk||r
Tkeﬁnxnxn

za podmienky T}, - s> = a, kde T}, je symetricky tenzor
1
pricom a = 2(Vf(zr_1) — VF(zk) — V2f(xk)s — 6%83)

jednoznacne ur¢ime tenzor Tj. Obe tulohy prepiSeme do Standardného tvaru tulohy

na viazany extrém. Potom tloha (3.8) je ekvivalentna s tlohou

1 1 n n n n n n n n
(3.10) Mm{§ 1Vel|3 = 3 Z Z Z Z U?jkl Z Z Z Z VijkiSiSjSKS| = B},
i=1 j=1k=11=1 i=1 j=1k=11=1
9




pri¢om Lagrangeova funkcia pre tlohu (3.10) vyzera takto :
1 n n n n n n n n

TURTEEED 5 35 9 DTS5 5) 35 9p BTN
i=1 j=1k=1 I=1 i=1 j=1k=1I=1

kde 7 je Lagrangeov multiplikator. Polozenim pracidlnych derivacii funkcie L(v,~y) podla

vSetkych premennych rovnymi nule, dostavame nutné podmienky pre extrém :

oL
3.11 = Uikl — VSiSiSkS; = 0
( ) avijkl J J
(i=1,..,n, j=1,..,n, k=1,...,n, l=1,...n)
(3.12) Vi st =0

Upravou podmienok (3.11) a vyuZitim tenzorového zapisu dostaneme :
Vi=75®s5s®s®s,
¢o po dosadeni do podmienky (3.12) vedie k vztahu :
[fys®s®s®s] st =4,

Vzhladom na vnatorni Struktiru symbolického zéapisu spojime ¢leny obsahujice zlozky

vektora s do skaldarneho stcinu a z toho potom vyjadrime Lagrangeov multiplikator v :

g

(3.13) Y= (5Ts)%"

Potom riesenim tlohy (3.8) je :

g

(sTs)

Vi=7(s®s®s®s),kde v=

a tenzor $tvrtého stuptia Vi € R"*"*"*" m4a hodnost jedna.

Tenzor tretieho stuptia T} odvodime rovnakym sposobom, aj ked samotné realizacia
bude o cosi zlozitejsia, kedze ide o tenzor hodnosti 2. Podobne ako v pripade tenzora Vi

mozeme zapisat ulohu ekvivalentni s tlohou (3.9) ako :

(3.14) Mm{§||Tk||% =3 ZZZt%k ZZtijksisj =a, k=1,...n }
i=1 j=1k=1 i=1 j=1
10




Lagrangeova funkcia pre tlohu (3.14) potom vyzera takto :
1 n n n n n n
CTEEES 5 30 LT 310 35 BTN
i=1 j=1k=1 k=1  i=1j=1

kde b je vektor Lagrangeovych multiplikdtorov. Polozenim parcidlnych derivacii funkcie

L(t,b) rovnymi nule dostdvame nutné podmienky pre extrém :
oL
Otijk
(3.16) T, - s* = a.

(315) = tijk: — kaiSj = 0, kZl,. .1

Potom vyuzitim tenzorového zapisu a prihliadnuc na symetriu 7} dostavame z (3.15)

vztah pre tenzor T} :
(3.17) T, =b®s®05+50b®s+s5®s®b

Kedze vektor s je znamy, ostava este urcit vektor b. Po dosadeni (3.17) do (3.16) dostéa-
vame

[h®s®@s+s@bRs+sRs®b]s> =a

Opit mozeme prihliadnuc na vnatornu Struktiru tenzorového suc¢inu ”spojit” zlozky vek-

torov s a b do skalarnych sac¢inov, ¢o potom vedie k :
(3.18) b(sTs)? +2(s7s)(bTs)s = a
Kedze neznamy je vektor b, prendsobime (3.18) vektorom s,¢o vedie k :

(3.19) bl's =

Po dosadeni (3.19) do (3.18) a niekolkych tpravach uz ziskavame samotny vektor b :

3(sTs)a —2(al's)s

b pu—
3(sT's)?

Potom riesenim tlohy (3.9) je

T, =bRs®Rs5+s5sRbRs+s@s®0b,
11



kde tenzor tretieho stupia T € R™*™*™ mé hodnost dva a b € R" je jednoznacne uréeny

vektor, dany
3a(sTs) — 2s(sTa)
3(sT's)3

Nizka hodnost oboch tenzorovych ¢lenov je kItu¢om k efektivnemu formovaniu, skladova-

b:

niu a rieSeniu modelu. Cely proces formovania tenzorového modelu si vyZzaduje iba O(n?)
7 .7 v . v A 7 o 7 9 . /. v

operacii, ¢o je vSak sposobené nevyhnutnostou ratat Hessovu maticu. Vypocet ten-

zorovych ¢Elenov Ty, a Vj si vyzaduje iba O(n) operacii. Paméif potrebnad na formovanie

a skladovanie modelu je iba 3n.

Po dosadeni tenzorov T) a Vi do (3.2) teda dostdvame model

1 1
(3.20) M (a, +d) = f(x) + gi - d+ 5 Hy - d? + S(67d)(s7d)” + %(STCZ)4

Dalej budeme minimalizovat funkciu M7 dant vzfahom (3.20), avSak musime rozligovat
dva pripady a to pripad reguldrnej Hessovej matice a pripad, ked Hessova matica je

singularna.

3.4. Vypocet tenzorového smeru v pripade regularne;j
Hessovej matice.

Ukézeme, ze v pripade, ked Hessova matica je regularna, minimalizacia modelu tvrtého
radu (3.20) spociva vo vyrieSeni kubickej rovnice jednej premennej a v rieseni troch sys-
témov linearnych rovnic s rovnakou maticou Hi. Nutnou podmienkou pre d ako lokalne

minimum funkcie My je, Ze derivacia tenzorového modelu (3.20) podla d sa musi rovnat

nule, teda :

Y Mr(zy, +d) = gp + Hyd + (07d)(s7d)s + %(sTd)% n %(sTd)% — 0,
¢o vedie k
(3.21) d=—H"' (gk + (0Td)(sTd)s + %(sTd)Qb + %(sTd)?’s),

12



pricom vektor d vystupuje aj na pravej strane "skryty” v skalarnych sucinoch s vektormi

T

s a b. Preto najprv prenasobime (3.21) zlava vektorom s*, ¢im dostaneme kubickt rovnicu

s nezndmymi ¢ = s'd a w = b’ d, :

1
(3.22) STH™ g+ + 5" H ™ swyp 4+ 55" Hby? + %STH_lsz/J?’ —0

Potom prendsobime (3.21) zlava vektorom b?, ¢im dostaneme druhti kubickti rovnicu

s nezndmymi ¢ a w :

1
(3.23) bTH g+ 6T H st + b H 00 4 %bTH_lsz/;?’ )
Mame teda systém dvoch kubickych rovnic o dvoch nezndmych v a w. Dalej ukazeme,
Ze rieSenia tohto systému mozeme najst rieSenim jedinej kubickej rovnice s nezndmou ).
Kvoli prehladnosti ozna¢ime ¢leny obsahujice maticu H~! ako o = sTH lg,
§ =sTH b, 0 =sTH 's,n=b"H 'gap =0b"H'b V novej symbolike ststava

kubickych rovnic s nezndmymi ¢ a w vyzera takto :

(3.227) a+ Y+ owy + %51/12 + %U¢3 =0

(3.23") N+ + dwip + %fw? + %5s¢3 =0

Pric¢om konkrétne hodnoty skalarov «, d, o, n a 3 ziskame rieSenim dvoch ststav lineadrnych
rovnic s rovnakou maticou. Oznaéme y; = H ™ 's, yo = H 'b a y3 = H 'g. Zavedenim
premennej y3 sme do systému dvoch sustav linedrnych rovnic pridali tretiu stustavu, co

je predpripravou na rieSenie rovnice (3.21). Potom nam ostava vyriesit nasledujice tri

sustavy :
Hy, =s
(3.24) Hy, =0
Hys =g.

Potom z rieSeni y; a yo systému (3.24) ziskame skalare a, §, o, n a [ takto :

a=ylg d=yib
c=yls n=yig

B=y3b
13



Poznamenajme este, ze systém (3.24) mozeme efektivne riesit Choleského rozkladom ma-

tice H, H = LL", ¢o vedie k postupnému rieseniu ststav :

Lz =s LTy1 =2
LZQ =b LTy2 = 22
Lzs =g LTys = zs.

Vyhodou takéhoto postupu je, Ze mdzeme naraz riesit v prvej faze prva trojicu a v druhej
faze druhu trojicu ststav. Teraz, ked mame vypocitané hodnoty skalédrov «, d, o, 7
a (3, mozeme pristupit k rieSeniu samotného systému kubickych rovnic. Predpokladame,
ze skalar 1) # 0, pretoze inak by doslo k redukcii tenzorového modelu na Newtonov model.

Dalsie riesenie rozélenime do dvoch pripadov.
V pripade, ked )

rovnica (3.22’) sa redukuje na kvadratickd rovnicu jednej premennej 1) a teda plati :

—1++v1-2aé
5 .

(S

Potom nezndmu omega vypocitame z (3.23’) :

1
YT 160

V tomto pripade existuje realne riesenie v, ak 1 — 2ad > 0, a hodnota w je definovana,

ak 1+ 69 # 0.

1 Y
(=n— §5¢2 + g5¢3)~

V pripade, ked |0 # 0|,

sa nevyhneme rieseniu kubickej rovnice. Najprv vyjadrime w z (3.22’) :
o+ + 2692 + Loy?
o '

A potom po dosadeni vyrazu pre w do (3.23’) dostdvame kubicki rovnicu s jednou nezné-

(3.25) w=

mou 1, ktord vyzera takto :

3 1 1
—a+ (yo —2ad — 1)y — §5¢2 + (506 — % - 552)1/)3 =0.
14



Po vypocitani koretiov kubickej rovnice, dosadime hodnoty v do (3.25) a vypocitame zod-
povedajuce hodnoty w Potom jednoducho dosadime skalére 1) a w do (3.21) a vypocitame
im zodpovedajice smery d. 7Z tychto smerov potom vyberdme ten, ktory je najblizsie
k aktudlnemu bodu x; v zmysle Euklidovej normy, pricom vSak musi garantovat spé-
dovost v smere od xj k xx + d. V pripade, ked nebolo ndjdené minimum tenzorového
modelu, pouzijeme pre aktudlnu iterdciu Newtonovsky smer. Pozrime sa teraz blizsie

na spravanie sa kubickej rovnice.

Analyza kubiky

Méme kubicktd rovnicu, ktord vo vSeobecnosti vyzera takto :
f(z) = azz® + axx® + a1 + ag = 0.

Polozenim gradientu funkcie f(z) rovnému nule, vypocitame staciondrne body. Nech
teda :
Vf(z) = 3azx® 4+ 2a92 + a; = 0.

Dalej riesime kvadraticku rovnicu, priGom mézu nastat tri pripady :

1.Diskriminant D < 0 — neexistuju realne stacionarne body a kubika méa jeden koren
2.Diskriminant D =0 — existuje jeden stacionarny bod a kubika ma jeden koren
3.Diskriminant D > 0 — existuji dva staciondrne body a kubika ma jeden koren

alebo tri korene

V pripadoch D < 0 a D = 0 sme jediny koren urcili Newtonovou metédou na rieSenie

nelinearnych rovnic s presnostou 1075,

V pripade, ked existuju dva stacionarne body, x,,i, - bod minima a x,,,, - bod maxima,

sme vypocitali funkéné hodnoty f(xmin) a f(Tmaz)-

15



Ak f(Zmin) > 0 alebo f(Zmaz) <0, t.j. funkéné hodnoty v Z,,in & vV Zma, maji rovnaké

znamienko, existuje jediny koren a ten sme urcili rovnako, ako v pripadoch 1 a 2.

Ak f(Zmin) <0 a f(Tmaz) > 0, t.j. kubika medzi x,,;, & Tppq, meni znamienko, existuju
tri korene. Prostredny koren (medzi i, & Tpmaee) sSme vypocitali Newtonovou meto-
dou na rieSenie nelinedrnych rovnic so startovacim bodom W a presnostou 107°
a dalSie dva sme urcili analyticky, ako korene kvadratickej rovnice, ktora vznikla prede-

lenim povodnej kubickej rovnice koreriovym ¢initelom.

3.5. Vypocet tenzorového smeru v pripade singularnej
Hessovej matice.

V pripade, ked Hessova matica je singularna, by postup ako v predchédzajicom pri-
pade neviedol k jednoznacénému rieseniu. KedZe nasim cielom bolo porovnat tenzorova
a modifikovani Newtonovu metédu, tymto pripadom sme sa podrobnejsie nezaoberali.
Pre tuplnost vSak uvadzame aspon hlavni myslienku rieSenia modelu v tomto pripade.
Ukézalo sa [1], Ze je vhodné transformovat model (3.20) nasledujicim sposobom. Nech
d=d+ 0, pre fixované CZ, kde 0 je novd nezndma. Dosadenim tohto vyrazu do (3.20)

dostavame nasledujici model, ktory je funkciou ¢ :

01l e 1 . .
M (i +d) = f(ax) + ged + S Hed? + 507 d) (s7d)? + (s d)+
. . . 1 .
(e + Hid + (b7d)(s7d)s + 5 (57 d)* + %(sTd)?’s)(S—l—

1 R R
+§(Hk + (bT'd)ss™ + g(sTd)stT)52+

A 1 A
+(sT )BT 8)(s79) + S (7 )(sT9)? + (T d)(s76)* + (57 6)*
Ak oznadime ¢ = s7d, & = bTd, § = g + Hpd+ps+ 3020+ 2335, c = bTd+ 2 (s7d)?
a H = Hj, + css”, dostavame modifikovany model :

My (zg + d) = My (xp + d) + §6+

+%ﬁ152 + (078 (sT8) + %(bTé)(sTd)Q + %@(STW + %(s%)‘*
16



Vyhodou tejto transformacie je, ze matica H je pravdepodobne regularna, ak hodnost
matice Hj, je aspont n — 1. Dalej uz postupujeme podobne ako v kapitole 3.4 az po vyber
vhodného 9. Z toho potom tenzorovy smer d = d+6 , pricom vhodnou volbou d je smer
pouzity v predchadzajucej iteracii. Tento postup je vSak pouzitelny iba v pripade, ked
Hessova matica méa hodnost n — 1. V praxi sa taktiez ukazalo [2], Ze préave v tomto
pripade, je konvergencia tenzorovej metody lepsia, ako linedrna konvergencia Newtonovej
metddy. V pripadoch, ked hodnost Hessovej matice je mensia ako n — 1, tenzorova
metdda nemé dostatok informécii na dokaz lepsej ako linedrnej konvergencie. Pre tplnost
eSte uvadzame dokaz regularity matice H = Hy, + css” [1]. Lemma 1 formuluje nutnt

a postacujucu podmienku pre regularitu matice H.

Lemma 1 Nech H € R7"*", s € R", ¢ # 0. Matica H 4 css” je requldrna vtedy a len vtedy

ked matica

je regquldrna.

Doékaz: Ukézeme, 7e existuje nenulovy vektor v € R™, pre ktory (H + css?)v = 0 vtedy

a len vtedy ked existuju vektory v € R° a w € R”, pre ktoré plati :

s (3 ] [2] e ] [2)

Predpokladajme najprv, ze (H + css’)v = 0, v # 0. Potom vektory v = v a w = s v
spliiaji podmienku (3.26). Opacne, ak existuji vektory (v, w), ktoré spliaji podmienku
(3.26), tak sTv = w a teda (H + css?)v = 0 a v # 0, inak by w = 0, ¢o je spor
s podmienkou (3.26). O

Désledok Nech H € R"*", s € R"*. Ak je matica H + css’ reguldrna, potom matica

[H c¢s] ma plni riadkovi hodnost.

Lemma 2 Nech H € R™*", pricom hodnost H jen — 1, s € R". Matica H + css’ je

requldrna vtedy a len vtedy, ked matica [H cs| md plni riadkovi hodnost.
17



Dokaz: Predpokladajme teraz, ze matica [H ¢s] ma plna riadkovi hodnost. Kedze
hod(H) = n — 1, mo%eme maticu H napisat ako H = H{H], kde matice
Hy, Hy, € ®*("1) majt plna stipcovti hodnost. Z toho, Ze matica [H c¢s] ma plna

riadkovt hodnost vyplyva, ze
(3.27) (WVTH=0av"s=0)=v=0

Dalej z toho, ze H = H;HJ, pricom matica H, mé plna stipcovti hodnost vyplyva, Ze
(3.27) je ekvivalentné s:

(UTH1:0a’UTS:0):>’U:0

A teda matica [ H; c¢s] je regularna. Analogicky sa d& ukazat, ze aj matica [ Hy s] je
regularna. Preto

HT
[Hy cs] { s%} = H H] +css’ = H 4 css”

je regularna.

Opacné implikacia je priamym désledkom Lemmy 1. [
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3.6. Optimalna dizka kroku.

Algoritmus vypoctu novéeho bodu x |

Mech
¥, Je aktualmy bod

d, je tenzorowy smer
d, je Newtonowvsky smer
d,, f, suakiualny gradient a furkdna hodnota

skior=gTd,
a= 10"
wh=x,+d,
f, =10

if (bolo naiderg minimum tenzoroveho modelu) then
if(f, < f + askion  then  x, =x|
else
13 MNaidi x* v Newtonovskom smere d, s optiméalnou dizkou kroku
23 Najdi x* v tenzorovskom smere d, s optimalnou dizkou kroku
if (Fc2)<f(x!)) then x, =x?
else x, ="
endif
endif
else )
1) MNajdi «* v Newtonowskom smere d, s optimalnou dizkou kroku
21w, =x"
endif

Vyssie uvedend schéma zobrazuje algoritmus vypoc¢tu nového bodu xz . Ako sme uz
spomenuli, ani samotna Newtonova metéda nemusi konvergovat s jednotkovou dizkou
kroku. Podobne aj v tenzorovej metéde sa ukazuje vhodné optimalizovat dlzku kroku.

V kazdej iteracii tak po vybere vhodného smeru, najprv testujeme plny krok, t.j. A =1 .
19



Tento je pouzity v pripade, ze poskytuje dostato¢ny pokles tucelovej funkcie. V opa¢nom
pripade hladdme metédou minimalizicie na 14¢ optiméalne dizky krokov v tenzorovom

.....

funkcie.

3.7. Metoda Zlatého rezu.

Predpokladajme teda, ze mame k dispozicii bod xj; a smerovy vektor 0 # d € R".
Podobne ako v modifikovanej Newtonovej metéde, v tomto smere teraz uréime dizku
kroku, t.j. smer Ay a to tak, Ze rieSime tlohu :

(3.28) Min{o(\) = f(zr + Ad)|A > 0},

pri¢om funkcia ¢ spliia : ¢ (0) = d7gp < 0. Na hladanie optimalnej dizky kroku sme
sa rozhodli pouzit Metédu zlatého rezu. Vstupom pre metddu zlatého rezu je okrem
funkcie () aj interval < a,b >, ktory obsahuje hladané minimum. Potom metédou
zlatého rezu minimalizujeme funkciu ¢(\) na tomto intervale. Sposob volby zaciatoéného

intervalu < a, b > pre tlohu (3.28) je popisany v nasledujicej schéme.

Algoritmus na uréenie intervalu <ab>

b =1
| =2
Po= (p(?'-n = f(XF, A, d)
"= @(l1j= ﬂ:}is; +:"le:|

= o
o

while (i, =@, )
a=na,
Ay =Ry
A, = 23,
Po=1
= @(11:'
end of while
b==a,

20



Po uréeni zac¢iatocného intervalu< a, b > mézeme pristupit k samotnej metdéde zlatého
rezu, ktorej vystupom je optimélna dizka kroku A;. Myslienka metédy zlatého rezu
spo¢iva v postupnom skracovani intervalu < a,b > z pravej alebo Tavej strany, o ¢om
sa rozhoduje na zéklade porovnavania funkénych hodnot. Algoritmus kondéi pri skrateni

intervalu na pozadovani presnost a ako minimum vracia lavy okraj posledného intervalu.

Algoritmus metddy zlatého rezu na intervale <ab:=

WSTUP:  funkcia o (x) definovana na intervale <a b=
pofadovana presnost’ =0

VYPOCET! m&%, 7, =2-t, z,=t1

1)C1=a+ Z (bra) p,=p (CJ:f(XL + C1d)
C,=atz, (b-a) p g =ip (Cz )=f[}<k TG d)

2)if (¢ ;< , ) then GOTO 4
3) (pripad o =g , )
Polozime a= ¢, =0, Pp=0p,
if ((b-a)< &) then GOTO S
else ¢, =a+z, (b-a)

Py =pic,)
GOTO 2
4) (pripad @ ;<o ;)
PoloZime b=, C, =0, P, =0,

if ((b-a)< ) then GOTO S
else c,=a+ z, (b-a)

Py = (Clj
GOTO 2
VYSTUP:  Six,=c¢, ¢, =0¢,
6) STOP
Rychlost redukcie intervalu neurcitosti metédou zlatého rezu je d,, = (tbn__“l), kde n je
pocet vypoctov funkénych hodnot p(x) at = @
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KAPITOLA 4

NUMERICKE EXPERIMENTY

4.1. Vol'ba testovacich funkecii.

Cielom predkladanej prace je aj experimentéalne porovnanie tezorovej metédy s modi-
fikovanou Newtonovou metédou. Moznosti vyberu testovacich funkcii s potom zizené
predpokladmi oboch metdd o minimalizovanych funkciach. Napriklad tenzorova metdda
pouziva na lokdlnu aproximéciu minimalizovanej funkcie v okoli riesenia model stvrtého
radu oproti modelu druhého rddu v Newtonovej metéde. Preto aby bolo mozné pouzit
obidve metddy, testovacia funkcia musi byt triedy C*4. Newtonova metdda predpokladé
regularitu Hessovaj matice, preto sa aj pri tezorovej metdéde zameriame len na pripad
regularnej Hessovej matice. Dalej pozadujeme, aby funkcia f(z) bola konvexna, ¢o zaruéi,
Ze najdené lokdlne minimum bude zaroven globalnym minimom funkcie f(z). Délezité
je, aby sme mohli Tahko menif jednak konkrétne parametre funkcie f(z), ale aj rozmer

ulohy n.
Bikvadraticka funkcia

Vzhladom na vysSie uvedené poziadavky sme sa rozhodli otestovat tenzorovi metédu

na bikvadratickej funkcii tvaru :
1 1
(4.1) f(z) = o (xTGlx)Q +3 (27 Gaz) + ATz,

kde ¢len

m=|GE=)"> (95)°

i=1 j=1
je normujucim ¢lenom. KedZe chceme, aby Hessova matica funkcie f(x) bola regularna,
volime matice G; a G4 symetrické, kladne definitné a to nasledovnym spoésobom :

G = AT A + Diag
22



kde matica A je matica vygenerovand generatorom ndhodnych ¢isel. Prenasobenie ma-
tice A zlava jej transponovanou maticou A7 zaruéi symetriu a pripoéitanie diagonalnej,
kladne definitnej matice zaruci regularitu konecnej matice G. Potom gradient tejto funkcie

modzeme symbolicky zapisat takto :
1

(4.2) Vf(z) = =(2"Giz)Giz + Gaz + h
s

Otézkou este ostdva urcenie vektora h. Kedze je pre nase dalSie ucely vhodné vopred
poznat optimélne rieSenie &, najprv vygenerujeme vektor & € R™ a z neho potom dopoci-
tame vektor h € R" tak, aby bola splnena nutna podmienka pre minimum, t.j. aby

Vf(2) = 0,. Teda vektor h splia :

h=—|t (27 G18) G112 + Gad

™

Este ostava ukézat, Ze takato funkcia je naozaj konvexna. Budeme sa opierat o nasledovnu

vetu [4] :

Veta : Nech f : R" — R mad spojité druhé parcidlne derivicie. Potom f je konvexnd

& Vo - V2f(x) je kladne semidefinitnd.
Kedze matica druhych derivacii funkcie f(z) vyzera takto :
2 2 T 1 T
\V4 f(ac) = %(Glx) (Glx) + %(.’L’ Gll’)Gl + Go

pri¢om matice G a Go s kladne definitné, je zrejmé, ze funkcia f(x) definovana vztahom
(4.1) ma dokonca kladne definitntt Hessovu maticu a teda je dokonca rydzokonvexna. Teda

riesime tlohu :

Mm{f(ac) = ﬁ (acTGlx)Q + %(mTGgm) + hlx

T € %“},

kde 7 = ||G1||%1, Gy =0adGy = 0.
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4.2. Metodika experimentu.

Kazdu ulohu sme najprv vyriesili tenzorovou metédou, potom sme sa vratili do star-
tovacieho bodu a riesili sme ju modifikovanou Newtonovou metédou. Ulohy sme riesili
v sériach po sto uloh pre rézne rozmery a rézne Startovacie vzdialenosti, pricom sme sle-
dovali pocet iteracii a ¢as do dosiahnutia optimalneho riesenia s pozadovanou presnostou
u obidvoch metdd. Kedze sme dopredu poznali optimélne rieSenie, mohli sme sledovat
nielen normu gradientu funkcie f(z), ale aj vzdialenost aktuélneho bodu od optimélneho
rieSenia. Potom podmienkou pre zastavenie algoritmu je dosiahnutie relativnej presnosti:

2~ — ]2

. <e
1 £]]2 + 1

Kvoli moznosti vratit sa k uz rieSenym prikladom sme na generovanie matic G1, Go
a optimalneho riesenia & pouzili generator pseudonahodnych cisel. Po vygenerovani op-
timélneho rieSenia Z a dalSieho ndhodného bodu yo sme uréili Startovaci bod x_; tak,
aby lezal na polpriamke uréenej vektorom yo — & a aby jeho vzdialenost od bodu & bola

zadand Startovacia vzdialenost p. Teda :

r—1 = T+ T(yo - .’13'),

kde 7=

V(Yo — )T (yo — 1)
Tento pristup umoznil sledovat a porovnavat efektivnost obidvoch metéd pri zadani

roznych startovacich vzdialenosti.

Povazujeme eSte za potrebné poznamenat, Ze tenzorova metdda ma ”predpripravnd”
nultu iteraciu, v ktorej sa z bodu x_; pouzitim Newtonovského smeru vypocita bod xg.
Tenzorova metdda totiz v kazdej iteracii potrebuje na interpolaciu modelom stvrtého radu
dva body. Modifikovand Newtonova metéda vsak zac¢ina v bode x_; a prechod do bodu

Z( je uz prvou iteraciou.
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4.3. Vysledky experimentov.

4.3.1. Ilustrativne priklady

V tejto Casti by sme chceli ilustrovat ako sa pocas rieSenia tlohy z iteracie na iteraciu
menia jednotlivé sledované charakteristiky. Budeme pre bikvadratickta funkciu postupne
riesit tlohy rozmeru n = 3,5,7,10, pricom sledujeme absolitnu aj relativou
vzdialenost aktuélneho bodu od optimélneho rieSenia, funkénii hodnotu a jej odchylku
od optimalnej funkénej hodnoty, normu aktualneho bodu a normu gradientu v aktualnom
bode, ktora v pripade, Ze nepozname optiméalne riesenie je jedinou charakteristikou, ktort

mozeme pouzit na testovanie optimality v aktudlnom bode. Mame teda funkciu:

1 1
flx)=-— (xTGlx)Q + = (2" Gaz) + W'z,
4 2
kde 7 = ||G1||%. V nasledujtcich $tyroch prikladoch uvedent funkciu postupne napliiame
nasledovnymi tdajmi :
Priklad 1
9 -2 =2 3 0 1 —2.555024
Gi=|-2 10 2 Go= 10 4 1 h=| 2717703 |,
-2 2 2 1 1 2 3.717703
kde prislusny bod minima je # = (1,0, —2)7
a minimalna funkénad hodnota je f(#) = —5.7428.

Startovaci bod z_; = (—7.0178,2.6726, 3.3452)T vedie k nasledujicim vysledkom:

. . - A, - ; . 7
iterdcia "*Ts; —x " fxp ) |fxg-frx ” Flxy) ” ”Ik "
x|+ 1

0. 71510 22193 | 175906 | 15lé4ss | 1081599 | 53479
L 1.5 5002 18192 | 476594 | 534022 34472 3TTE
5 135774 1.1053 104518 | 16,1948 10,6575 WELE
3, 02384 0.0737 56093 | 01335 11525 25298
n 00031 0,001 57477 0 00171 223850
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pricom x4 = (1.002403, —0.000424, —2.001982)~ .

Priklad 2
58 8 32 20 —13 20 16 -8 -6 —4
8§ 13 4 2 —16 16 35 —11 -6 -9
Gi=1|3 4 921 11 -2 Gy=|-8 —11 47 17 29
20 2 11 18 -8 6 -6 17 20 7
~13 -16 -2 -8 35 4 -9 29 7T 36
—128.049332
—106.948189
h=| 246.030426 |,
140.357727
221.896378

kde prislusny bod minima je & = (4, -1, —1, —4, —4)7
a minimélna funkéna hodnota je f(z) = —1074.2219.
Startovaci bod z_; = (—5.6699,0.2087, —3.4175,4.4611, 3.2524)T vedie k nasledujicim

vysledkom :
~ - ~
iterdvia | [, —x | |17 "N | ) gy rony |90 || e |
. I+ 1
0 6.5833 08157 | -732,4617 | 341,7602 123,436 5 4526
1. 20748 02571  |-1032,3989| 41823 42 3308 £,2864
2. 08491 00204  |-1062,7035| 55124 12,9688 74765
3. 00785 00097 |-1074,1852| 00568 16058 7118
4) 00625 00072 |-1074,1886| 00333 1,1593 7.0273
5. 00457 00058  |-1074.2051| 00168 0,7394 7.1037
3 00474 00059 |-1074.2056| 00164 07043 71063
7, 00083 0001 |-10742216|  0,0004 0,0792 7.0738
3. 0,0007 00001 |-1074.2219 0 00109 7.0716

pridom x5 = (4.000456, —1.00047, —0.999832, —4.000269, —4.000165)7.
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Priklad 3

116 33 49 —-19 —-19 25 207
33 128 74 -—-14 46 —40 -—32
49 4 79 29 28 5 18

Gi=1|-19 —-14 29 92 21 54 68
—-19 46 28 21 76 37 17
25 —40 5 54 37 149 51
L —20 —-32 18 68 17 o1 75
F126 13 71 14 -16 0 —167 [ 303.894684
13 81 37 76 39 3 =21 —476.629822
71 37 110 34 14 -10 -7 —205.699677
Gy=| 14 76 34 96 58 —-14 -9 h = | —406.221924 | ,
—-16 39 14 58 113 21 -7 —621.225953
0 3 —-10 —-14 -21 43 -5 69.43378
-6 -21 -7 -9 -7 -5 20 _ [ 58.83212

kde prislusny bod minima je & = (-3, 6,2, —3,4,0,2)7
a minimalna funkéna hodnota je f(z) = —2840.0774.
Startovaci bod z_; = (—3.0000, —9.9111, —1.1822, 8.1378, 5.5911, 3.1822, 2.0000) vedie k

nasledujiacim vysledkom :

. . - Ay — ; o 7
iterdcia ”-’fp, —x ” flzg ) flzeg £ || Flx, ) " "xk ”
2, I+ 1

0. 18,082 1,83581 -1290.9104 | 1549,187 382,1848 15,6279
1. 9.8992 0068 |-23358506| S04.2268 | 144,798 | 7.8559
2 15865 01614  |-28054131| 34,6643 10,7761 5.7103
3 01495 00152  |-2839.9534| 0124 34737 2.0234
ry 00034 0000%  |-2840,0776|  -0,0002 00378 283

pricom x4 = (—3.000593, 5.998522, 2.000529, —2.999006, 3.999006, —0.000234, 1.997217)T.
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Priklad 4

- 246 —51 —61 54 81 —199 -4 —13 80  —90 7
—51 174 118 161 —19 —60 1 0 —21 148
—61 118 281 63 —-94 19 79  —33 16 109
54 161 63 325 180 —145 -85 —19 36 95
Gy — 81 —19 —94 180 328 —79 —144 7 92 —123
~199 —60 19 —145 —79 509 131 43 —205 178
4 1 79 -85 —144 131 248 106 —8 133
~-13 0 -33 -19 7 43 106 270 12 -39
80 —21 16 36 92  —205 -8 12 210 —169
| 90 148 109 95 —123 178 133 -39 —169 377 |
- 279 —197 78 20 -8 —6 —182 67 114 —170"
~197 360 30 —827 —101 6 218 —131 -—18 192
78 30 262 58 -84 —33 —48 —207 103 23
20 82 58 442 28 35 63 10 —193 144
.| —8 ~101 -84 -28 216 22 -74 6l 46 0
27 —6 6 —33 35 —22 113 84 —-19 —44 32
—~182 218 —48 63 —74 84 266 —52 —159 159
67 —131 —207 10 61 —19 —52 368 —90 —126
114 —18 103 —193 46 —44 —159 —90 304 —146
| 170 192 23 144 0 32 159 —126 —146 385 _

h = (—2151.566162,1746.028687, —1107.134521, 5285.330566, —1797.276123, 1754.445312,

3276.059570, 1743.218872, —5188.976562, 4752.085938) 7,

kde prislusny bod minima je & = (4, —5,2,-9,8,-9,7, 8,3, —-7)7

a minimélna funkéna hodnota je f(#) = —72331.8125.
Startovaci bod z_1 = (4.9600, 1.2402, 2.9600, —3.7198, 6.0799, —8.0400, 2.6799,
—8.4800, 4.4400, —4.5999)T vedie k nasledujtcim vysledkom :

. .. o Ed - X B
iterdcia ”x.i, —x ” : "+1 flzeg ) flz g - £ "vf':x* ) " "xﬁ; ”
&
o 2072 0094l |-72178.65%d 1531562 | A09.8971 | 223233
1. 0.1662 00075 |-72331.1719 06406 11,8926 | 21,1073
2 00008 0 72331 8047 0,007% 00322 21,024

pricom zo = (3.999923, —5.000445, 2.000037, —9.000074, 7.999842, —9.000198,
7.000439, —7.999915, 3.000265, —6.999770)T.
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Vo vsetkych uvedenych prikladoch mézeme vidiet, Ze relativna norma klesa rychlejsie
ako absolutna. Relativnu presnost povazujeme za objektivnejsiu charakteristiku, kedze
zohladnuje aj velkost vektora xy. Funkénd hodnota v aktudlnom bode sa pomerne rychlo
stabilizuje na hodnote blizkej k funkénej hodnote v optiméalnom bode. Taktiez moézeme
povedat, Ze norma gradientu sa blizi k nule ”"pomalSie”, ako sa aktualny bod xj blizi

k optimalnemu bodu . Stabilizuje sa aj norma aktualneho bodu zy.

4.3.2. Testovanie na sériach po 100 aloh

V tejto casti uvadzame vysledky z testovani na séridch po sto 1loh rozmerov
n = 3,5,7,10,20,30. Sledovali sme pocet iteracii a cas vypoctu. Kazdu tlohu sme
riesili najprv tenzorovou metdédou, potom sme sa ”vratili” do startovacieho bodu a tu

ist1 lohu sme riesili modifikovanou Newtonovou metdédou.

Séria ¢.1
n =3, p=10, seed = 2, presnost :M =103
2]+ 1
Vysledky :
tenzorovd metéda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 3.67 3.07
priemerny ¢as vypoctu : 0.381 0.625
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cislo | temmorovd metdda | newtomows metdda | G5l | temmorord metdda | mewdonova metdda
alohy | iterdei Cas iterdeil Eas alohy | dterdcii cas iterdcii Cas
1. 5 0,5546 5 0 6040 51 5 0,7143 q 0 =240
e 2 0,164% £ 06590 52, 3 0,219 £ 06040
3. 3 0,2158 5 06040 53 q 0,604 g 02790
i 2 0,1099 2 0 4400 54 5 0,3846 E 0 6040
5. 2 0,164% 3 06040 5. 3 0,219 E 06040
3 3 0,164 5 0 6040 53 3 02198 g 0 6040
T 5 1,2090 5 0 6040 57 4 0,3297 5 0 6040
2. 3 02178 3 06040 58, 3 0,6044 3 06520
) 4 0,2747 5 0 6040 5. 5 0,3297 q 0 =240
10. 3 02192 3 06040 &M, & 0,9341 3 06040
11 2 0,164% 5 06040 £l 3 0,2747 3 0 6040
12. 3 0,2747 5 0 6040 2. 3 0,219 q 0 2240
13. 4 03257 5 10400 63, 4 0,2747 3 06040
14. 4 0,5846 5 0 6040 £ 2 0,1099 2 0 3850
15. 4 03297 3 06040 B4, = 0,6595 3 06040
16. 2 0,164 2 0 4400 13 s 0,3846 3 0 6040
17. 3 0,219 5 0 6040 7. 7 00,5495 q 0 7690
1E. 3 02128 3 0a040 6a. 3 06044 3 0.e040
19. 2 010599 3 0,e550 59, 3 0,5044 3 0.&040
20, 2 0184z 3 06040 0. 3 0,2747 3 06040
21, 2 01648 3 0,e040 1. 5 03257 3 06040
22 3 021592 2 04400 73, 5 0,7143 4 02240
23. 4 03297 4 07830 T3, 3 02138 4 02240
24, 4 02747 3 08550 4. 4 0,7145 3 0.a040
a5, & 02731 A 1,2100 =8 A 02242 4 0.7650
28, 1 01029 2 03250 6. 3 02153 3 06040
27, 4 02747 3 0,e040 Tl 3 0,la4s 3 0.&040
28, 1 0,1099 2 04400 7. 2 01848 2 01,4350
29 2 0,1099 2 0,3850 79, 5 0,3297 4 02240
30. 7 05435 4 07630 a0, 4 06044 3 06040
31. & 10440 3 06040 21, & 0,8791 3 06040
32 4 03845 3 0e040 23, 2 0,1099 3 0.&040
33. & 04345 3 06040 23, 7 04945 4 0.7650
34, 3 01,5425 3 0e520 24, 3 0,1e43 3 06040
35, 2 0184z 3 1,65390 25, 2 0,la4s 3 0.&040
38, 3 02132 3 06040 6. 7 0,5044 3 06040
3. & 01,4556 3 0a040 27, 2 0,la4s 3 0.a040
38, 2 0.1a4z 2 00,3850 28, 2 0,la48 3 06040
38, 5 07652 4 08240 29 3 01643 3 06040
40, 4 07652 3 0,a040 Q0. 4 0,6593 3 0,a040
41. 4 0,7143 3 06040 91, 2 0,102% 3 06040
42, & 0.453595 4 02240 93 2 0,la4s 3 0a040
43, 2 0184z 2 01,3850 93, 2 0,la48 3 06530
44, 3 02178 3 06040 94, 4 0,6553 3 06040
45, 2 01842 2 01,3850 95, 2 0,102% 2 [,.3850
4. 5 01,4536 3 06040 96, 5 02242 3 06040
417, 3 06044 3 06040 7. 3 0,213 2 0.5250
4=, 1 0,0550 3 0,a040 9. 3 0,2747 3 0,&040
43, & 076592 4 02240 99, 3 02138 3 06040
0. = 07791 5 06040 | 100, E; 1,0440 3 0 6590
menaqle Porovnanie
pqdl afpfuctu 20 43 nodks st a1 14
teraci *
* Cizla uddvajd pocet prikladoy v ktorvch =& dana metdda ukazala ako lepsia. TAB 1
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Ako mozeme vidiet z tabulky TAB 1 tenzorova metdda bola lepsia, ¢o sa tyka poctu
iteracii iba v 20 prikladoch zo 100. Taktiez priemerny pocet iteracii tenzorovej metédy bol
vyssi, ako priemerny pocet iteracii modifikovanej Newtonovej metody. 37 tloh vyriesili
obidve metédy s rovnakym poc¢tom iteracii. Co sa tyka ¢asu, tenzorova metéda sa javi
ako podstatne rychlejsia, ¢o je pomerne prekvapivy vysledok, kedze sme ocakavali, Ze
jedna iteracia tentorovej metddy, je miniméalne tak casovo narocna, ako jedna iteracia

modifikovanej Newtonovej metédy. Presnost merania ¢asu v systéme je vSak diskutabilna.

Séria ¢.2
n=2>5, p=10, seed = 17, presnost :M =103
2] +1
Vysledky :
tenzorovd metéda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 3.03 3.04
priemerny ¢as vypoctu : 0.508 1.169

Ako modZzeme vidiet z nasledujicej tabulky TAB 2, Tenzorova metéda bola lepsia,
¢o sa tyka poctu iteracii v 36 prikladoch zo 100, ¢o predstavuje urcité zlepsenie, oproti
sérii prikladov rozmeru n = 3. Rovnako priemerny pocet iteracii klesol, dokonca je uz
nizsi, ako priemerny pocet iteracii v modifikovanej Newtonovej metdde, aj ked len velmi
tesne. Pocet tloh, ktoré vyriesila za mensieho poctu iteracii modifikovand Newtonova
metoda je 23 a pocet loh, ktoré riesili obe metddy za rovnaky pocet iteracii je 41. Teda
uspesnost modifikovanej Newtonovej metédy poklesla, ¢o sa prejavilo jednak na vysSej
uspesnosti tenzorovej metédy a jednak na naraste poctu tloh, ked boli obe tlohy rovnako

/. v / /. v e ) » 7/ v sve 7’ ’
uspesne. Co sa tyka Casu, opat je GspesnejsSia tenzorova metdda.
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cislo | tenzorord metdda | newtonova metdda cislo tenmorovd metdda | neatonors metdda
Alohy |iterdeil] Caz  Jiterdeil cas Alohy | itericii cas itericii Easg
1. 3 02198 | 3 1,1500 51 4 0,545 3 1,1500
Z 3 03297 | 3 1,5700 52, 2 0,2747 3 1,1500
3. 7 02747 | 2 0,7140 53, 3 1,0990 2 0,7650
g Fl 04945 | 3 1,1500 54 3 0,2747 3 1,1500
5. 3 03846 | 3 1,1500 35, 3 0,396 3 1,1500
é. 3 035846 | 3 1,1500 3 2 02747 3 1,1500
T 5 04396 | 3 1,1500 57. 7 0,3297 3 1,1500
2. 3 0,43%4 3 1,1500 58, 4 00,5455 ! 1,1500
9. 3 1,5930 | 3 1,1500 59 2 0,2747 3 1,1500
10. q 1,2090 | 4 1,5400 &0 2 0,219 3 1,1500
11. 3 03297 | 3 1,1500 g1 g 1,2640 3 1,2100
12. 7 02747 | 3 1,1500 2. 1 0,109% 2 0,76590
13. 4 0,433 4 14800 63 4 06044 4 1,5400
14 2 02198 | 3 1,2100 Ed. 2 0,2747 3 1,1500
15. 2 02198 | 3 1,1500 65, 2 0,2747 3 1,1500
16. ) 02198 | 3 1,2100 13 2 02747 3 1,1500
17. 5 04396 | 3 1,1500 7. 2 02198 3 1,1500
1%, 3 03846 | 3 1,1500 BE. 3 0,554 3 1,1500
12, 2 02198 3 1,2100 LN [a] 0,824 3 1,1500
20, 3 04396 5 1,1000 0. 3 1,1540 3 1,1500
21. 3 0,3348 3 1,1500 71, 4 0,5435 3 1,1500
22 3 0,3348 3 1,1000 T 2 02192 2 07850
23, i 0,3248 ] 1,1500 T3 q 04945 3 1,1500
24 1 0,1094 2 0,7140 T4 3 0,3297 K] 1,1500
25 2 0,2747 ] 1,1500 s 3 1,2020 3 1,1500
26, 2 02138 3 1,2100 76, 2 02198 3 1,1500
27, 4 0,545 3 1,1500 T 4 0,a044 4 1,5400
28, 3 0,4338 3 1,1500 7B, q 05435 3 1,1500
29 < 2,2530 3 1,1500 T 5 0,7145 4 1,5400
0. 2 0,2747 2 0,7140 a0, 3 04395 4 1,5400
3l. 10 2,1980 4 1.4800 al. 2 0,2747 3 1,1500
32, 5 1,4220 3 1,1500 832, 2 0,2747 3 1,1500
33 3 0,3297 5 1,1500 83, 3 0,3348 3 1,2100
34. 4 04945 3 1,1500 84, 3 0,435 3 1,1500
5. i) 1,1540 4 1,5400 85, 4 0,a044 3 1,1500
36, 4 0,4945 4 1,5400 o6, 3 0,4338 3 1,1500
37, 3 0,5848 3 1.2100 87, i) 02198 ] 1,1500
38, 2 0,2747 5 1,1500 a8, 3 0,3297 3 1,1500
39, ) 0,32348 3 1,1500 89, 2 0,2747 3 1,1500
40, 3 0,4398 3 1,1500 Q0. 3 0,3248 3 1,1500
41, 1 0,109% 2 02240 91, 3 0,4338 3 1,1500
42, o) 0,2747 L] 14200 o2 b 0,2747 5 1,1500
43, = 0,3348 ] 1,1500 93, 4 1,32350 3 1,2100
44, 3 0,32%7 3 1,1500 94, o 0,43%8 3 1,1500
45, 4 0,a044 3 1,1000 Q5. 2 0,2747 3 1,1000
46, 3] 02242 3 1,1500 96, q 0,5435 4 1,5400
47, 2 0,2138 3 1,2100 27, 1 0,10%5 2 0,7a50
48, 3 1,090 3 1,1500 o8, 2 0,2747 3 1,1500
42, 5 0,7145 4 1,5400 29, 5 06595 3 1,1500
0. q 06044 | 3 1,1500 100, 7 02747 3 11500
menaqle Porovnanie
pqdl afpfuctu 36 23 pod'a Casu * 91 3
teraci *
* Cizla uddvajd pocet prikladoy v ktorvch =& dana metdda ukazala ako lepsia. TAE 2
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tenzorova metoda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 3.03 3.04

priemerny cas vypoctu : 0.508 1.169

Séria ¢.3

e =2 _

n="7, p=10, seed =7, presnost :-———— =103
2] + 1
Vysledky :
tenzorova metoda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 2.55 2.98
priemerny ¢as vypoctu : 0.592 1.883

Ako mozeme vidiet z nasledujtcej tabulky TAB 3, pocet tloh, ked bola tspesnejsia ten-
zorova metdda, ¢o sa tyka poctu iteracii sa opit zvicsil, v tejto sérii uloh je to 52 oproti
9 tloham, ktoré vyriesila s mensim poctom iteracii modifikovand Newtonova metdda.
Priemerny pocet iteracii tenzorovej metédy klesol eSte hlbsie pod priemerny pocet itera-
cii modifikovanej Newtonovej metddy. Pocet uloh, ktoré vyriesili obe tlohy za rovnaky

pocet iterécii trochu klesol. Co sa tyka ¢asu, stale je tispesnejsia tenzorova metdéda.

Séria ¢.4

n =10, p = 30, seed = 17, presnost :M =103
2] +1

Vysledky :
tenzorova metéda Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 3.38 3.82
priemerny cas vypoctu : 1.699 4.377
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cisla | tensorovd metdda | newtonova metada cislo tenzorovd metada | newtonova metdda
alohy |iterdeii]  Cas terjeii]| cas alohy Jiterdeil]  Cas iterdeil Eas

1. 3 1,703500 ] 123000 5l 3 1,75=200 3 1,22000
2, 7] 0, 52460 ] 1.,22000 53, 2 0,384m0 ] 123000
= 1 0,1a4=0 2 1,28000 3. 3 0,65930 5 1.23000
4. 3 0,71430 3 127000 54, 5 102200 4 2.53000
A, ] 0,71450 3 209000 55, ] 0855950 ] 1.22000
A, 3 0,714350 3 123000 56, 2 0.384/0 3 1,22000
7. 2 0,494 50 3 122000 51 2 0,43960 3 122000
o ] 0, 32460 2 1,28000 58, 5 1,04400 ] 1.,22000
9, 2 0,32480 ] 123000 54, ] 060440 3 123000
10, 7] 0,494 50 ] 1.,22000 &l 3 1,2a200 4 253000
11. 3 0,71430 3 1.23000 al. 4 0953410 4 2.53000
12, 2 0, 32480 3 1.27000 B2, 4 022420 3 123000
T3 ] 0, 32480 ] 123000 53, 4 093410 ] 1.22000
14, 3] 1,28400 4 2,53000 &4, 2 0,453360 ] 1,22000
15, 2 0,524a0 ] 123000 65, ] 0,454 50 ] 127000
1. 4 0,22420 4 2,53000 LT 4 0,.22420 4 2.53000
17. 3 065530 3 122000 a7, 2 0,454 50 3 122000
15, ] 0,43980 ] 1.22000 A 2 (1,434 50 ] 1.,22000
19, 4 0,282420 3 1.23000 LR 2 0.4353960 5 1,22000
20, 2 043340 3 1.27000 0. 3 0e0440 3 123000
21, ] 0,&0440 ] 1.22000 Tl ] 0,714350 ] 1273000
23, 3 0,65950 3 127000 73, 2 038460 2 1,21000
23, 2 049450 ] 1,2a000 T3, ] 0,e55950 ] 1.,22000
24, 2 0,32480 3 1.23000 4. 2 038460 3 1.23000
a5, 2 0, 323480 3 122000 15, 2 043960 3 123000
26, 4 0,22420 ] 1257000 Th. A 071430 ] 123000
27, 2 0,32480 3 1,72000 . 2 0,45960 3 1.21000
28, ] 0, 52480 ] 1.32000 T8. ] 0,a5950 ] 1.22000
29, 2 043960 2 1.28000 7. 2 0.384/0 2 128000
30, 1 0,27470 2 1,2e000 a0, 2 0,38460 ] 123000
3l ] 0,432a0 ] 123000 al. 2 0,384/0 e 123000
32, 2 0,32480 3 1.23000 2d. 2 0.38460 ] 123000
33 1 0,21320 2 1,2e000 23, 2 0,43960 3 1.21000
34, ] 0,65930 ] 1257000 T A [,a559350 ] 1.2=000
35, 2 0,32480 3 123000 25, 3 060440 3 1.23000
36, 4 0,93410 4 252000 BH. ] 0,e0440 4 258000
37, 2 032480 2 1.28000 a7, 2 0.384/0 3 1.23000
32, 2 00,4330 3 1.22000 22, 2 0,454 50 ] 122000
39, A 0,65930 ] 172000 a8g. ] ,a0440 e 1.,22000
40, i, 0,&0440 3 1.23000 Q0. 2 0,38460 ] 1.21000
41, ] 085530 3 123000 1. ) 0,584/0 ] 123000
43, 1 0,27470 2 1,32000 93, 3 060440 3 1,22000
43, 3 065530 3 1.23000 93, 2 0,35460 3 122000
44, 3 0,65930 ] 123000 4. 2 0,384/0 ] 1.,22000
45, 4 0,92300 ] 1,22000 95, 1 0,1a420 2 128000
46, ] 1,81500 ] 1.,22000 TS 2 0,453960 ] 123000
47, 2 0,33480 3 172000 7. 2 0,384/0 4 247000
43, 2 0,32480 3 1,22000 98, 1 021920 2 128000
49, 4 0,27310 ] 123000 . 1 027470 ] 128000
A0, 4 0,27210 4 2,53000 100. 2 0,453960 4 2.53000
FRLOyTn FPorovnanie

pqdl a{p!:fu:tu 52 5 o 100 O

tersci *
* Cisla uddvajl podet prikladoy v korych sa dand metdda ukézala ako lepdia: TAE 3
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Cizlo | tenzorova metoda |newtonovs metdda | Gizlo | tenzorova metdds | newtonovs metdda

| dlobyy | ierdci | Cas iteracii Cag dloby | iterci cas teracii cas
1. 5 1,319 ] 4560 | 51 q 1 648 ] 4 560
7 3 3242 q 4560 | 52 g 1,545 7 4520
3. 3 1,208 g 4620 | 53 3 1,154 ] 4 560
Y 4 1 E4a Fl 4620 | =4 3 1,209 3 5 460
z. 3 1,209 q 4670 | &5. 3 1,264 7 4520
B. 3 1,089 g 4560 | SE. 3 1,264 ] 4 560
7. g 1,503 Fl 4670 | 57, q 3516 ] 4 520
3. 3 1,099 3 3410 o8, 3 1,154 4 4620
g. 4 3736 5 SEOO | 59 3 1,209 ] 4510
10, q 1,548 q 4560 | B0 3 1,209 3 3410
11, 3 1,154 g 4560 | B g 1,553 5 5 BEO
12, q 1 G648 Fl 4670 | B2 q 3 GE ] 4 560
13. T 4535 = 2,770 53, 4 1,454 4 4620
14, 4 1,454 Fl 4510 | 4. 3 1,009 3 3 460
15, Z 0,824 3 3460 | E5. 3 3,297 g 4 560
16, 3 3132 g 4560 | EE. 3 1,264 g 4 560
7. 4 1,454 4 4620 | 67 3 1,208 5 3410
18. 7 1,454 7 3520 | 66 3 1,264 3 3,410
19, g 1 G4a 5 SEOO | B9 3 1,208 3 3410
0. 3 1,154 3 5380 | 70 g 1 648 ] 4 560
21, 5 1,208 4 4 560 1. 3 1,208 4 4620
77 3 1,209 Fl 4560 | 72 2 0,769 3 3 460
73 3 1,209 q 4620 | 73 3 1,089 3 3,410
74 g 1 G4a g 4560 | 74, g 3571 4 4 520
75 3 3132 4 4560 | 75, q 1 G648 4 4 520
26, 4 1,648 4 4 520 TG, 2 0,768 3 3460
27 ] 1538 Fl 4560 | 77, 3 1,209 ] 4 560
28, 3 1,209 q 4620 | 7%, B B319 g 4 560
79 3 1154 g 4620 | 79 3 1,208 3 3 460
30 3 1318 3 5350 | &0 3 1,209 4 4 560
3. 3 1,099 3 3,350 a1. 4 3516 4 4 560
52 4 1,454 Fl 4670 | &2 5 1,209 ] 4 560
33 7 0&7a 3 3460 | &3 3 1,208 4 4 560
34, 4 1,454 4 4 520 4. 3 1,208 o 5,600
55 3 1,208 5 5410 | 5. 7 1,503 ] 4 E70
36, Z 0,769 3 3460 | &6, g 1,545 g 4 560
37 3 1,264 3 3520 | &7, 4 1,503 F 4 E70
5. 3 1,089 3 5460 | oa. 3 3167 4 4 560
39, 4 1,454 4 4 670 g9, 2 0,768 3 3,450
40, 3 07639 3 3380 | o0 g 1538 ] 4 520
41, q 3 5E q 4620 | o1, q 1,538 g 4510
47 3 1,089 3 3480 | 92 3 1,089 ] 4520
43 g 164G ] 4620 | 93 3 1,154 3 3 460
44, 4 1,645 4 4 560 94 3 1,154 4 4 670
45 ] 3571 ] 4560 | 95 3 5132 5 3520
45, 3 1,209 5 710 | &6, g 1,545 7 4510
47, 3 1,099 4 4 520 a7, 4 3571 4 4620
45 4 1 E48 Fl 4560 | o8 5 1,089 ] 4 520
49, 3 3,022 q 4560 | 99 q 1,454 5 5710
0. 3 1,208 g 4620 | 100, 3 1,204 7 4520

Porovnanie podl'a Porovnanie podl'a
pocty iteraci * 4B 2 casL * 93 1

* Cizla uddvaid pocet prikladoy v ktorvch =& dana metdda ukazala ako lepsia. TAE 4
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Z predchéadzajucej tabulky TAB 4 méZeme vidiet, Ze pocet tloh, kde bola modifikované
Newtonova metdda lepsia, ¢o sa tyka poctu iteracii klesol oproti sérii tloh rozmerun = 7.
Ale napriek ocakavaniam klesol aj pocet tloh, pri ktorych bola tuspesnejsia tenzorova
metdda. Zvysil sa pocet tloh, kde mali obidve Glohy rovnaky pocet iteracii. Priemerny

pocet iterédcii stipol pre obidve metédy. ModZeme pozorovat aj vyraznejsi narast Casu

.....

metoda.
Séria ¢.5
Tp — T
n =20, p =10, seed = 1, presnost :M =103
2] + 1
Vysledky :
tenzorova metoda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 1.94 2.78
priemerny ¢as vypoctu : 2.815 11.035

Ako mozeme vidiet z nasledujucej tabulky TAB 5, vyrazne vzrastol pocet tloh, pri ktorych
bola tenzorova metdda tispesnejsia, co sa tyka poctu iteracii, na 73. Modifikovana Newto-
nova metdda bola tspesnejsia len v 1 tlohe zo 100. Obidve metédy boli rovnako tispesné
v 26 Ulohach. Priemerny pocet iteracii tenzorovej metody je uz o vyse 1 iteraciu nizsi
ako priemerny pocet iteracii modifikovanej Newtonovej metddy. Takisto aj znacne narés-
tol rozdiel v ¢asoch vypoctu, v prospech tenzorovej metédy. Teraz sa na tomto rozdiele

podiela aj pokles priemerného poctu iteracii tenzorovej metddy.

Séria ¢.6
n =30, p =10, seed = 1, presnost :M =103
2] + 1
Vysledky :
tenzorova metoda  Newtonova metdda
priemerny pocet iteracii : 1.89 2.78
priemerny cas vypoctu : 8.651 24.174
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2isla ten=orovi metdda | nevtonowa metddal  Sislo tenzorovi metdda | nevdonora metdda
ilobpy 1 oiteracii Eas iterdrii cas iloky | iterdeii Eag iterdrii Eas
1. 2 2,527 3 12 Al 1 1,424 2 726
T 2 2,067 3 11,7 52, 2 2,747 3 11,7
3. 3 4 251 i 12 53 1 1,284 £ 11,2
4. 2 9,835 2 791 54, 2 2,747 3 12
5. 1 1,264 g 7,51 55, Z 2,527 2 781
B, 2 2,802 3 12 56, 2 2,802 3 11,2
7. 2 9835 2 791 57 1 1,519 7 791
2, 1 1,284 3 11,5 58, 1 1,284 3 11,7
9. 2 2,747 3 12 52, 2 2,747 4 1a,1
10, 2 2,527 3 12 &l. 2 2,747 4 152
11. 3 4 288 i 12 al. 2 2,747 £ 11,2
12. 2 2 R02 2 791 2. 2 2747 2 791
12 2 2,747 2 7,21 &3, 2 2,747 4 158
14. 3 01132 3 12 ad 2 9,835 3 12
15, 2 2,747 3 12 B3, 2 2,202 g 11,7
15, 1 1,284 2 7,91 Bf, 2 2747 3 12
17. 2 2,527 3 12 LY S 2 0,1005 2 72l
1%, 1 1,284 2 7,21 (3 2 Q835 2 213
19, 2 2,527 2 1,88 3= 2 2,527 £ 12
0. 2 2747 5 11,7 70 1 1,264 4 158
21. 2 2,529 3 12 71 2 2,747 3 11,2
22 2 2,582 3 12 T2 2 2,747 3 12
23, 3 4,011 3 12 73, 2 2,747 g 12
24 1 1,264 2 781 74 2 2747 2 791
25 2 2,802 3 12 5. 2 2,747 2 79l
26, 3 01124 3 12 78, 2 01005 4 15,5
I ] 0 2648 2 791 77 2 DELS 7 791
22, 2 2,747 3 12 TE. 2 2,202 3 12
29 1 1,284 2 7,91 73, 3 4.011 3 12
30. 2 2,747 3 11,7 20, 2 2,582 3 12
3. 1 1,284 2 7,21 21, 2 2,529 4 158
32 2 2,527 3 12 22 2 2,747 3 12
3. 2 2967 7 791 55 2 2 527 5 11,7
34, 3 4,231 3 12 24, 2 2,747 3 11,7
35 2 2 R02 2 791 B5. 2 2747 5 11,7
36, 1 1,264 3 11,7 3 2 2,527 3 11,5
37 2 2,747 3 12 27 1 1,284 2 191
32, 2 2,527 3 12 22, 2 2,527 3 12
39, 2 2,747 3 12 29, 2 2,747 3 11,2
40, 1 1,284 2 791 a0, 2 2,747 3 12
41, 2 2,527 3 12 1. 2 2,527 3 12
42, 3 4 088 3 12 932, 2 9.541 2 791
43, 2 2,747 3 12 93, 1 1,284 2 79l
44, 3 1,077 3 12 o4, 1 1,284 4 158
45, 1 1,284 2 791 95, 2 2,802 3 12
45, 2 2,747 3 11,2 98, 2 2,582 3 12
47, 2 2,529 2 7,86 o7 2 2,529 3 12
4z, 2 2,582 3 12 9z, 3 4,231 3 12
49, 2 2,527 3 12 99, 2 2,747 3 12
a0, 2 2,747 3 12 100. 2 2.8 3 12
Poravnanie podli'a Porovnanie podi'a
poétu teraci * 73 1 casu * 5 3
* Cisla uddvajl pocet prikladoy v korych sa dand metdda ukazala ako lepéia. TAE S
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gislo tenzorovd metéda | newtonova metdda | S50 | tenmorovd metdda | mewtonova metdda
alohy | iterdei Cas tericii] oz |alohy) iterdnii] Cas iterdeil Eas
1. 1 291209 3 2631868 | 51. 2 587912 3 26,31868
2. 2 527912 3 2571429 | 54, 2 587912 4 3472527
3. 2 587912 3 2631868 | 53 2 6, 318688 il 2637563
4, 2 5,31862 3 2637363 | 4. 2 5,87912 3 26,37363
5. 2 2142857 4 3412088 | 55. 1 291209 2 1738264
8. 2 5, 318688 3 2576925 | 56, 2 B,26574 4 3527473
7. 1 2,91209 o 25789235 | 57, 2 6,055 3 26 31868
g, 2 587912 2 1741758 | 58, 2 é,31 8688 2 1736264
9. 2 21 48352 2 17536264 | 55. 2 582418 3 26,31868
10. 2 527212 3 2631868 | B0, 2 6,283574 4 34 72527
11. 2 587912 & 26.37365 | Bl 2 B,26574 4 3472527
13, 2 6,2635374 2 17 56264 | 62. 2 587912 3 2571429
13 2 5873912 2 1736264 | &3, 2 &, 26374 3 26 31868
14. 3 3295804 3 2631863 | &4. 1 291209 3 2571429
15, 1 2,98703 2 1736264 | &5, 1 2,91209 3 26 37563
15, 2 5,26574 2 1736264 | 66, 2 20,8791 3 2576923
17. 4 2708791 2 1756264 | &7. 2 20,4596 2 1741758
1%, 2 6, 31868 2 1736264 | &3, 2 6,31 868 3 2576923
19, 2 587912 & 2576925 | 8%, 2 587912 ot 25785923
20, 2 6, 31868 3 2557365 | 0. 3 329011 2 17.536264
21. 1 2,36703 4 3417582 | 71, 7 587912 3 2631868
23, 2 B, 75824 3 2631868 | T 2 21 4835 2 1741758
23, 2 527212 o) 2578925 | 5. 3 Z2.2011 2 1756264
24, 2 &, 70355 3 2631868 | 74 1 291209 2 17 58264
25, 1 2,91209 2 1756264 | 75, 1 2.987035 3 2578923
26, 2 587912 3 2570925 | 6. 2 &, 26374 4 3472527
27, 2 527912 2 1736264 | 7. 2 5, 31868 2 17.36264
22, 2 £,31862 3 2578925 | T8, 2 5,87912 4 34,12028
29, 1 298705 2 1736264 | 79, 2 21 4835 3 25785925
30. 3 2379121 3 2637563 | BO. 2 587912 3 26 31868
31, 3 39 34086 2 1736264 | 81, 2 &,31568 4 3478022
53, 1 2,91209 2 1756264 | B2 1 291209 3 2578923
33, 2 6,26574 3 2631868 | B3. 2 B,26574 2 17 5368264
34, 2 6, 31868 3 26,31368 | &4. 2 587912 3 26373683
35, 2 527912 2 1736264 | B5. 2 5, 31868 T 26.37363
36. 2 527912 2 1736264 | B6. 2 6,265 3 2631862
37, 2 6, 318688 3 26.373635 | BT 2 B, 26574 3 26 31868
3. 1 291209 2 17536264 | B8. 3 2.230°77 4 3472527
39, 2 é, 26574 4 534,17582 | 8%, 2 &,75524 3 268, 31868
40. 2 B, 75824 3 2578923 | S0. 2 5, 318688 3 2637363
41. 2 6,75824 2 1736264 | 51 1 291209 2 17.568264
43, 2 6,26574 3 2631868 | 52 2 B,318688 2 17, 568264
43, 2 21, 48352 2 17 536264 | S3. 1 291209 ] 2637363
44, 2 582418 4 S4,72527 | 4. 2 587912 2 1736264
45, 1 291209 4 3472527 | 85, 24 5, 31868 2 17 5368264
45, 1 291202 2 1730765 | 946, 2 6,263574 3 2631862
47, 2 20923201 2 1736264 | 97 2 &,31568 3 2631868
42, 1 2,91209 3 2631868 | SE5. 2 5,87912 2 17.536264
49, 2 6,31862 2 1741758 ] 9%. 2 21,2681 3 2631862
0. ] Fa6378 | 3 |2s7e923 )| 100. | 2 | 675824 | 3 T6.5 7363
Porovnanie podl'a Porovnanie
pocty iteraci * 72 4 podl'a Casu * 30 10
* Cizla uddvajd pocet prikladoy v ktorvch =& dana metdda ukazala ako lepsia. TAE &
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7 predchidzajucej tabulky TAB 6 mozeme vidiet, Ze tspeSnost tenzorovej metédy
v tejto sérii uloh, ¢o sa tyka poctu iteracii trochu poklesla oproti sérii iloh rozmeru n = 20
a zvy$ila sa tspesnost modifikovanej Newtonovej metédy, ¢o sme neocakéavali. Priemerny
pocet iteracii tenzorovej metody klesol, priemerny pocet iteracii modifikovanej Newtono-

vej metédy sa nezmenil. Cas vypoétu vzrastol podla oéakavani u obidvoch metdéd.

V dalsich experimentoch sme sktimali vplyv zmeny Startovacej vzdialenosti na efek-
tivnost oboch metdéd pre tlohu rozmeru n = 10. KedZe meranie ¢asu v systéme nie je
celkom objektivne, nakolko sa nedaju vylucit iné procesy prebiehajice v systéme pocas
rieSenia uloh, povazujeme pocet iteracii za relevantnejsie kritérium ako cas vypoctu.
Nasledujuci graf zobrazuje zavislost tispesnosti jednotlivych metéd v zavislosti od volby
Startovacej vzdialenosti. Kazda z kriviek zobrazuje, v kolkych tlohach zo sto, potrebo-
vala dand metoda mensi pocet iteracii na dosiahnutie optimalneho riesenia s pozadovanou
presnostou (v dalSom kvoli stru¢nosti budeme hovorit, ze metéda A bola tspesnejsia ako

metéda B, ak metéda A skonvergovala za mensi pocet iterécii).

Percentuilne porovnanie lispesSnosti
metdd v zavislosti od vzdialenosti P bodu x4

M
G0 4
| W
tenzorova metdda bola lepfia
40 4
30 4
20 1
10 newtonova metdda bola lepZia
I:I T T T T T T T T T T T T T T T T }

0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 22 24 2 28 30 M F=L—

Z grafu mozeme vidiet, Ze efektivnost tenzorovej metédy oproti modifikovanej New-

tonovej metdde s rastiicou Startovacou vzdialenostou neklesa, naopak vykazuje stabilitu.
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Minimélny pocet tuloh zo sto, ktoré vyriesila tenzorova metdéda za mensi pocet itera-
cii ako modifikovand Newtonova metdda je 43 a maximalny pocet tloh, v ktorych bola

uspesnejsia modifikovand Newtonova metéda je 10.

Napriek tomu, Ze ¢as nepovazujeme za velmi objektivnu charakteristiku, predsa len
sa mu neda odopriet ur¢itd vypovedna vlastnost. Nasledujici graf zobrazuje zévislost

priemerného casu riesenia tlohy od rozmeru tlohy.

Cas vypoétu v zavislosti od rozmeru tlohy
ias
(sekundy}

30

25 1

Mewtonova metdda

20 4
15 1
tenzorovi metida

10 +
5

I:I e ——

Z grafu mozeme vidiet nielen to, Ze priemerny ¢as pre tenzorovi metédu je kratsi,
ale aj to, ze priemerny cas riesenia ulohy modifikovanou Newtonovou metédou rastie
s rastiicim rozmerom ulohy rychlejsie, ako priemerny cas rieSenia tlohy tenzorovou metdé-

dou.

Dalsi graf znazornuje ako sa menila percentudlna tspesnost obidvoch metéd (vzhladom
na pocet iteracii) v zévislosti od zmeny rozmeru tlohy n. Startovacia vzdialenost bola

p = 10 (riesili sme 100 tloh pre kazdy rozmer ).
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Percentualne porovnanie lispesnosti
metdd v zavislosti od rozmeru tlohy n

tenzorova metada

Newtonova metada
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7 grafu mozeme vidief, Ze uz od rozmeru n = 10 je miniméalne percento tloh, ktoré

riesila ispesnejsie modifikovanad Newtonova metéda. Uspesnost tenzorovej metddy je vyse

50%-n4, ostatné tlohy riesili obidve metédy za rovnaky pocet iteracii. Od rozmeru tlohy

n = 22 mame takmer 100%-nt tspesnost tenzorovej met6dy.

4.3.3. Vyhodnotenie na opakovanych sériach uloh

KedZe niektoré charakteristiky, ktoré sme sledovali v séridch po 100 tiloh sa nesprévali

celkom podla nasich oc¢akéavani (ako sme uz popisali vyssie), rozhodli sme sa opakovat ex-

perimenty vo viacerych séridch pre jednotlivé rozmery. V tomto rozhodnuti nas utvrdilo

a] pozorovanie, ze v sérii tloh rozmeru n = 30 poklesol pocet tloh, ktoré riesila tispesnej-

Sie tenzorova metéda (aj ked len o 1, o¢akavali sme vSak narast). Uvedomili sme si totiz,

ze tato charakteristika vypoveda len o jedinej sérii a vysledok teda nemdzeme zovseobec-

nit. Nasledujuce tabulky teda zobrazuji 20 sérii po 100 tloh rozmerov n = 3,5, 7, 10.
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n=3 tenmorova metdda | newtonova metdda Pi%ﬁ?::::ﬁ n=5 | tenmorovi metdda | newtonowva metdda Pi%ﬁ?::::ﬁ
1. 3,26 |0,320220] 305 J0,723630] 35 32 1. 3,07 |0,562780] 315 |1,3756300 37 25
2. 347 |0443950] 303 |0.719230] 29 38 2. 288 |0.5085%90] 299 12987000 32 14
3. 337 |0421920] 304 |0719720] 28 32 3. 2,72 |0445050] 302 |1,314290) S0 12
4. 320 |03873l0] 313 |0.7373910] 35 25 4. 2,82 J0485380] 295 |1,298150) 41 15
5. 3,38 |04e20%0] 304 0718150 25 37 A, 2,69 10,487380] 251 1283190 38 14
8. 3,32 |0 3%&8li0] 299 0708040 S0 35 &, 2,92 |0,812780] 298 |l,2%7250) 34 21
7. 331 |0383520] 300 |o707em0] 25 36 7. 2,93 J0,530220] 311 1,353850] 42 14
S 3,25 |04l4z40] 295 0700000 2& 32 = 2,85 |0,5151%0] 301 1,314280] 41 12
9. 3,28 |0454eE1] 305 0724155 3B 22 9. 2,81 |0,482010] 299 |l,301100) 41 17
10. 3,36 |0445%60] 315 |0,7422680] 54 34 10. 2,85 |0,492880] 505 |1,328370) 3B 12
11. 3,459 |04%2310] 3,05 |0,7142%0] 25 41 11. 3,00 J05e7520] 297 |l,291210) 32 22
12, 3,04 J03=1270] 3,02 0710030 39 25 12, 2,68 |0488450] 294 |l,2202200 44 12
15. 346 042e020] 307 0726370 25 31 15. 2,91 J0,531320] 3035 |1,3142%0) 40 12
14. 365 |0442310] 305 0723020 19 39 14. 298 |0,557140] 303 |l,3l2A40) 34 21
15. 347 |0431320] 304 |0723020] 28 37 15, 2,77 |0,553350] 298 |1,297200) 40 13
1&. 3,61 |0450000] 303 |0,714290] 20 42 1&. 2,88 10,537910] 308 |1,335460) 41 13
17. 336 |0441210] 295 |ogser00] 27 38 17. 2,90 |0.554400] 305 |1,32E570) 45 12
15, 307 |032a260] 298 0707140 33 29 18. 2,95 |0.540110] 302 |l,3le4B0) 34 12
15. 336 |0442310] 312 |0.741210] 33 33 13, 3,00 Jo57=&70] 307 |1,335160) 38 21
20. 3,58 |0452340] 304 |0723020] 24 36 20. 298 |0,535710] 305 |l,3302200 34 22
m‘é 3,3635 | 042721 | 3,037 |0,719339] 28,7 | 33.8 m’& 2,878 |0,52827 | 53,0185 |1,514094] 39,1 | 174
n=T tenzorova metdda | neatonora met dda Pﬂ%ﬁﬁ?:éu:ﬁ n=10 | tenzorord metdda | newtonora metdda Pﬂ%ﬁﬁ?:éu:ﬁ
1. 245 10,641780] 250 )2,032580] 52 & 1. 239 |L0054%9 ] 291 360055 5 2
2. 264 0887910 295 |2,071430] 41 ] 2 242 1092137 287 355385 44 1
3. 262 0707830 294 |2,085710] 45 10 3 232 09255 288 354505 k) 2
4. 258 |0885930] 294 |2.085930] 48 10 4 233 1094121 284 3.51209 5 3
A, 258 |0,824750] 255 |2,078570] 51 11 5. 2.4 057088 | 2,85 355187 47 2
&, 254 |0,834070] 252 |2,032750] 48 7 &, 2.5 10456 2,94 554505 49 5
7. 2704 10,725820] 304 )2,130220] 40 B 7. 249 |1,03201 3 371758 5l 1
= 280 |0,725270] 301 |2,115380] 44 15 2. 2,35 |094286 ] 287 3,55 54 2
9. 2778 |0,712090] 305 |2,144510] 45 42 Q. 2,38 | 098187 295 562527 57 2
10. 255 |0,858590] 295 )2,058040] 48 7 10. 2,37 |0,98132 2.9 558462 55 0
11. 257 |0634620] 2598 |2,020220] 44 5 11. 235 |094835] 287 35511 52 0
12, 262 |0875270] 257 |2,084070] 44 7 12, 232 |0935168 ] 2,93 362527 61 0
15. 250 |0,632970] 299 |2,09s700] 54 5 13. 226 |092582] 281 348132 56 1
14. 253 |0,411540] 299 |2.1014s50] 42 3 14. 239 109319 287 3.55714 51 [
15, 253 |0A43980] 294 2087580 51 7 15. 248 1,0033 2.9 3. 80604 45 2
1&. 251 |0,08720] 294 |2,082970] 54 9 1. 2.5 102143 2,25 365 51 &
17. 270 |0gs42e0] 292 2050000 31 ] 17. 2.5 L,0217& | 2,28 3ER284 50 1
18. 244 J0835180] 291 |2,045350] 54 ] 15. 235 |l00495] 289 3,.57857 53 3
13, 271 10,787580] 304 2132970 4& 11 13, 245 1102527 293 362308 45 4
20. 275 10,742450] 300 )2 105490] 42 13 20. 2.4 0598923 2,87 355604 51 4
m’é 2605 |0,67027 | 296685 |2,084505] 46,35 9.2 m 24005 | 052871 | 2,899 |35e93e2] 521 | 2,35
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Z tychto tabuliek mozeme vidief, Ze pre tlohy rozmeru n = 3 je priemerny pocet
iteracii tenzorovej metédy vyssi, ako priemerny pocet iteracii modifikovanej Newtonovej
metody. Uz od rozmeru n = 5 je vSak vysledok stéale priaznivejsi pre tenzorovi metdédu.
Co sa tyka tspesnosti metéd vzhladom na poéet tiloh zo 100 vyriesenych za mensi pocet
iteracii, pre n = 3 je tenzorovd metdéda menej tspesnd ako modifikovand Newtonova
metoda. Uz pre n = 5 je vsSak uspesnejsSia tenzorova metoda a s rastiicim rozmerom jej
uspesnost rastie. Co sa tyka ¢asu vypoctu, potvrdili sa vysledky z predchadzajicej casti
a teda cas vypoctu tenzorovej metddy je kratsi ako ¢as vypocétu modifikovanej Newtonovej

metody.
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ZAVER

V predlozenej praci sme sa zaoberali tenzorovou metédou na rieSenie tlohy na volny ex-
trém. Cielom prace bolo : 1) Podrobne popisat algoritmus tenzorovej metdédy
na zaklade ¢lankov [1] a [2], 2) Experimentalne porovnat efektivnost tenzorovej metédy

a modifikovanej Newtonovej metddy.

Pri napliiani prvého ciela sme podrobne studovali pracu [1], v ktorej sme objavili
niekolko nepresnosti vo vzorcoch. Tieto chyby sme opravili a prislusny algoritmus po-

drobne vysvetlili.

Pri napliiani druhého ciela sme naprogramovali (v jazyku C++) prislusnt tenzorovi
metddu spolu s modifikovanou Newtonovou metédou. S vytvorenym programom sme po-
tom riesili llohy do 30 premennych s regularnou Hessovou maticou. Rozsiahle numerické
experimenty sme robili na bikvadratickej funkcii, pricom sme pri zadanej pozadovanej
presnosti sledovali pocet iteracii a éas vypoctu. Co sa tyka poétu iteracii, zistili sme,
7e percentuédlna tspesnost tenzorovej metddy oproti modifikovanej Newtonovej metdde
rastie s rastticim rozmerom tlohy. Dalej sme zistili, ze zmena vzdialenosti §tartovacieho
bodu x_; od optiméalneho rieSenia & nemd vplyv na percentudlnu tspesnost tenzorovej
metddy v porovnani s tspeSnostou modifikovanej Newtonovej metédy. Pomerne prek-
vapivo posobia vysledky merani ¢asu vypoctu, ktoré hovoria jednoznacne v prospech
iteracii tenzorovej a modifikovanej Newtonovej metédy (v prospech tenzorovej metddy)

je pochopitelné, ze sa tento priaznivy rozdiel prejavi aj na ¢ase vypoctu.

Pri tllohach mensieho rozmeru n < 7, sa javi ako tspesnejsia (¢o do poctu iteracii) mod-
ifikovana Newtonova metéda. V tomto pripade je tiez vysoké percento tloh, ktoré riesia
obidve metddy za rovnaky pocet iteracii. Tento vysledok pdsobi na prvy pohlad nepri-
aznivo pre tenzorvi metdédu, ale vzhladom na ”geometrickti pribuznost” bikvadratickej

funkcie
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s kvadratickou je odévodnitelny. Pridanie tenzora tretieho a Stvrtého stupna ( hodnosti

2 a 1) mozZe totiz znamenat aj opacny efekt na stupen aproximacie danej funkcie.

Obe metdédy sme este testovali na funkciéch :
- €
fi(z) = ln(;cjemj) —hlz + §xTIx

n n n

fo(z) = (Z xj)ln(zxj) — Z (zjlnz;) — "z + %xTIx.

=1 j=1 j=1

Pre funkciu f; sa ukéazala ako velmi tispesné modifikovana Newtonova metéda. V pri-
padoch, ked boli parametre ¢; volené ako ¢isla 10 az 10® krat mensie ako boli hodnoty #;
rieSeniu 2 za rovnaky pocet iteracii. Percento tloh, pri rieseni ktorych bola tspesnejsia

tenzorova metdéda bolo nulové pri vetkych volbach parametrov c;, ktoré sme vyskusali.

Pre funkciu f5 bolo vysoké percento tloh (okolo 75% a viac), ktoré riesili obidve metédy
za rovnaky pocet iteracii, pricom percento tloh, pri ktorych bola tspesnejsia tenzorova

metdda bolo tiez nulové.

Na zéver mozno konStatovat, Ze v pripade regularnej Hessovej matice je tenzorova
metdda lepSia v porovnani s modifikovanou Newtonovou metédou len pre niektoré funkcie
a vicsie dimenzie. Jej vyznam je zrejme nespochybnitelny v pripade singularnej Hessovej

matice, ked Newtonovu metédu nemozno priamo pouzit.
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TENZOR.CPP

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

typedef float matica[100] [100];

typedef float vektor[100];

typedef struct{float x1[100];float x2[100];float x3[100];} riesenie;
typedef float korene[3];

matica G1,G2,A,H_k,pomM;

vektor x_opt,x_start,y_O,h,g_kl,g k,x_ki1,x_k,s,pomV;
riesenie ries;

float pi,tau,ro=10,nor,noril;

float f_ki1,f_k,x0=0,x2=0,x3=0;

int i,j,k,n=10,info,pocitadlol,pocitadlo2,lepsiT,rovnako,index;

void vloz_maticu(matica A,matica B) //uloli maticu A do matice B
{
int i,j;
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++) BLi] [jI=A[1][j];
}

void vloz_vektor(vektor a,vektor b) //uloli vektor ado vektora b
{

int i;

for(i=0;i<n;i++) bl[il=alil;

}

float abshod(float x) // vracia absolutnu hodnotu cisla x

{
if (x>=0) return(x);
else return(-1*x);

}

float norma(vektor a) // vracia normu vektora a

{



int 1i;
float suma=0;
for(i=0;i<n;i++) suma=suma+al[i]*ali];
suma=sqrt (suma) ;
return suma;

}

float MTM(matica A, matica B) // vracia sucin 2 matic AB
{
int k,1i,j;
float suma;
for (k=0;k<n;k++)
for(j=0;j<n;j++)

{

suma=0;
for(i=0;i<n;i++)
suma=suma+A[i] [k]*B[i] [j];
pomM[k] [j]l=suma;
}
return(pomM[n] [n]);
}

float Mv(matica A,vektor a) // vracia sucin matice a vektora Aa
{
int i,3;
float suma;
for(i=0;i<n;i++)
{
suma=0;
for(j=0;j<n;j++) suma=suma+A[i] [jI1*al[j];
pomV[i]=suma;
}
return(pomV[n]) ;

}

float vTv(vektor a,vektor b) // vracia skalarny suciin 2 vektorov
{

int i;

float suma=0;

for(i=0;i<n;i++) suma=suma+al[i]*b[i];

return(suma) ;

}

float vvT(vektor a,vektor b) // nasobi 2 vektory ab
{

int 1,m;



for (m=0;m<n;m++)
for(1=0;1<n;1++)

pomM [m] [1]=a[m]*b[1];
return(pomM[n] [n]);
}

float alphav(float alpha,vektor a) // nasobi vektor kontantou
{

int i;

for(i=0;i<n;i++) pomV[i]l=alphax*ali];

return(pomV[n]) ;

}

float cholesky(matica A) //pocita Choleskeho rozklad matice A
{

float suma;

int s,1i,j,k;

for (k=0;k<n;k++)

{
suma=0;
for(s=0;s<=k-1;s++) suma=suma+pomM [k] [s]*pomM[k] [s];
if ((A[k] [k]-suma)<0) {printf("chyba: CHOLESKY");return(A[n][n]);}
pomM [k] [k]=sqrt (A[k] [k]-suma) ;
for(i=k+1;i<n;i++)
{
suma=0;
for(s=0;s<=k-1;s++) suma=suma+pomM[i] [s]*pomM[k] [s];
pomM[i] [k]1=(A[i] [k]-suma)/pomM[k] [k];
}
}
return(pomM[n] [n]);
}

float sustaval(matica A,vektor b) // riei sustavu linearnych rovnic
{
float pom;
int i,3;
vektor z;
for(i=0;i<n;i++)
{
pom=0;
for(j=0;j<i;j++)
pom=pom+A[i] [j1*z[j];
z[i]=(1/A[1]1 [i]1) *(b[i]-pom) ;
}

for(i=n-1;i>=0;i--)



{
pom=0;
for(j=i+1;j<n;j++)
pom=pom+A [j] [i]*pomV[j];
pomV[il=(1/A[i] [i])*(z[i]-pom) ;
}
return(pomV[n]) ;

}

riesenie sustava3(matica A,vektor a,vektor b,vektor c) //naraz riei tri sustavy lin
{
int i,j;
float poml,pom2,pom3;
vektor z1,z2,z3;
for(i=0;i<n;i++) {z1[i]=0;z2[i]=0;z3[i]=0;}
for(i=0;i<n;i++)
{
poml1=0;pom2=0;pom3=0;
for(j=0;j<i;j++)
{
pomi=pomi+A[i] [jI1*z1[j];
pom2=pom2+A[i] [jI1*z2[j];
pom3=pom3+A[i] [jI1*z3[j];

z1[i]=(1/A[i] [i])*(a[i]l-pom1);
z2[i]=(1/A[i] [i])*(b[i]-pom2) ;
z3[1]=(1/A[1i] [i])*(c[i]-pom3) ;
}
for(i=n-1;i>=0;i--)
{
poml1=0;pom2=0;pom3=0;
for(j=i+1;j<n;j++)
{
poml=pomi+A[j] [i]*ries.x1[j];
pom2=pom2+A[j] [i]*ries.x2[j];
pom3=pom3+A[j] [i]*ries.x3[j];
}
ries.x1[i]=(1/A[i] [i])*(z1[i]-poml);
ries.x2[1]=(1/A[1] [1i])*(z2[i]-pom2) ;
ries.x3[1]=(1/A[i] [i])*(2z3[i]-pom3);
}
return(ries);

}

int kubika(float a0,float al,float a2,float a3) //riei kubicku rovnicu
{



float epsilon=1,D;
float f,g,x1,poml,pom2,xmin,xmax,fmax,fmin;
poml=pow(a2,2);
pom2=3*al*a3;
if (pom1<=pom2)
{
x0=0;
f=a0+al*x0+a2*pow(x0,2)+a3*pow(x0,3) ;
while(epsilon>0.00001)
{
g=3*a3*pow (x0,2)+2*a2*x0+al;
x1=x0-f/g;
f=al+al*x1+a2*pow(x1l,2)+a3*pow(x1,3);
epsilon=abshod(x1-x0) ;
epsilon=epsilon/(1+abshod(x0));
x0=x1;
}
return(l);
}

else

xmin=(-a2+sqrt (pow(a2,2)-3*al*a3))/(3*a3);
xmax=(-a2-sqrt (pow(a2,2)-3*al*a3))/(3*a3) ;
fmin=alO+al*xmin+a2+*pow (xmin,2)+a3*pow(xmin, 3) ;
fmax=aO+al*xmax+a2+*pow(xmax,2)+a3*pow (xmax,3) ;
if ((fmin>0) | | (fmax<0))
{
x0=0; f=a0+al*x0+a2*pow(x0,2)+a3*pow(x0,3);
while(epsilon>0.00001)
{
g=3*a3*pow(x0,2)+2*a2*x0+al;
x1=x0-1f/g;
f=a0+al*x1+a2*pow(xl,2)+a3*pow(x1,3);
epsilon=abshod (x1-x0);
epsilon=epsilon/(1+abshod(x0));
x0=x1;
}
return(l);
}
if ((fmin<0) && (fmax>0))
{
x0=-a2/(3*a3);
f=a0+al*x0+a2*pow (x0,2)+a3*pow(x0,3);
while(epsilon>0.00001)
{
g=3*a3*pow(x0,2)+2*a2*x0+al;



x1=x0-f/g;
f=al+al*x1+a2*pow(x1l,2)+a3*pow(x1,3);
epsilon=abshod(x1-x0) ;
epsilon=epsilon/(1+abshod(x0));
x0=x1;

poml=a2+a3*x0;
poml=pow(poml,?2);
pom2=al+a2*x0+a3*pow(x0,2) ;
D=poml-4*a3*pom2;

if (D<0) return(l);

if (D==0)

{

x2=(-1)*a2-a3*x0;

return(2);

}
x2=(-1)*a2-a3*x0+sqrt (D) ;
x2=x2/ (2*a3) ;
x3=(-1)*a2-a3*x0-sqrt (D) ;
x3=x3/(2*a3) ;

return(3);
}
}
}

float f_x(vektor x) //pocita funkcnu hodnotu
{
int i;
float poml,FI,pom3,pom4;
vektor pom2;
for(i=0;i<n;i++) pom2[i]=x[i];
poml=1/(2*sqrt(pi));
alphav(poml,pom?2) ;
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
Mv (G1,pom2) ;
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
FI=vTv(x,pom2);
FI=pow(FI,2);

Mv(G2,x) ;

vloz_vektor (pomV,pom2) ;
pom3=vTv(pom2,x) ;
pom3=0.5*pom3;
pomé=vTv(h,x);
poml=FI+pom3+pom4;
return(poml) ;

}



float gradient_f(vektor x,int info) //pocita gradient
{
int i;
float poml;
vektor pom2,pom3;
Mv(G1,x);
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
Mv(G2,x);
vloz_vektor (pomV,pom3) ;
poml=(1/pi)*vTv(x,pom2) ;
if (info==1)
{
for(i=0;i<n;i++)
pomV [i]l=poml*pom2[i]+pom3[i]+h[i];
return(pomV[n]) ;
}
if (info==0)
{
for(i=0;i<n;i++)
pomV [i]=-poml*pom2[i]-pom3[i];
return(pomV[n]) ;
}
}

float Hess(vektor x) //pocita Hessovu maticu
{
int i,j;
float pomil;
matica pom;
vektor pom2;
Mv(G1,x);
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
vvT (pom2,pom?2) ;
vloz_maticu(pomM,pom) ;
poml=vTv(x,pom2) ;
poml=poml/pi;
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
pomM[i] [j1=(2/pi)*pom[i] [j]+pom1*G1[i] [j1+G2[i] []];
return(pomM[n] [n]);
}

float newton_step(matica A,vektor grad) //pocita Newtonovsky smer

{

vektor pom;



alphav(-1,grad);
vloz_vektor (pomV,pom) ;
sustaval(A,pom) ;
return(pomV[n]);

}

float zlaty_rez(vektor x,vektor d) //metoda zlateho rezu
{
float fi_1,fi_2,a,b,cl,c2,pom,t,z1,2z2,nor;
vektor poml;
t=(sqrt(5)+1)/2;
z1=2-t;
z2=t-1;
b=1;
for(i=0;i<n;i++) poml[i]=x[i]+bx*d[i];
gradient_f (poml,1);
pom=vTv(pomV,d) ;
while (pom<0)
{
b=2%Db;
for(i=0;i<n;i++) poml[i]=x[i]+bx*d[i];
gradient_f (poml,1);
pom=vTv(pomV,d) ;
}
a=0;
cl=a+z1*(b-a);
c2=a+z2*(b-a);
for(i=0;i<n;i++) poml[i]l=x[i]+c1*d[i];
fi_1=f_x(poml);
for(i=0;i<n;i++) poml[i]l=x[i]+c2*d[i];
fi_2=f_x(poml);
nor=b-a;
nor=abshod (nor) ;
while (nor>0.0001)
{
if(fi_1<fi_2)
{
b=c2;
c2=cl;
fi_2=fi_1;
nor=b-a;
nor=abshod (nor) ;
if (nor<0.0001) break;
else
{

cl=a+z1*(b-a);



for(i=0;i<n;i++) poml[il=x[i]+c1*d[i];
fi_1=f_x(poml);
}
}
else
{
a=cl;
cl=c2;
fi_1=fi_2;
nor=b-a;
nor=abshod (nor) ;
if (nor<0.0001) break;
else
{
c2=a+z2*(b-a) ;
for(i=0;i<n;i++) poml[il=x[i]+c2*d[i];
fi_2=f_x(poml);
}
}
nor=b-a;
nor=abshod (nor) ;
}
return(cl);

}

void GENERUJ(int rozsah) // generuje ulohu
{
float max,poml;
int nl,n2;
vektor pom2;
for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
{
nl=random(rozsah);
n2=n1%2;
nl=2*n2-1;
Ali] [jl=n1* random(rozsah);
}
MTM(A,A);
vloz_maticu(pomM,A) ;
for(i=0;i<n;i++)
{
G1[i] [i]=A[i] [i]+1;
for(j=0;j<n;j++)
if(it=j) G1[i] [j1=A[i][;];
}



for(i=0;i<n;i++)
for(j=0;j<n;j++)
{
nl=random(rozsah) ;
n2=n1%2;
nl=2*n2-1;
A[i] [jl=n1* random(rozsah);
nl=random(rozsah) ;
n2=n1%2;
nl=2*n2-1;
x_opt[i]=nl*random(rozsah) ;
nl=random(rozsah);
n2=n1%2;
nl=2*n2-1;
y_0[il=nlx*random(rozsah) ;
}
MTM(A,A);
vloz_maticu(pomM,A) ;
for(i=0;i<n;i++)
{
G2[i] [1]=A[i] [i]+1;
for(j=0;j<n;j++)
if (j'=1)G2[1] [j1=A[i1[j];
}
pi=0;
max=0;
for(i=0;i<n;i++) for(j=0;j<n;j++)
if (abshod(G1[i] [j])>max) max=abshod(G1[i][j1);

for(i=0;i<n;i++) {

for(j=0;j<n;j++)
{

pom1=G1[i] [j]/max;

pi=pi+pow(poml,2);
}
}
pi=pi*pow(max,2);
gradient_f (x_opt,0);
vloz_vektor (pomV,h) ;
for(i=0;i<n;i++) pom2[i]l=y_0[i]l-x_opt[i];
tau=ro/sqrt (vIv(pom2,pom2)) ;
for(i=0;i<n;i++) x_k1[i]l=x_opt[i]+tauxpom2[i];
vloz_vektor(x_k1l,x_start);
f_ki=f_x(x_k1);
gradient_f(x_k1,1);
vloz_vektor(pomV,g_k1);
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Hess(x_k1);
vloz_maticu(pomM,H_k);

cholesky(H_k);
vloz_maticu(pomM,A) ;

newton_step(A,g_k1);
for(i=0;i<n;i++) x_k[i]=x_k1[i]+pomV[i];
f_k=f_x(x_k);
gradient_f(x_k,1);
vloz_vektor(pomV,g_k);
Hess(x_k);

vloz_maticu(pomM,H_k);
}

void iteracia() //jedna iteracia tenzorovej metody
{
float pomO,poml,pom3;
float mi,eta,gama,beta,alpha,delta,sigma,ni,f_p,f_t,f_n;
vektor a,b,pom2,x_kt,x_kn,x_p;
int infoR;
korene psi,omega;
float d[3][100];
riesenie y;
cholesky(H_k);
vloz_maticu(pomM,A) ;
for(i=0;i<n;i++) s[il=x_k1[i]l-x_kl[i];
pomO=vTv(g_k,s);
Mv(H_k,s);
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
poml=vTv(s,pom2) ;
pom3=vTv(g_kl,s);
mi=pom3-pomO-pom1i;
ni=f_kl-f_k-pom0-0.5%pom1l;
beta=24*mi-72*ni;
pomO=vTv(s,s);
gama=beta/pow (pom0,4) ;
pom3=pow (pom0,3)/6;
poml=pom3*gama;
for(i=0;i<n;i++) alil=(g_k1[i]l-g_k([i]-pom2[i]-pomlx*s[i])*2;
poml=1/pow (pom0,2);
pom3=2*vTv(s,a)/ (3*pow(pom0,3));
for(i=0;i<n;i++) bli]l=poml*a[i]-pom3*s[i];
y=sustava3(4,s,b,g_k);
alpha=vTv(y.x1,g_k);
delta=vTv(y.x1,b);
sigma=vTv(y.x1,s);
eta=vTv(y.x2,g_k);
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beta=vTv(y.x2,b);
infoR=0;
if (sigma==0)

{

pomO=1-2*alphaxdelta;

if (pom0<0)
{
printf ("\nNo minimizer -> psi: 1-2*alphaxdelta<0"); infoR=0;
}
if (pom0>=0)

{
if (pom0==0)
{
psil0]=-1/delta;
infoR=1;
}
else
{

psil0]=(-1+sqrt(pom0))/delta;
psil1]=(-1-sqrt(pom0))/delta;
if (psi[0]!=0) infoR=1;
if (psi[1]!=0)

{
infoR=2;
if (psi[0]==0)

{
psi[0]=psil1];
infoR=1;
psil[1]=0;
}

}
}
if (infoR==2)
{

pomO=1+delta*psi[0];
poml=1+delta*psi[1];
if ((pom0==0)&& (pom1==0))
{
printf ("\nNo minimizer -> omega: 1+deltaxpsi=0");
infoR=0;
}
if (pom0!=0)
omega[0]=(1/pom0) * (-eta-0.5*beta*pow (psi[0],2)+(gama/6) *deltaxpow(psi[0],3));
else
{
omega[0]=(1/poml) *(-eta-0.5*beta*pow(psi[1],2)+(gama/6)*deltaxpow(psil[1],3));
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infoR=1;
}
if (pom1!=0)
omegal[1]=(1/poml)*(-eta-0.5*beta*pow(psi[1],2)+(gama/6)*deltaxpow(psil[1],3));
else infoR=1;

}
if (infoR==1)
{

pomO=1+delta*psi[0];

if (pom0==0)
{
printf ("\nNo minimizer -> omega: 1+delta*psi=0");
infoR=0;
}

if (pom0!=0)

omega[0]=(1/pom0) * (-eta-0.5*beta*pow (psi[0],2)+(gama/6) *deltaxpow(psi[0],3));
}

b
if (sigma!=0)

{
info=kubika(-1*alpha,gama*sigma-2*alphaxdelta-1,-1.5*delta,0.5*sigma*beta-gama/6-0.5%del
psil0]=x0;

psil1]=x2;

psil2]=x3;

i=0;

if (info==1)

omega[0]=alpha+psi[0]+0.5*%delta*pow(psi[0],2);
poml=gama*sigma*pow(psi[0],3);
poml=poml/6;
omega [0]=poml+omega[0] ;
poml=sigma*psil[0];
omega [0]=omega [0] /poml;
omega [0]=omega [0]*(-1) ;
infoR=1;
}
if (info==3)
{

for(i=0;i<3;i++)

omega[i]=alpha+psi[i]+0.5*delta*pow(psi[i],2);

poml=gama*sigma*pow(psi[i],3)/6;
omega[il=omega[i]+poml;

poml=sigma*psil[i];

13



omega[il=omega[i]/pom1;
omegal[il=omega[i]*(-1);
}
infoR=3;
}
}
if (infoR!=0)

for(j=0;j<infoR;j++)
{
for(i=0;i<n;i++) pom2[i]l=-g_k[i]-omegal[jl*psi[jl*s[i]-0.5*pow(psi[j],2)*b[i]-(gama/6)*po
sustaval(A,pom2) ;
for(i=0;i<n;i++) d[j][i]l=pomV[i];
}
}
vloz_vektor(x_k,x_k1);
if (infoR==0)
{
printf ("\nnebol najdeny minimalizator tenzoroveho modelu, bude pouzity newtonovsky krok.
f_k1=f_k;
newton_step(A,g_k);
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
poml=zlaty_rez(x_k,pom2);
for(i=0;i<n;i++) x_k[i]=x_k1[i]+poml*pom2[i] ;

f_k=f_x(x_k);
}
if (infoR!=0)
{

pom0=1000000;
for(i=0;i<infoR;i++)
{
for(j=0;j<n;j++) pom2[jl=d[i] [j];
poml=norma(pom2) ;
if (pom1<pom0) {index=i;pomO=poml;}
}
for(i=0;i<n;i++) pom2[i]=d[index] [i];
pomO=vTv(g_k,pom2) ;
for(i=0;i<n;i++) x_p[i]=x_k[i]+d[index] [i];

f_ki=f_k;

f_p=f_x(x_p);

if (f _p<f_k+0.0001*pom0) {vloz_vektor(x_p,x_k);f_k=f_p;}
else

{

poml=zlaty_rez(x_k,pom2) ;
for(i=0;i<n;i++) d[index] [i]=pomlx*d[index] [i];
for(i=0;i<n;i++) pom2[i]l=d[index] [i];
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for(i=0;i<n;i++) x_kt[i]l=x_k1[i]+d[index] [i];
newton_step(A,g_k);
vloz_vektor (pomV,pom2) ;
poml=zlaty_rez(x_k,pom2);
for(i=0;i<n;i++) x_kn[i]l=x_k1[i]+poml*pom2[i];
f_n=f_x(x_kn);
f_t=f_x(x_kt);
if (f_n<f_t) {vloz_vektor(x_kn,x_k);f_k=f_n;}
else {vloz_vektor(x_kt,x_k);f_k=f_t;}
}
}
vloz_vektor(g_k,g_k1);
gradient_f(x_k,1);
vloz_vektor (pomV,g_k);
Hess(x_k);
vloz_maticu(pomM,H_k);
pocitadlol++;

}

void main()
{
float krok,poml,/*pom?2,*/presnost=0.001;
vektor rozdiel,sN;
clock_t startl,start2, endl,end2;
int STOP;
clrscr();
srand(123);
lepsiT=0;
rovnako=0;
STOP=0;
for (k=0;k<100; k++)
{
pocitadlol=0;
GENERUJ (10) ;
nor=norma(g_k) ;
for(i=0;i<n;i++) rozdiel[i]=x_k[i]-x_opt[i];
norl=norma(rozdiel);
poml=norma(x_opt);
poml=poml+1;
norl=noril/poml;
starti=clock();
while(norl>presnost)
{
iteracia();
nor=norma(g_k);
for(i=0;i<n;i++) rozdiel[i]=x_k[i]-x_opt[i];
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norl=norma(rozdiel);

poml=norma(x_opt);
poml=poml+1;
norl=noril/poml;

if (pocitadlo1>249)
{
STOP=1;
break;
}
}

endl = clock();
if (k<9) printf("%d. %d ",k+1,pocitadlol);
if ((k>8)&&(k<99)) printf("%d. %d ",k+1,pocitadlol);
if(k>98) printf("%d. %d ",k+1,pocitadlol);
if (pocitadlol1<10) printf(" ");
if ((pocitadlo1>9)&&(pocitadlo1<100)) printf (" ");
if (STOP==1) printf(" stopped ");
else printf(" %.3E s", (endl-startl)/CLK_TCK);
pocitadlo2=0; //tu zacina modifikovana Newtonova metoda
STOP=0;
vloz_vektor (x_start,x_k);
gradient_f(x_k,1);
vloz_vektor(pomV,g_k);
nor=norma(g_k) ;
for(i=0;i<n;i++) rozdiel[i]=x_k[i]-x_opt[i];
norl=norma(rozdiel);
poml=norma(x_opt);
poml=poml+1;
norl=norl/pomi;
start2=clock();
while(norl>presnost)
{
pocitadlo2++;
Hess(x_k);
vloz_maticu(pomM,H_k);
cholesky(H_k);
vloz_maticu(pomM,A) ;
newton_step(A,g_k);
vloz_vektor (pomV,sN);
krok=zlaty_rez(x_k,sN);
for(i=0;i<n;i++)
{
x_k[il=x_k[i]+krok*sN[i];
rozdiel[il=x_k[i]-x_opt[i];
}
gradient_f(x_k,1);
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vloz_vektor(pomV,g_k);

nor=norma(g_k) ;

norl=norma(rozdiel);

poml=norma(x_opt) ;
poml=poml+1;
norl=norl/pomi;
if (pocitadlo2>249)

{

STOP=1;
break;
}

}
end2=clock();
printf (" %d ",pocitadlo?2);
if (pocitadlo2<10) printf(" ");
if ((pocitadlo2>9)&& (pocitadlo2<100)) printf (" ");
if (STOP==1) printf(" stopped ");
else printf(" %.2E s\n", (end2-start2)/CLK_TCK) ;
if (pocitadlol<pocitadlo2) lepsiT++;
if (pocitadlol==pocitadlo2) rovnako++;
}
printf ("\nTenzorova metoda mala mensi pocet iteracii v %d pripadoch",lepsiT);
printf ("\nRovnaky pocet iteracii mali obe metody v %d pripadoch",rovnako);
getch();
}

17



