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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivacia

Myslienka optimalizacie je bezpochyby jednou z najdolezitejsich v ekondmii.
Firmy maximalizuju zisk alebo predajnost’ svojho produktu, pripadne minimal-
izuju naklady. Spotrebitelia sa snazia rozumne hospodérit’ so svojim zarobkom
a tiez vlada moze prisposobovat’ svoju politiku tak, aby maximalizovala svoje Sance
na znovuzvolenie. V&csSina tychto a podobnych problémov v sebe zahfna nejaké
ohranic¢enia, napriklad suroviny pouzivané firmou pri vyrobe si obmedzené atd’.
Ulohy na viazany extrém (maximalizdcia i minimalizacia) zohrdvajui podstatni rolu
v analyze ekonomickych modelov. Takato analyza moze byt’ pre ekondéma uzitoénd
nielen pri uréovani nejakého rozhodovacieho planu (normativny vijznam), ale aj pre
pochopenie spravania sa ur¢itého ekonomického subjektu (¢ize méa pozitivny vyz-
nam).

Uvazujme, ze mame za ulohu minimalizovat’ alebo maximalizovat’ hodnotu funkcie
n premennych fo(zq, 22, ... x,) —nazyvanej i€elova funkcia — so zretel'om na splne-
nie m ohraniceni

fi(ml,l'Q,...l'n)SO, (7,: 1,2,...,m).

Takejto tlohe hovorime tilloha matematického programovania. Mnozina K =
{x|xeR" fi(xy,29,...2,) <0 (i = 1,2,...,m)} sa nazyva mnozina pri-
pustnych rieSeni. Pojem "programovanie” sa pouziva z toho dovodu, ze vlastne
hl'addme program alebo pléan (vektor x), ako optimalizovat’ dani tcelovi funkciu.
Jeden zo zakladnych ekonomickych problémov, problém optimélneho rozdelenia
vzacnych zdrojov, sa tiez d& zapisat’ ako iloha matematického programovania.
Konkrétne rozdelenie vzacnych zdrojov je reprezentované konkrétnym vyberom x,
mnozina pripustnych rieseni, ktora odraza obmedzenie vektora x, zodpoveda vzac-
nosti zdrojov a rozne vysledky pri roznych rozdeleniach zdrojov reprezentuju ucelovi
funkciu, ktorej hodnota sa meni s meniacim sa X. Ulohou je vlastne zo vsetkych
pripustnych vybrat’ také rozdelenie vzacnych zdrojov, aby sa minimalizovala alebo
maximalizovala hodnota ucelovej funkcie.

V tejto praci najskor na niekol'kych praktickych prikladoch ukazeme, ze velké
mnozstvo tloh vedie prave k problematike matematického programovania. V druhe;j



casti sformulujeme na zédklade Lagrangeovej teérie nutné podmienky optimality pre
ulohu s ohraniceniami v tvare rovnosti, aby sme nasledne odvodili Kuhn-Tuckerove
nutné podmienky optimality pre vSeobecni ilohu matematického programovania.
Nezabudneme na ekonomicki interpretaciu a spomenieme tiez niektoré Specialne
typy uloh matematického programovania ako aj predpoklady, za ktorych mozno
K-T podmienky povazovat’ za postacujice. Siroké praktické uplatnenie Kuhn-
Tuckerovych podmienok ukazeme v d’alsej casti a ilustrujeme na roznych mode-
loch ekonomickej praxe. Posledna cast’ patri podrobnej analyze monopolnej firmy,
ktora je konfrontovana s regulacnym opatrenim zo strany vlady. Vysledky ziskané
analyzou vychddzjicou z Kuhn-Tuckerovej tedrie interpretujeme graficky.

1.2 Priklady modelov matematického programova-
nia v ekonomii

Vel'ké mnozstvo tloh z ekonomickej praxe bolo sformulovanych ako iloha mate-
matického programovania. Na ilustraciu uvadzame niekol'ko prikladov.

1.2.1 Problém spravnej vyzivy

Tento probém bol jednym z prvych ekonomickych problémov vyriesenych pomo-
cou aplikacie matematického programovania. V roku 1947 ho ako tilohu linearneho
programovania (vSetky zucastnené funkcie su linedrne) vyriesili G. B. Danzig a
J. Laderman.

Majme n typov potravin oznacenych indexom j = 1,2,...n a m vyzivnych
latok ¢ = 1,2,...m. Mnozstvo i-tej ziviny pritomné v j-tej potravine je dané
(i, 7)-tym prvkom matice A. Pre zdravi vyzivu je potrebné denne skonzumovat’
aspon b; jednotiek i-tej vyzivnej latky, ¢ = 1,2,...m. Cena j-tej potraviny c;,
7 = 1,2,...n, je dand a nezavisi od mnozstva, ktoré kipime. Ulohou je urcit’
mnozstva jednotlivych potravin, ktoré ma spotrebitel’ kiipit’, aby poskytol sebe alebo
svojej rodine zdravu vyzivu pri ¢o najmensich nakladoch.

Ak oznacime x; mnozstvo j-tej potraviny v stravovacom plane, poziadavky na
spravnu vyzivu mozeme zapisat’ ako

n

Y ayr;=b,  i= 12...m. (1.1)

j=1

K tejto podmienke pridavame este jednu, ktora hovori, ze mnozstvo kazdej potraviny
musi byt’ nezaporné:

220,  j=1,2...n (1.2)

Systém nerovnosti (1.1) a (1.2) opisuje mnozinu pripustnych rieseni. Ulohou je

minimalizovat’ celkové naklady na zdravi vyzivu, teda funkciu 2 = 37 | ¢;z; pri



ohranic¢eniach (1.1) a (1.2). Tuto dlohu matematického programovania mozeme
sformulovat’ v maticovom zépise:

min{z =c'x | Ax > b, x>0}, (1.3)

kde c,x € R", b € R™ a A je matica typu m X n.

Existuje niekol'ko modifikacii a rozsireni tohto zdkladného modelu. Rodinny
model planovania zdravej vyzivy, zahfnajici mozné zmeny v stravovacich navykoch,
v cenach potravin a v poziadavkach na zdravd vyzivu, predostrel Balintfy: Mi-
nisterstvo pol'nohospodéarstva v USA vyvinulo systém na presné urCenie mnoz-
stva jednotlivych druhov potravin (mlie¢ne vyrobky, ovocie, zelenina, méso...), aby
"umoznili rodindm naplanovat’ si za svoje peniaze také zloZenie potravin, ktoré bude
vyhovujice a zdravé zdroven” (Balintfy, 1976). Cielom bolo upravit’ stravovaci
plan tak, aby sa ¢o najviac podobal vzoru prijatému v r.1965-66 a zaroven bol ob-
sahom vyzivnych latok prijateny. Ozna¢me g¢; mnozstvo minulej spotreby j-tej
potraviny a xz; zodpovedajice mnozstvo v novom stravovacom plane. Problém bol
sformulovany ako minimalizacia vazenych kvadratickych odchylok mnozstviev jed-
notlivych potravin v stravovacom plane od ich mnozstiev v r.1965 s ohl'adom na
nové poziadavky na zdravi vyzivu:

mxin{ij(qj—xj)2| Ax > b, Rde} (1.4),
=1

kde w; su vahy priradené odchylkam pre jednotlivé druhy potravin, matica A urcuje
ceny potravin a tiez ich zlozZenie a matica R reprezentuje mnozinu hornych a dolnych
medzi a zaroven urcuje jednotlivé obmedzenia uvalené na zlozky hl'adaného vektora
x, aby sa zabezpecilo kladné a prijatelné mnozstvo kazdej potraviny. Podl'a Ba-
lintfya stravovaci plan dosiahnuty pomocou matematického programovania usetril
niektorym nemocniciam v USA od 10,15% az do 15,30% nékladov oproti beznym
planom.

1.2.2 Neoklasicka teéria domacnosti a firmy

Domaécnost’ a firma su dva najdolezitejsie typy ekonomickych agentov. Domaéc-
nosti spotrebivaji vyrobky a pontkaji svoju pracovnu silu firmam, ktoré zasa tieto
vyrobky produkuju.

Domacnosti

Predpokladajme, Ze na trhu je dovedna n tovarov a sluzieb, nech x = (z1, xs, ... z,)’

je stipcovy vektor tychto tovarov a sluzieb zakupenych domacnost’ou. Domécnost’
moéze urcity druh tovaru uprednostinovat’ pred inymi, tieto preferencie opisuje tzv.
funkcia uzitoénosti U(x), ktord ddva uzitocnost’ ako funkciu trovne spotreby jed-
notlivych tovarov. Fukcia musi spiﬁat’ obvyklé neoklasické vlastnosti:

1. gTUj >0 Vj= 1,2,...n — hrani¢ny uzitok z j-teho tovaru (izitok dosiahnuty
spotrebou posledného malého prirastku j-teho tovaru) musi byt kladny

4



2 . N ev v > . , ’ /.
2. ‘37(2] <0 Vj= 1,2,...n — ¢m vicsie mnozstvo nejakého tovaru mame, tym
i

mensi uzitok plynie s jeho d’alsieho prirastku

Nech p = (p1, p2, - - - pn) je riadkovy vektor cien jednotlivych tovarov (ceny si dané
a kladné) a nech M je (tiez kladny) disponibilny prijem domécnosti. Predpokla-
da sa, ze doméacnost’ maximalizuje svoj uzitok pri rozpoctovom obmedzeni. Teda
domanost’ sa snazi vybrat’ také nezdporné mnozstva jednotlivych tovarov a sluzieb,
aby maximalizovala hodnotu svojej uzitkovej fukcie. Obmedzenim je, aby celkové
vydavky nepresiahli disponibilny prijem. Tu je problém domaécnosti ako tloha ma-
tematického programovania:

maX{U(x) | pq:zn:pjijM, XZO}. (1.5)

=1

Firmy

Firma ako ekonomicky agent sa snazi maximalizovat’ svoj zisk pri technologickych
obmedzeniach, ktoré si dané tzv. produkénou funkciou. Predpokladajme, ze
firma vyuziva n vstupov (praca, uhlie, ...atd’.) pri vyrobe jediného produktu. Nech
X je stfpcovy vektor vstupov pouzitych firmou,

/
x = (x1,T9,...2,)
a nech ¢ je troven produkcie

q=f(x)= f(x1,29,...2,). (1.6)

Vzt'ah (1.6) je vzt'ahom pre produkénu funkciu, ktord zavisi len od vstupov z;
az x, a okrem existencie maxima pre I'ubovolny vektor vstupov o nej ni¢ viac
nepredpokladame. Nech r je vektor cien jednotlivych vstupov,

r=(ry,re,...T)

a p jednotkova cena produktu. Predpokladajme d’alej, ze firma sa nachadza v
konkuren¢nom prostredi (ceny si dané exogénne a neovplyvni ich ani mnozstvo
predaného alebo kupeného tovaru).

Firma maximalizuje svoj zisk m dany ako rozdiel medzi vynosmi pq a vydavkami,
danymi ako celkové vydavky na vsetky vstupy: rx = 2?21 r;x;. Problém firmy v
konkurenénom prostredi sa da sformulovat’ ako nasledovna iloha matematického
programovania

max{7(x) =pf(x) —rx | x>0} (1.7)
Ina forma tohto problému je zalozena na predpoklade vopred danej irovne vyroby

q¢*. Firma sa usiluje minimalizovat’ celkové naklady M potrebné na dosiahnutie
vyroby na trovni ¢*:

X

min{]\/[(x) = irja:j | fx)=¢", x> 0}. (1.8)



Uzko spojend s touto tlohou je tloha maximalizovat’ vynosy pq (resp. produkciu q)
pri dopredu stanovenej maximalnej vyske vydavkov M*

m;xx{pf(x) | irjxj < M*, XEO}. (1.9)

J=1

Nech sa napriklad firma riadi tzv. Cobb-Douglasovou produkénou funkciou, pre
jednoduchost’ (ale bez obmedzenia vseobecnosti) s dvoma vstupmi:

q=f(x1,22) = ax?x? (1.10)
pricoma > 0,0 < a<1a0<f<1. Problém (1.8) sa teraz dé zapisat’ ako

min{ryz; + rozy | am?xg =q", 11>0, z9>0}, (1.11)

Z1,T2
problém (1.9) zas nadobida tvar

min{paz$zy | rxy +raxy < M*, x>0, x5 >0} (1.12)

1,72

1.2.3 Teoria komparativnej vyhody

Takmer pred dvoma storo¢iami anglicki ekonémovia Robert Torrens ("An Essay
on the Extrenal Corn Trade” (1815)) a David Ricardo ("On the Priciples of Po-
litical Econamy and Taxation” (1817)) nezdvisle na sebe vyvinuli klasickd teériu
medzinarodného trhu, oznac¢ovanu ako tedria komparativnej vyhody. Ricardov
numericky priklad s dvoma krajinami (1817) sa d4 po malej modifikacii formulovat’
nasledovnym sposobom:

Portugalsko moze prerozdelenim zdrojov namiesto potravin zacat’ vyrabat’ sat-
stvo. Efektom bude, zZe jedna jednotka potravin sa prekonvertuje na jednu jednotku
satstva. Anglicko, naopak, by mohlo prekonvertovat’ jednu jednotku potravin na dve
jednotky satstva. Ak by existoval medzinarodny cenovy pomer p;/ps s hodnotou
niekde medzi 1 a 2, pre obe krajiny by bolo vyhodnejsie, keby sa Specializovali na
jeden tovar; Portugalsko na potraviny a Anglicko na Satstvo. Anglicko bude expor-
tovat’ Satstvo vymenou za potraviny importované z Portugalska a svetova produkcia
sa zdokonali. Tieto zavery su odvodené z teérie matematického programovania.

Pozrime sa najprv na Anglicko: Ozna¢me z; objem (v jednotkach) vyproduko-
vanych potravin a z, objem vyroby Satstva. Hodnota narodnej produkcie Anglicka
(udand v jednotkédch satstva) je dana vzt’ahom

7 = &xl + 29, napr., povedzme Z = 1.521 + z9.

D2

Ulohou je samozrejme tuto produkciu maximalizovat’, pricom obmedzenim je
201 + 29 < C

V tejto nerovnosti C' vyjadruje maximalnu produkciu Satstva, ked’ sa ziadne po-
traviny neprodukuji. Podl'a nerovnosti, vyroba satstva musi byt znizena o dve



jednotky na kazdu vyrobenu jednotku potravin, teda ak sa vyraba x; jednotiek
potravin, maximalne mnozstvo Satstva je o = C' — 2x1, ¢o vedie k nasej nerovnosti.
Podobnym sposobom aj Portugalsko maximalizuje svoj narodny produkt:

maz{Z = 1.5z +x, | 2+, <C'},

kde x| oznacuje produkciu potravin a ), produkciu Satstva v Portugalsku. C’ je
maximalna produkcia jedného tovaru, ak druhy sa vobec nevyraba.

Pre obe krajiny sme problém sformulovali ako tlohu matematického programova-
nia. Tento priklad sa da I'ahko zovseobecnit’ na n krajin a n tovarov. Pomocou
rieSenia uloh matematického programovania dospejeme k vysledku, ze pre kazdua
krajinu existuje tovar na ktory sa oplati Specializovat’. Poznamenavame, ze moze
nastat’ aj pripad, ked’ jeden tovar je najvyhodnejsi sicasne pre viac krajin.

1.2.4 Model vyberu portfélia

Predpokladajme, ze urcité mnozstvo penaznych prostriedkov ma byt investované
do n roznych cennych papierov. Nech z; reprezentuje podiel j-teho cenného papiera
na celkovom portféliu a nech z; je zisk (na konci uvazovaného obdobia) z jedného
doldra investovaného do j-teho cenného papiera. Hodnoty z; budu zrejme ndhodné
premenné so znamou strednou hodnotou.

E(zj) = pj, j= 12,...n (1.15)

Obvykle cenné papiere s vysokou oc¢akdvanou (strednou) hodnotou nesu zaroven
vysoky stupen rizika. V zaujme zniZenia rizika burzovi makléri casto odporucaju
svojim klientom rozdelit’ finanéné prostriedky do viacerych cennych papierov, je to
vsak principidlne v rozpore s maximalizaciou zisku. Ako mieru rizika mozno vziat’
kovarianéntt maticu V' = {op}, o = E[(z; — wy)(ze — )]s 4.5 = 1,2,...n
(Markowitz, 1952). Ocakavany zisk z vybraného portfélia mozeme vyjadrit’

E(P) = Zuj%‘ (1.16)

a moznu odchylku od zisku

n n

V(P) = Z OjkLjL. (1.17)

=1 k=1

Ulohou je zvolit’ podiely z; jednotlivych cennych papierov na portféliu tak, aby
sme minimalizovali rozptyl ocakavaného zisku a zaroven tento zisk maximalizovali.
Mame teda optimalizacny problém s dvoma tcelovymi funkciami, ktoré si navyse
vo vzajomnom rozpore. Cestou ku kompromisu moze byt” minimalizacia rozpty-

cvv s

podmienky, ze rozptyl nepresiahne stanovenu hranicu. Optimum zjavne zavisi od



averzie investora k riziku. Ak mieru averzie k riziku oznac¢ime p (dané exogénne),
tak problém vyberu portfélia mozeme sformulovat’ nasledovne:

max {Q(X) = =y Y Ujkle"k‘
j=1

j=1 k=1

Soa=1 2,20, (k= 1,2,...n)} (1.18)
j=1

S ohl'adom na svoju averziu k riziku, investor moze najst’ kompromis medzi maxima-
lizaciou vynosu a minimalizaciou rozptylu celkového vynosu. Rozsirenia a modifika-
cie tohto zakladného modelu su casto vyuzivané v ekonomickej analyze a finanénom
managemente.



Kapitola 2

Kuhn-Tuckerove podmienky

Uz v 50-tych rokoch minulého storoc¢ia Harold W. Kuhn a Albert William
Tucker rozsirili teériu Josepha L. Lagrangea, ktory sa zaoberal tlohou matema-
tického programovania s ohrani¢eniami v tvare rovnosti. Odvodili nutné podmienky
optimality pri ohrani¢eniach v tvare nerovnosti (tzv. Kuhn-Tuckerove pod-
mienky) a polozili tak zédklady modernej optimalizdcie. Teéria Kuhna a Tuckera
sa hojne vyuziva pri hl'adani optimalneho vyuzitia nedostatkovych zdrojov, rop-
nymi rafinériami a v mnohych inych oblastiach. V tejto kapitole sa pozrieme na
Kuhn-Tuckerove podmienky pre rozne typy tloh matematického programovania a
ich tdlohu v ekondémii. Spomenieme aj predpoklady, za ktorych mozno tieto pod-
mienky povazovat’ za postacujuce.

2.1 Klasicka dloha na viazany extrém

Dve premenné, jedno ohranicenie

Optimalizacna tloha, v ktorej vystupuju ohranic¢enia v tvare rovnosti, sa nazy-
va klasicka tloha na viazany extrém. Uvazujme nasledovni tlohu s dvomi
premennymi:

min{f(z,y) | g(z,y) = c}. (2.1)

Predpkladajme, ze mnozina vsetkych dvojic (x,y), pre ktoré g(z,y) = ¢, je diferen-
covatel'nd krivka v priestore (z,y), a tiez funkcia f(z,y) je diferencovatelnd. Potom
v optimalnom rieseni (z*,y*) sa krivka g dotyka krivky f (obr. 2.1). Skidsme teda
vyjadrit’ dotyénice oboch kriviek:

Derivovanim ¢(z,y) = ¢ dostavame

dx
9oz, y) + g, (x,y) = =0,

dy

resp., ak g (v,y) # 0
dy _ gal@,y)
de gl (z,y)

9



Obréazok 2.1: Tzv. droviiové krivky funkcie f (ak je f rastiica, plati k < k')

teda sklon krivky g v kazdom bode (zq, yo) roviny (z,y) je

_9&(350, Yo)
95,(5170, Yo)
Podobne, ak f,(z*,y*) # 0 sklon krivky f mozno vyjadrit’ v bode (zg, yo):

dy ~ Ja(zos o)
%(xo,yo) Bl _fé(%,yo)'

Rovnost’ dotyénic v bode optima (z*, y*) mozeme za predpokladu ¢, (z*,y*) # 0 po
uprave zapisat’ v tvare
fuley) _ )
gp(xry*) g (a*,y%)

(2.2)

Zaved'me teraz novu premenni A a polozme ju rovnu spolo¢nej hodnote oboch
zlomkov. Podmienka pre minimum (2.2) sa da zapisat’ ako dve rovnice

fo@™ y") = Agy(a™,y") = 0
fy@® ") = Agy (@™, y") = 0.
Uvedomme si, Ze na splnenie tychto dvoch rovnosti staci, aby jeden z vyrazov
g, (x*,y*) alebo g, (z*, y*) bol nenulovy. Optimalne riesenie tlohy (2.1) musf takisto
splnat’ g(z*, y*) = ¢, takze nasledujice podmienky musia byt’ splnené v optimélnom
rieSeni (x*, y*):
fol@® y") = Agy(a™,y") = 0
fo(@™y") = Ag, (2%, y") =0 (2.3)
g9z y") = c.
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Na tieto podmienky sa d& pozriet’ ako na podmienky prvého radu pre stacionarny
bod tzv. Lagrangeovej funkcie

Vysledky mozeme zhrnit” do nasledovnej vety:

Veta 2.1. Nech f(z,y) a g(x,y) si spojito diferencovatelné funkcie na oblasti A a
nech bod (x*,y*) splia:

1. (x*,y*) je vnitornym bodom oblasti A

2. (z*,y*) je bodom optima (globdlneho alebo lokdlneho) funkcie f(x,y) pri splnenej
podmienke g(x,y) = ¢

5. gy(x*,y") # 0 alebo g, (z*,y") # 0.

Potom ezistuje jediné ¢islo \ (tzv. Lagrangeov multiplikator ) také, Ze Lagrangeo-
va funkcia (2.4) md v (z*,y*) staciondrny bod, teda splria podmienky (2.3).

Poznamenavame, ze podmienky (2.3) mozeme zapisat’ vtvare

oL oL oL
=0 =0 0

n premennych, m ohraniceni

Predchadzajice vysledky mozeme I'ahko zovseobecnit’ na tlohu typu
min{f(x) | g;(x) =¢;, (= 1,2,....m)}, (2.5)

kde x je n-rozmerny vektor so zlozkami (z1, z, ... z,,). Lagrangeova funkcia ma tvar

m

L(X7 A1; Az, /\m) = f(X) - Z/\j(gj<x> - Cj)’ (26)

j=1

¢ize pre kazdé z m ohraniceni mame jeden Lagrangeov multiplikator. Ako v pri-
pade dvoch premennych a jedného ohranicenia, tak aj v tomto viacrozmernom pri-
pade je nutnou podmienkou optimality bodu x*, aby bol stacionarnym bodom La-
grangeovej funkcie. Podmienku z pripadu dvoch premennych, aby aspon jeden z
vyrazov g, (z*,y*) alebo g, (z*, y*) bol nenulovy, je t'azsie zovseobecnit’. Viacrozmer-
nou analdgiou tejto podmienky je, aby hodnost’ matice typu nxm, v ktorej (4, j)-tym
prvkom je parcidlna derivacia funkcie g; podl'a premennej x; v bode x*, bola m. Tak-

to definovani maticu nazyvame Jacobiho matica funkcie g(x)=(¢1(x), g2(X), ...gm (X))
a uvedena podmienka sa niekedy nazyva Rgl-regularitou bodu x*. ZovsSeobecne-
nie mozeme zapisat’ nasledovne:

Veta 2.2 (Lagrange). Nech f(x) a ¢1(X), g2(X), ... aZ gm(x)/sd spojito diferenco-
vatel'né funkcie na oblasti A a nech bod x* = (x7,x3, ... x) splia:
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1. x* je vnutornym bodom oblasti A

2. x* je bodom optima (globdlneho alebo lokdlneho) funkcie f(x) pri splnenej
podmienke g;j(x) =c¢; pre j =1,2,... m

3. x* je Rgl-requldrnym bodom zobrazenia g(x):R™ — R"; g(x) = (gl (x), g2(x), gm(x))

Potom ezistuje jeding vektor A=(\1, Ag, ..\ ) (tzv. vektor Lagrangeovych mul-
tiplikdatorov) taky, Ze Lagrangeova funkcia (2.6) md v xX* staciondrny bod, cize
plati:

ox; , j@xz
J=1
gi(x) =c¢j, Vj= 1,2,...,m
t.

L

gxi:O, Vi= 1,2,...,n (2.7)
oL

— =0 Vi= 1,2,...,m.

aA] 7 j 9 ) 7m

Poznamenavame, ze podmienka Rg-regularity je pomerne "silnou” podmienkou
a ak netrvame na jednoznacnosti Lagrangeovych multiplikdtorov, dé sa oslabit’.

Lagrangeova funkcia i multiplikdtor si pomenované podl'a zakladatel'a tejto
teérie Josepha-Louisa Lagrangea (1736-1813).

Ekonomicka interpretacia Lagrangeovych multiplikatorov

Predpokladajmme, ze riesime tlohu (2.1) pre rézne hodnoty parametrov c¢ a
rieSenie je (x*(c), y*(c)) s prislusnym Lagrangeovym multiplikdtorom A\*(¢). Nech z*,
y*, A* ako funkcie ¢ st diferencovatel né a nech aspoii jeden z vyrazov g, (z*(c), y*(c))
a g, (z*(c),y*(c)) je nenulovy. Polozme f*(c) = f(z*(c),y*(c)) a derivujme podla
c:

£ = 1 (0 0) 4 1 (02 )

N0 |2 0) - G (0) + G @7 (6) - et | (28)

-~

ge

Vidime, ze vyraz v hranatej zatvorke vyjadruje derivaciu funkcie g podl'a ¢ v bode
(x*(c),y*(c)). Lenze g pre ¥V ¢ splna g(z*, y*) = ¢, takze této derivacia je konstantne
rovna jednej. Rovnica (2.8) sa upravi na

F(e) = A (o).
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Odtial je zrejma ekonomicka interpretacia Lagrangeovho multiplikatora: Jeho hod-
nota v rieSeni lohy je mierou zmeny v optimélnej hodnote ticelovej funkcie pri malej
zmene ohranic¢ena. Napriklad pri maximalizacii uzitku z prijmu optimalna hodnota
parametra A meria hraniény uzitok z prijmu (je mierou rastu dzitku pri rasticom
prijme).

Podobnym pristupe k tlohe (2.5) dostdvame

fFe)=X(e), i=1,2,....n (2.9)

kde f*(c) = f(x*(c)) a c je vektor so zlozkami ¢; az ¢,,. Optimalna hodnota
Lagrangeovho multiplikdtora pre j-te ohranicenie g; je mierou zmeny optimalnej
hodnoty 1celovej funkcie pri malej zmene tohto ohranic¢enia. Ak napriklad j-te
ohraniCenie je ohranicenim mnozstva nejakého zdroja, tak o A; hovorime ako o
"tienovej cene” tohto zdroja.

2.2 Kuhn-Tuckerova veta

Zakladna uloha matematického programovania ma tvar:
min{ fo(x) | fi(x) <0, i= 1,2,...,m}, (2.10)

Tento problém je zovseobecnenim klasického optimaliza¢ného problému, ktory pouzi-
va ohraniCenia v tvare rovnosti. Zavedenim m doplnkovych premennych y; (i =
1,2,...,m) sa uloha (2.10) da prepisat’ ako tloha typu (2.5):

min{ fo (x) | fix)+y;=0, i= 1,2,...,m}, (2.11)

Skor, ako rozsirime Lagrangeovu tedériu na tlohu typu (2.10), musime poznat’
d’alsi druh regularity.

Definicia 2.1. Pripustné riesenie x° tlohy (2.10) nazveme Rg-5 regularnym, ak
pre vsetky nenulové riesenia 'y sustavy nerovnosti

Vi) Ty <0, iel, ={ilfi(z°) = 0} (2.12)

existuje diferencovatel’nd krivka h(t) : R — R™ definovand pre 0 <t < 1, pre ktord
plati:

1. fi(h(¥)) <0, (i= 1,2,...,m)
2. h(0)

XO

3. 20 — Ay, (A>0),

dt

ingmi slovami, krivka h(t) lezi celd v mnozZine pripustnijch rieseni, vychddza z bodu
X° a md v nom dotycnicu rovnobezni s vektorom y.

Lagrangeova tedria sa da rozsirit’ nasledovnym sposobom:
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Veta 2.3 (Kuhn-Tuckerova). Nech funkcie fi(x),(k = 0,1,...,m) si vSetky
diferencovatel'né. Ak funkcia fo(x) dosahuje v Rg-5 reguldrnom bode x° lokdlne
minimum pri ohraniceniach f;(x) < 0 (i = 1,2,...,m), tak existuje vektor La-
grangeovych multiplikdtorov u°®, ktory spl/ﬁa:

%(x°)+;ujg£;(x°) =0 (1=1,2,...,n) (2.13-1)
fi(x°) <0 (i=1,2,...,m) (2.13-10)

u; fi(x°) =0 (i=1,2,...,m) (2.13 - I1I)

ug >0 (i=1,2,...,m) (2.13-1V)

Podmienky (2.13 - 1) az (IV) sa nazgvaji Kuhn-Tuckerove podmienky a si to
vlastne nutné podmienky pre lokdlne minimum dlohy (2.10). Pri analogickej maxi-
malizacnej ulohe sa podmienka nezdpornosti (2.13-1V) zmend na podmienku u® < 0.

Dékaz. Najprv zadefinujeme Lagrangeovu funkciu pre tlohu (2.11), podobne ako v
pripade klasickej tlohy — ako funkciu pévodnych premennych (v nasom pripade x a
y) a Lagrangeovych multiplikatorov u:

L(XaY7 11) - fO(X) + Zuz(fz(x) +y12)

J=1

Nutné podmienky pre jej lokdlne minimum su:

OL _ 9fo(x) z’”“: uoé(fi(x") + (19)?)

o9z or. : =0 =1,2,... 2.14 -1
al’j arj — i alL‘j (] y 2y ,n) ( )
L
gyi =2uiy; =0 ((=12,...,m) (2.14 -1I)
dL

E = fi(x") + (17)* =0 (1=1,2,...,m) (2.14 - I11)

Teraz ukézeme, zZe podmienky v sistave (2.14-111) zodpovedaji Kuhn-Tuckerovym
podmienkam v (2.13 - I1I).

Nech najskor u; = 0. Potom L(x°,y°,u’) = fo(x°), ¢ize g—iﬁ(x",yo, u®) =0, ¢im
je splnené (2.14 - III). Platnost’ (2.13 - III) je jasna.

Ak u? # 0, podla (2.14 - 1) sa mus{ rovnat’ nule y¢ a teda (y5)* = —f;(x°) = 0,
podmienka (2.13 - III) je splnend. Na druhej strane z (2.13 - III) mame f;(x°) = 0
a pre y¢ = 0 je podmienka (2.14 - III) splnena. Podmienky (2.14 - I) a (2.14 - II)
obsahuju spolu m + n rovnic, premennych je dokopy 2m + n. Doplnkové premenné
(je ich m) sa daju eliminovat’, pricom dostaneme podmienky (2.13 - 1) a (2.13 - II).

Ostava ukazat’, ze Lagrangeove multiplikatory musia byt nezaporné. Z tohto
dovodu si predstavme, ze minimalizujeme funkciu fy(x) pri ohranic¢eniach f;(x) <

14



b; (i =1,2,...,m). Pre Lagrangeove multiplikdtory v (i = 1,2,...,m) sa d&
odvodit’ vzt'ah (Luenberger, 1973)

Ohi®) _ o i_1..m). (2.15)
ob;

Tento vzt'ah je vlastne analégiou vzt’ahu (2.9), pricom zdporné znamienko pri ug
vyplyva z trochu inej definicie Lagrangeovej funkcie oproti (2.6). Lagrangeove mul-
tiplikatory nam teda udavaju zmenu hodnoty ucelovej funkcie pri malej zmene
ohranicenia b;. Treba si vSak uvedomit’, Ze zvac¢Senim b; zvacSime mnozinu pri-
pustnych rieSeni — a preto nova optiméalna hodnota tcelovej funkcie nemoze byt’
"horsia”. Teda plati

afgé’f ) <0 pre minimalizatnd dlohu,  (2.16)
a
afgi(;() >0 pre maximaliza¢ni tlohu. (2.17)

Podmienka (2.13 - IV) teraz vyplyva z (2.15) a (2.16), podobne z (2.15) a (2.17) je
vidiet’, ze Lagrangeove multiplikdtory pre maximaliza¢nu tlohu nesmu byt’ kladné.
O

Vzt’ah (2.15) naznac¢uje ekonomicki interpretaciu vektora Lagrangeovych multi-
plikatorov — jeho i-ta zlozka udava zmenu tcelovej funkcie pri minimalnom uvol'neni
i-teho ohrani¢enia. Cim je i-ta zlozka Lagr. multiplikdtora v absoliitnej hodnote
mensia, tym mensiu dolezitost’ mozme i-temu ohraniceniu pripisovat’. Ak uj = 0,
i-te ohranicenie je dokonca neaktivne.

Za ucelom geometrickej interpretdcie Kuhn-Tuckerovych podmienok (2.13-1) az
(2.13 - IV) prepiseme podmienky (2.13 - I) do tvaru

Vio(x®) ==Y uVi(x°).
=1

Cize v optimélnom rieseni musi byt gradient tcelovej funkcie nekladnou vézenou

kombindciou gradientov aktivnych ohrani¢eni (takych v ktorych nastdva pre x°

rovnost’), inymi slovami gradient tucelovej funkcie musi lezat’ vo vnutri kuzela,

vytvoreného normélami smerujicimi dovnitra mnoziny pripustnych rieSeni v bode
o

x°.
Ak vytvorime Lagrangeovu funkciu pre ilohu (2.10),

P(x,u) = fo(x) + Zuifi(x)a (2.18)
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potom Kuhn-Tuckerove podmienky mozeme pomocou nej vyjadrit’ vyjadrit’ v nasle-
dovnom tvare:

0P (x°,u°) : /

Gk A A =1,2,... 2131

ax] (j Y ) 7n) ( )
8<I>(x°,u°) . /

omxLu) o ~1,2,... 21311
S <0 =t2m) (2.13-17)

@ [e] o

u;%x;“) =0 (i=12....,m) (2.13 - 1IT')
wW>0  (i=1,2,...,m) (2.13 - 1V')

Vidime, Ze n podmienok (2.13-1') je rovnakych ako v pripade klasickej ilohy na
viazany extrém (2.7).

m podmienok (2.13-11') vyjadruje ohranicenia tilohy matematického programova-
nia; tie dovol'uji, aby otimélne rieSenie patrilo hranici mnoziny pripustnych rieseni
alebo bolo jej vniutornym bodom.

Ktord z tychto dvoch situdcii nastdva, o tom hovoria podmienky (2.13 - IIT').
Ak je i-te ohranicenie aktivne, tak zodpovedajici Lagrangeov multiplikator bude
nulovy. Naopak, ak u; # 0, potom M = fi(x°) =

Podmienky (2.13 - IV'), ktoré pozaduJu nezapornost’ Lagr. multiplikatorov, vy-
plyvaji zo skutocnosti, ze ohranicenia maju tvar nerovnosti — ak ohranicenim je
rovnost’, tak prislusny Lagrangeov multiplikator nie je ohraniceny.

2.3 Hlavné principy Kuhn-Tuckerovych podmienok

V mnohych ekonomickych modeloch formulovanych pomocou matematického
programovania vystupuju podmienky nezépornosti premennych (vid’ kap. I). Ti-
eto podmienky by sa l'ahko dali zahrnit’ do mnoziny ohraniceni f;(x) < 0 (i =
1,2,...,m), ale, ako hned’ ukézeme, je praktickejsie uvazovat’ podmienky neza-
pornosti oddelene.

Uvazujme nasledovnti ilohu matematického programovania:

(i= 1,2,...,m), (2.19)

Najprv napisme Lagrangeovu funkciu pre tlohu (2.19):

U(x,u,w) )+ ZuzfZ )+ ij(—xj) (2.20)
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Ozna¢me W(x°, u°, w°) = ¥°. Kuhn-Tuckerove podmienky majui tvar:

o 0fo(x°) +iuqafi(xo) .

= =0 = 1,2,...
al'j 8xj i1 8xj wj (j T ,’fl)
alebo ekvivalentne —|— i 94(X) = w; (1= 1,2,...,n) (2.21)
(%cj — 6’% i Y
y owe
Dalej 20 = f(x°) (=12 .m (222
Ou,
ov°
S fl( ) (Z = 1727 am) (2 23)
O
owe
-5 <0 = 1,2,. 2.24
Oa‘llo [¢]
wjaw] _wj( I]>:O (j: 1a27 77’L) (2 25)
u; >0 (i= 1,2,...,m) 2.26)
w? >0 G=1,2..n) (227

Spojenim (2.21) a (2.25) dostdvame

4 o Ofi(x .
](f(;xj +Z f ) 0, (j=1,2,...,n). (2.28)

=1

Podmienky (2.21) az (2.27) sa daji zapisat’ pomocou Lagrangeovej funkcie (2.18)
pre ulohu (2.10) a zhrnit’ symetricky vzhl'adom na x a u:

oP° HP°
> : < .
o 20 (229) 5o <0 (232)
_0P° L0
X" =0 (230) =0 (233)
x°>0 (2.31) >0 (2.34)

Porovnanim Kuhn-Tuckerovych podmienok (2.13 -I) az (2.13 - IV) s podmienkami
(2.29) az (2.34) zistime, ze zavedenie podmienky nezdpornosti premennych x; spo-
sobilo, ze podmienka (2.13 - I) je nahradena dvojicou podmienok (2.29) a (2.30). V
nasledujticej casti sa zamyslime, preco je to tak. Uvazujme pre jednoduchost’, ale
bez straty vSeobecnosti tilohu minimalizovat’ funkciu jednej premennej f(x), pricom
jedinym ohranic¢enim je x > 0. Na obrazku (2.2) je situdcia zndzornend graficky.
Predpokladajme, ze sme v bode, kde hodnota x sa dd zmensit’ i zvacsit’ (vni-
torny bod A). Ak m4 takyto bod byt’ minimom, mus{ spiiat’ df /dz = 0, pretoze
inak by sme bud’ zvySenim alebo znizenim jeho hodnoty dosiahli narast hodnoty
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fx)

0 x*

Obréazok 2.2: Niekolko moznosti pre priebeh funkcie f(x)

ucelovej funkcie. Na druhej strane skiimajme, aké st moznosti, aby minimum lezalo
na hranici mnoziny pripustnych hodnét (¢ize x = 0). Na obrdzku si zndzornené
tri moznosti. Bod B minimom byt’ nemoze, pretoze zvySenim hodnoty x dosiah-
neme znizenie hodnoty ucelovej funkcie; v bode C je derivéacia nulova takze nutni
podmienku spfﬁa, a konecne bod D je tiez vhodnym kandiddtom na optimum (hoci
derivacia v iom je nenulova), pretoze zvysenim jeho hodnoty zvysime tiez hodnotu
f a znizit’ hodnotu z viac nemozno.

Priamym zovSeobecnenim na funkcie n premennych dostavame: Nech je dana
diferencovatelnda funkcia f(xq,zs,...x,). Potom

e pre vnitorné optimum je nutné, aby platilo f/dz; =0 (j=1,2,...,n)
e pre minimum na hranici musi platit’ df/0x; >0 (j =1,2,...,n), pre maxi-
mum 0f/0z; <0 (j=1,2,...,n).
Kuhn-Tuckerove podmienky a sedlovy bod Lagrangeovej funkcie

Uvazujme o Lagrangeovej funkcii pre ilohu (2.10):
D(x,u) = fo(x) + Zuzfz(x)
i=1

Ak tuto funkciu berieme ako zavisli iba od x a minimalizujeme ju vzhl'adom na
podmienku z; >0, (j =1,2,...,n), tak nutnymi podmienkami minima s presne
Kuhn-Tuckerove podmienky (2.29) az (2.31) pre ulohu (2.10). Podobne Kuhn-
Tuckerove podmienky (2.32) az (2.34) poskytuji nutné podmienky pre lokdlne ma-
ximum Lagrangeovej funkcie (2.18), ako funkcie argumentu (u), a to za jedinej
podmienky u; > 0, (i =1,2,...,m). Grafické zndzornenie tejto vlastnosti bodu
(x°,u°) je na obr.(2.3)

18



Obréazok 2.3: Sedlovy bod Lagrangeovej funkcie

Definicia 2.2. Bod (x°,u°), x° > 0, u® > 0 sa nazgva sedlovy bod Lagrangeovej
funkcie ®(x°,u°) ak
d(x°,u) < P(x°,u°) < P(x,u°)

pre vSetky (x,u).

Inymi slovami, pre pevne dané u = u° Lagrangeova funkcia ma minimum v x° a
pre pevne dané x = x° ma maximum v u°. Teraz moézeme vyslovit’ vetu o vzt’ahu
sedlového bodu a optimélneho riesenia tlohy (2.10)

Veta 2.4. Ak existuje sedlovy bod (x°,u°) Lagrangeovej funkcie ®(x°,u°), potom
x° je optimdlne riesenie ulohy (2.10).

Ak by sme chceli implikéaciu obratit’, potrebujeme, aby vsetky zucastnené funkcie
boli konvexné. K tejto problematike sa vratime v sekcii 2.5.

2.4 K-T podmienky pre vSeobecnu ulohu mate-
matického programovania

Praktické aplikacie matematického programovania v ekondémii casto obsahuju
oba skiimané typy ohraniceni: rovnosti aj nerovnosti. Preto definujeme vSeobecnii
tulohu matematického programovania:

minffo(x,y) | Ax¥) <0 (1= 12....m)

gh(x,y) =0 (h= m+1,...,7) (2.35)
x>0
y € R

Je vidiet’, ze ulohy (2.10) a (2.19) su Specidlnym pripadom tejto ulohy. Kuhn-
Tuckerove podmienky sa daju zapisat’ v nasledovnom symetrickom tvare:
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0%° 0° 0P° 09°

0 >0 <0 0
oy ’ ox — ou — ov
L 0P° . 0P°
X I =0, u 7a =0
x° >0, u’>0

kde ®(x,y,u,v) = fo(x,y) + D0 wifi(X,y) + D h_ni1 Ungn(X,y) a oznacili sme
P° = O(x°,y°, u°,v°). Vektor (x° y°) oznacuje lokdlne minimum funkcie fy(x,y)
za podmienok z tlohy (2.35) a (u, v) st zodpovedajice vektory Lagrangeovych mul-
tiplikatorov.

Teraz sformulujeme niekol'’ko pravidiel, pomocou ktorych mozno sformulovat’
Kuhn-tuckerove podmienky pre vSeobecnu tlohu matematického programovania:

1. Pre minimaliza¢nu (resp. maximaliza¢ni) dlohu zapiSeme vsetky ohranicenia
v tvare nerovnosti ako

filz) <0 (resp. fi(xz) >0).

2. Napiseme Lagrangeovu funkciu ako sucet tucelovej funkcie a vazenych ohraniceni.
3. Nakoniec napiSeme parcidlne derivacie Largrangeovej funkcie. Tie musia splnat’:

e Pri minimalizacii (maximalizdcii) derivacie podl'a nezdpornej premennej
st nezdporné (nekladné) a zaroven plati

06

Xa_x_

0,

e derivacie podl'a vol'nych premennych si nulové,
e pri minimalizacii (maximalizacii) derivacie podl'a Lagrangeovych multi-
plikatorov zodpovedajicich podmienkam v tvare nerovnosti su nekladné

(nezaporné) a plati
oo

u— =
ou
e derivacie podl'a Lagrangeovych multiplikatorov prislichajicich podmienkam
v tvare rovnosti st nulové.

0,

Kuhn-Tuckerove podmienky sa nazyvaju podmienkami prvého radu, su teda,
ako sme uz spomenuli, len nutnymi podmienkami optimality. Na ilustraciu tejto
skutocnosti uvadzame jednoduchy priklad s jednou premennou:

max{f(z) = (x—1)* | z>2, <0}
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Lagrangeova funkcia md tvar ®(x,u) = (z — 1)® + u(2 — x) a Kuhn-Tuckerove
podmienky davaju:

g—i::s(x—m?—ugo,
xg—i:xp(x—n?—u} =0,
% a0

u>0 (pravidlo 1).

Hoci plati, ze z° = 1 a u® = 1 vyhovuji K-T podmienkam (vSetky si nulové), z
priebehu funkcie f(z) je zrejmé, ze hl'adané maximum nie je v bode x = 1 ale x = 2.

V nasledujucej casti sa budeme zaoberat’ otazkou, kedy si nutné podmienky su
zaroven postacujucimi.

2.5 K-T podmienky a konvexné programovanie

Vlastnost’ konvexnosti je v ekonémii vel'mi dolezita. Ulohy, v ktorych vystupu-
ju konvexné funkcie, sa nazyvaju tlohami konvexného programovania. Ked'ze tato
praca ma ambiciu skor ekonomicky interpretovat’ ako definovat’ a dokazovat’, neb-
udeme sa pojmom konvexnej mnoziny resp. funkcie podrobne zaoberat’. Zakladna
definicia konvexnej mnoziny hovori, ze s kazdymi dvoma bodmi A, B z tejto mnoziny
jej patri tiez tsecka AB. V ekonémii mé této vlastnost’ pekni interpretaciu: Ak
mnozina pripustnych rieseni je kovexnd, potom s kazdymi dvoma pripustnymi riese-
niami je pripustnd aj 'ubovol'na konvexnd kombinécia tychto rieseni. Geometrickd
interpretacia konvexnej funkcie je, ze mnozina bodov leziacich nad grafom musi byt’
konvexnda. Inymi slovami, ak spojime dva body grafu konvexnej funkcie, graf lezi
pod vytvorenou useckou. Znamou vlastnost’ou konvexnej funkcie jednej premenne;j
je, ze ak ma na nejakej oblasti D spojitu derivaciu, tato je neklesajuca. Uvedend
vlastnost’ sa da zapisat’ nasledovne:

veyen v<y: J@< U ) e
Tato vlastnost’ sa da upravit’ a zovSeobecnit’ na funkciu vektorového argumentu
(y —x)TVf(x) < f(y) = f(x) < (y =x)TV[(y). (2.37)

2.5.1 K-T veta pre tlohu konvexného programovania

Veta 2.5. Nech vsetky zucastnené funkcie v (2.10) si konvexné. Ak existuji La-
grangeove multiplikdtory vy (i =1,2,...,n) spliagice (2.13-1) az (2.13-1V), potom
x° je optimdlnym riesenim ilohy (2.10).
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Dékaz. Vd'aka konvexnosti funkcif fx(x) (k=0,1,...,m) a vzt’ahu (2.37) médme:

o) = Fu) > (k= TR (=01 m)  (239)
Pomocou (2.38), (2.13-1) a nasledne (2.38) a (2.13-1I az IV) dostdvame

fo(x) — fo(x°) > (x — X°)TV fo(x°) = (x — %) ( Z wV fi(x >_
:—Zu Vfi(x°)(x —x°) >

> = wi(fix) = fil Zu i) + Y ui fi(x°) > 0,
i=1 =1

a teda fo(x) > fo(x°). o

Pre dlohu konvexného programovania, v ktorej st splnené urc¢ité podmienky regu-
larity, si Kuhn-Tuckerove podmienky zaroven nutnymi i postacujicimi podmienka-
mi optimality.

2.5.2 Veta Slatera

Uz sme spomenuli, ze sedlovy bod Lagrangeovej funkcie implikuje optimalne
rieSenie prislusnej dlohy na viazany extrém. V pripade ulohy konvexného pro-
gramovania mozeme tuto implikaciu obratit’.

Definicia 2.3 (S-Regularita). Mnozinu pripustngch rieSeni ilohy konvexného
programovania (2.10) nazveme S-regularnou, ok Ix* € R™; fi(x*) < 0 (i =
1,2,...,m), ¢iZe ak existuje bod, v ktorom siu vsetky ohranicenia splnené ako os-
tré nerovnosti.

Veta 2.6 (Slaterova). Nech S-reqularita je splnend v ulohe konvexného programouv-
naia (2.10). Ak x° je riesenim konvexnej ulohy (2.10), tak ezistuje nezdporny vektor
Lagr. multiplikdtorov u® taky, Ze (x°,u°) je sedlovym bodom Lagrangeovej funkcie

d(x,u) = fo(x) + Zuzfz(x)

Slaterova veta je vSeobecnejsia ako Kuhn-Tuckerova veta, pretoze nepozaduje
diferencovatel'nost’ ziucastnenych funkcii. Jej nevyhodou je, S-regularita sa vzt’ahuje
na ohranicenia v tvare nerovnosti. D4 sa ukdzat’ (Arrow-Huzwicz-Uzawa,1958), ze
Slaterova veta pre ulohu konvexného programovania zostava v platnosti aj v pripade
ze niektoré ohranic¢enia su v tvare rovnosti (musia vsak byt’ linedrne).

Poznamenavame, Ze analogicky sa daju sformulovat’ obe vety (2.5) i (2.6) pre
maximaliza¢nu tlohu na viazany extrém — nahradenim konvexnosti ucelovej funkcie
konk&vnost’ou.
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2.5.3 Ekonomicka interpretacia

Uvazujme tlohu matematického programovania najst’ taky pomer vyrobenych
produktov z; az z,, ktory by maximalizoval zisk firmy

m(x) = folzr, w2 .. @) (2.39).
Okrem prirodzeného predpokladu, zabezpecujiceho nezapornost’ produkcie
z; >0 (j=1,2,...,n) (2.40)

musi firma zohl'adnit’ este jeden: Na vyrobu kazdého druhu produktu je potreb-
né ur¢ité mnozstvo vstupu i, (i = 1,2,...,m), celkové pouzitie zdroja ¢ je teda
funkciou tdrovne vyroby, pricom zdroje si obmedzené:

fi<$1,$2...,$n) <bz (221,2,,TTI,) (241)

Preedpokladajme, ze fo(x) je konkavna a f;(x), (i = 1,2,...,m) si konvexné
funkcie. Uloha (2.39-41) je tilohou konvexného programovania. 7 konvexnosti
ohranic¢eni vyplyva konvexnost’ mnoziny pripustnych rieseni. Konkévnost’ ziskovej
funkcie znamenad, ze hrani¢ny zisk je nerastici. NapiSme teraz Lagrangeovu funkciu:

m

®(x,u) = fo(x) + Zuz(bz — fi(x).

=1

Nutné a postacujice podmienky, aby bod (x°,u°) bol riesenim (2.39-41) si

0P (x°,u°) afo i . 0fi(x°)

Oz — G:CJ =0
0fo(x°) _ < oafi(x") :
< X = .
alebo or, S ;ul oz, (j=12,....n) (242)
0P(x°,w°)  ,[0fu(x°) <~ LOfi(x)|
R T Zul ox; | 0 (2.43)
=1
x>0 (j=1,2,...,n) (2.44)
02X W) _y f(x) > 0 (i=1,2,...,m) (2.45)
8uj
UZM =i [b; — fi(x°)] =0 (1=1,2,...,m) (2.46)
811,]'
u; >0 (1=1,2,...,m) (2.47)

Lagrangeove multiplikatory mozeme pokusne povazovat’ za jednotkové obstaravacie
naklady m vzacnych zdrojov.

Kuhn-Tuckerove podmienky (2.42) majui jasnt ekonomicku interpretaciu: Lavé
strana reprezentuje hrani¢ny vynos j-teho produktu a 0f;(x°)/0x; udava mnozstvo
i-teho vstupu potrebné na vyrobu jednej jednotky produktu j. Stéin ufdf;(x°)/0x;
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potom udava hodnotu vstupu ¢ potrebného na vyrobu produktu j. Teda prava
strana v (2.42) je sthrnnd hodnota vsetkych vstupov potrebnych na produkeiu jednej
jednotky vystupu j. Vzt'ah (2.42) hovori, Ze hrani¢ny zisk z 'ubovol'ného produktu
nesmie byt’ vacsi ako hrani¢né néklady na jeho vyrobu.

Podmienky (2.43) hovoria, ze ak hrani¢ny zisk z nejakého produktu je nizsi ako
hrani¢né naklady na jeho vyrobu, optimélne je tento profukt vobec nevyrdabat’ a
pouzit’ zdroje efektivnejsie. Ak sa j-ty produkt vyrdba, z; > 0, tak hrani¢ny zisk je
rovny hraniénym nékladom za vstupy pouzité pri jeho vyrobe.

Ekonomické interpretdcia podmienok (2.45) je jasnéd: Celkové mnozstvo i-teho
vstupu pouzité pri vyrobnom procese nesmie prekrocit’ dostupné alebo pouzitelné
mnozstvo.

Z pohladu ekonéma su zaujimavé aj podmienky (2.46). Hovoria, Ze ak v opti-
mélnom rieSeni je nejaké mnozstvo nevyuzitého zdroja i (f;(x°) < b;), tak musi
ist’ o zdroj, ktory nie je vzacny a na trhu je ho dostatok, teda jeho hodnota je pre
firmu nulova. Pridanie malého mnozstva tohto zdroja nezmeni optimalnu hodnotu
ucelovej funkcie. Ak hodnota vstupu ¢ je kladnd, vyuzije sa pri vyrobe vSetko jeho
dostupné mnozstvo (f;(x°) = b;).

24



Kapitola 3

K-T podmienky ako nastroj
ekonomickej analyzy

Kuhn-Tuckerove podmienky si uzitocné pri rieseni Specifickych numerickych
problémov a mnoho algoritmov na vypocet optima je zalozenych prave na tych-
to podmienkach. Ekonémom vsak mozu eSte vyznamnejSie pomoct’ pri odvodzo-
vani kvalitativnych vysledkov bez potreby presne numericky Specifikovat’ parametre
daného optimalizacného problému. Cielom moze byt’ napriklad charakterizovat’
optimalne (v urc¢itom zmysle) spravanie ekonomického agenta. “Kuhn-Tuckerove
podmienky mozu predstavovat’ najsilnejsi samostatny ndstroj, aky mozZe matemat-
ické programovanie ekonomickej tedrii poniknut’.” (Baumol,1972) V tejto kapitole
uvedieme niekol'ko prikladov na ilustraciu, ako mozu prave Kuhn-Tuckerove pod-
mienky pomoct’ pri kvalitativnej analyze ekonomickych modelov.

3.1 Ocenovanie pri Spickovom zat’azeni

Firmy castokrat stoja pred problémom, ze dopyt po ich tovaroch ¢i sluzbach sa
meni v priebehu dria, takze niekedy je ich kapacita plne vyuzité (obdobie $picky alebo
"peak periods”), zatial'¢o inokedy je dopyt nizky a kapacita firmy nie je plne vyuzité
(tzv. Toff-peak periods”). Viaceri ekonémovia ukézali, ze optimélne — v zmysle
maximalizacie zisku — je rozdielne ocenovanie produktu pocas dna. Vychadzajic
napr. z prace Baumola (1972) mézeme sformulovat’ nasledujiice tvrdenie:

»

Veta 3.1. Profit maximalizujici vystup firmy je taky, Ze ceny v “off-peak periods
akurdt pokryju hranicné prevadzkové ndklady a v obdobiach plnej vyuzitosti kapacity
ich prekrocia, pricom suma tychto prekroceni sa prirdta k hranicnym investicnym
ndkladom tak, Ze sa prdve rovnaju hranicnym ndkladom na rasticu kapacitu.

Tento vysledok poskytuje zakladné pravidla pri urcovani dennych a nocénych
sadzieb za elektrinu, telefén atd’. Dokaz je zalozeny na Kuhn-Tuckerovej tedrii:

Dokaz. Oznacme x1, 9, . .., o4 mnozstva pozadované pocas kazdej z 24 hodin dna a
D1, D2, - - -, D24 zodpovedajice ceny (fixné, dané exogénne). Predpokladdme z; > 0, tj.
v kazdej hodine sa prejavi aspon nejaky dopyt. Hodinovu kapacitu firmy oznac¢ime
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y. funkcia C'(xq,xs, ..., T4) opisuje denné celkové prevadzkové ndklady a g(y) den-

né fixné naklady na kapacitu y. Predpokladajme d’alej, Ze hrani¢né prevadzkové

naklady % ako aj hrani¢né kapacitné néklady g—z st kladné. Firma maximalizuje

celkovy denny zisk pri kapacitnom obmedzeni:

24
max{H:Zpia:i—C’(xl,xg,...,xM)—g(y) | 2, <y (i= 1,2,...24)
i=1
2 >0 (i= 1,2,...24)
yZO}.

Mame tlohu matematického programovania a pre nu Lagrangeovu funkciu a Kuhn-
Tuckerove podmienky

24 24
O(x,y,u) = > pia;— Clar, 2, w) — g(y) + Y wily — z3);
i=1 =1

0P oC
=D; —u; < = .
e D o, u; <0 (1= 1,2,...24) (3.1)
0P oC .
0P dg 2
— =—+ u; <0 3.3
Bt (33)
0P dg 2
_ = __+ ul = 34
Yoy y< a Zl ) (3.4)
d
i' —y—2; >0  (i= 1,2,...24) (3.5)
P
uzau =u(y —x;) >0 (i= 1,2,...24) (3.6)
w>0  (i= 1,2,...24). (3.7)

Ked'ze sme predpokladali x; > 0, (i = 1,2,...24), z (3.5) vyplyva y > 0 (je
to logické: pri nulovej kapacite sa neda vyrabat’). Vzt'ahy (3.1) a (3.3) sa stavaji
rovnost’ami

pi — gi —u; =0 (i= 1,2,...24) (3.1)
dg 24

24 =0 3.3
iy Z:; (3.3)
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V kazdom obdobi t "off-peak”; je podl'a definicie nejaka cast’ kapacity firmy nevyuzita
(y > zy), teda, podl'a (3.6) musi pre tieto obdobia platit’ u; = 0. Prvé cast’ vety
vyplyva teraz priamo z (3.17):
_oC
bt = axta
takze pre vSetky obdobia mimo §picky je optimalne stanovit’ cenu rovnu hraniénym
prevadzkovym nékladom g—g; ked'ze kapacita firmy je nevyuzitd, dopyt by mal byt’

V kazdom obdobi spicky s ("peak period”) je kapacita firmy plne vyuzitd (zs = y).

Predpokladali sme %2 > O(rastica kapacita vyroby vyzaduje dodatoény kapital), z

dy
(3.3") dostavame
dg Z
@ == Ug > O,

¢ize aspon v niektorych obdobiach Spicky musia byt Lagrangeove multiplikatory
kladné. Z (3.1’) dostavame

e
Ps = o,

Cena prekro¢i hraniéné prevadzkové néklady o dodatoéné mnozstvo rovné hodnote

Lagrangeovho multiplikatora us. Navyse, sucet tychto prekroceni poc¢as dina sa rovna
hrani¢cnym nakladom na kapacitu, 3—5. Ked'ze v obdobi spicky dopyt vyvyja tlak

na kapacitu firmy, narast dopytu vyzaduje dodatocny kapital, ktory musi pokryt’
hrani¢né naklady .
Tym sme dokazali aj druht ¢ast’ tvrdenia . O

+ Uy pre 'ubovol'né obdobie §picky s.

3.2 Maximalizacia trzieb pri obmedzeni zisku

Uvazujme firmu vyrabajicu jeden tovar v mnozstve ¢ a predaj je ovplyvneny
vydavkami na reklamu, a. Firma maximalizuje svoju trzbu R(q,a) pri obmedzni
zisku (zo strany Statu)

II=R(q,a) = C(g) —a=m,

kde C'(gq) st naklady na produkciu a predpokladom je, ze hrani¢ny vynos z reklamy

i hrani¢né ndklady na vyrobu su kladné (? > 0, ‘2—0 > 0).
a q

Veta 3.2. Trzbu maximalizujica vyroba bude takd, Ze zisk sa bude rovnat’ pred-
, ., . . o, 9R - p N || B .
pisanej urovni m, pricom hranicny vynos B Je kladny a hranicny zisk 3q “aporny.

Dokaz. Cielom firmy je
max{R(¢,a) | R(g,a)—C(qg)—a>m, ¢>0, a>0}
Lagrangeova funkcia mé tvar

®(q,a,u) = R(q,a) + u(R(g,a) — C(q) —a—m)
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a Kuhn-Tuckerove podmienky pre optimum su:

0% _OR _ (0R 0\ _
dq g dq dq) ~
OR oC
. oyt < :
resp (14 u) 94 u 9 = 0 (3.8)
0P OR oC
qa——Q[( U)a—q—ua—} = (3.9)
00 _or, o
da _ da " da
OR u
resp. % S 1T+a (3.10)
0P OR
ap =a [(1+u)%—u} = (3.11)
)
g—u = R(q,a) —C(qg) —a—m >0 (3.12)
P
uY < u[R(g.a) ~ Ofg) ~a—m] =0 (3.13)
u>0 (3.14)
Za predpokladu ¢ > 0 sa podmienka (3.8) stava rovnost’ou
OR/0q ,
oC/dqg 1+u’ (38)

Ked'ze 22 > 0, z (3.10) a (3.14) mame u > 0. Podmienka (3.13) potom implikuje

Ja
IT = m. Ak vezmeme do tvahy predpoklad % > 0, z (3.8") vychddza, ze hrani¢ny
Vynos %—g je kladny, ale mensi ako hrani¢né néklady %. Preto hraniény zisk z
vyroby, %—1;[ = %—I; — % musi byt’ zaporny. O

7 ekonomického hl'adiska je zaujimavé porovnat’ tento vysledok s pripadom, ked’
firma maximalizuje zisk I1. Vtedy je totiz optimalna vyroba taka, ze hrani¢ny vynos
sa rovna hrani¢cnym nakladom. V naSom modeli to neplati, ¢ize aj objem vyroby je
rozny, ako si ukdzeme na priklade linearnej funkcie trzieb a kvadratickej ndkladovej
funkcie:

Nech R(q,a) = a1q + asa, ay >0, ag >0

a
C(q) = cq?, c>0.

Optimélna produkcia ¢ pre profit-maximalizujicu firmu vychadza priamo z pod-
mienky 88—1(;[ = 0: gn = 5. Pre firmu maximalizujicu trzbu je nutnou podmienkou
optimalnej vyroby

_OR uw dCw
- Oq T 1l+u dg  1+u

o 2cq,
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a teda mozeme uzavriet’

Qg 14w >Oé1_
QR_QC U QC_QH'

3.3 Regulacia ziv. prostredia — Efekty réznych
typov noriem

Existuje vel'mi vel'a druhov noriem, ktoré nutia firmy dbat’ na ochranu zivotného
prostredia. V tejto Casti si predstavime tri najviac pouzivané v praxi, ale aj najvi-
ac diskutované. Vychadzame z prace Helfanda, 1991, ktory uvazuje firmu, ktora
vyraba jediny produkt v mnozstve ¢ podl'a produkénej funkcie f(zq,x2) spfﬁajﬁcej
obvyklé vlastnosti, ze hraniény zisk z oboch faktorov je kladny, ale klesajuci. Fir-
ma tiez sposobuje znecistenie zivotného prostredia v objeme zavislom od trovne
produkcie i technolégie. V zdujme zniZenia tohto znecistenia firma moéze vyvinat’
urcitu aktivitu na jeho odstranenie alebo investovat’ do novych technolégii. Vysled-
na droven znecistenia potom bude

P =G (f(r1,22)) — Ab(x3),

kde Ab(x3) oznacuje aktivitu proti znecisteniu ako funkciu vynalozenych prostried-
kov na vyvoj alebo do novych technolégii. Predpokladame, ze ¢im viac prostriedkov
vynalozime na odstranenie znecistenia, tym nizsia bude jeho tiroven. celkovo moézme
uroven znecistenia opisat’ nasledovne:

P = P(.’,UI,I'Q,IB)

kde P, = g—£ > 0, P, = g—IPQ > 0, P3 = g—xps < 0. Predpokladd sa, ze firma

maximalizuje zisk, pricom cena produktu (p) je dand, rovnako ako ceny vstupnych
faktorov ¢y, ¢y a takisto cena aktivit proti znecisteniu c3. Funkcia zisku je

IT = pq — c1x1 — cawy — c33

Nutné podmienky maximalneho zisku, pokial’ firma nie je ni¢im obmedzovand, su

oIl Opq

gr_9%%1 _ . _)
oxry  0x; “ ’

Alebo slovami ekonéma, hraniény zisk z faktora ¢, (i = 1,2) sa musi rovnat’ jeho
cene. Aktivity proti znecisteniu len zvySuju naklady, optimalne je x3 = 0. Pre
optimélnu vyrobu plati:

C1
p

Co

f;lz f;zzp'

Aké ucinky bude mat’ na firmu zavedenie statnych noriem ohl'adom znecistenia?
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3.3.1 Standard 1: Obmedzenie celkovych emisii firmy

Ozna¢me Z, mnozstvo celkového znecistenia, ktoré je akceptovatelné v nejakom
casovom obdobi. D4 sa reprezentovat’ ohranicenim P(x) < Z,. Cielom firmy je
maximalizovat’ zisk:

_max I{pf(z1,22) — 121 — oy — csz3 | P(21,22,23) < Z,
1,02,L3

1 >0, 29>0, z3> O}
Napiseme Lagrangeovu funkciu

CI)(X, U) = pf(%;@) — C1T1 — CoTp — C3X3 + U(Zp - P(l’hxm 1’3))

a vysledné Kuhn-Tuckerove podmienky (s oznacenim f; = f;)

0P
— = —c —uP; <0 3.15
o2y pfi—c—ubP < ( )
alebo pf1 < ¢+ ubPy,
0P
[Ela—xl == xl(pfl — C1 — UP1> =0. (316)
Za predpokladu x; >0 plati pf; = + ub;, (3.17)
0P
Podobne pre vstup o: I = pfo—ca—uP, <0 (3.18)
T2
alebo pfa <o+ ubs,
0P
51328— = $2<pf2 — Cy — UPQ) =0. (319)
4]
Za predpokladu x5 >0 pfa = co + ubs. (3.20)

Prichddzame k zaveru, ze hodnota hrani¢ného zisku z faktora x; (i = 1,2) je rovnd
hrani¢nym nékladom na tento vstup (Cize cene za pridani jednotku), plus vydavky
w a P, = %. Lagrangeov multiplikdtor
udava, aky vplyv mé mald zmena v standarde Zp, na Zisk firmy a P; vyjadruje rast

znecistenia pri naraste vstupu ;. Pokracujme v K-T podmienkach:

za znecistenie uP;, kde u = u° =

0
- — —C3 — ’LLP3 S O
81'3
0o
ZL’38—$3 = ZE3<—03 - U.Pg) S 0.
xrg > 0 implikuje ¢c3 = —uPs3, kde P; < 0. Teda, hodnota zniZenia znecistenia

sposobeného zvysenim aktivit o jednotku sa rovna ndkladom na toto znecistenie.
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Nakoniec dostavame:

od
% = Zp_P(wlax%xfi) >0
od
Upe = w(Z, — P(x1,22,23)) =0
u > 0.

Vidime, ze ak P(z1,29,23) < Z,, tak u = 0. V tomto pripade sa podmienky (3.17)
a (3.20) zmenia na pf; = ¢; a pfa = ¢z, navyse ¢z > 0 implikuje z3 = 0. Tu je
ekonomickd interpreticia vysledkov:

Ak je znecistenie firmy pod povolenou hranicou, ziadne aktivity nie si potreb-
né a mame vlastne pripad neregulovanej firmy. V opacnom pripade je optimalne
P(x1,29,23) = Z, a v pripade pritomnosti oboch vyrobnych faktorov dostavame
(3.17) a (3.20). Ked'ze uw > 0, P, > 0, hodnota hrani¢ného zisku i-teho faktora
(1 = 1,2) bude vyssia ako v pripade bez regulacie. Vzhl'adom na vlastnost’ pro-
dukénej funkcie, ze hrani¢né zisky oboch faktorov s ich mnozstvom klesaju, je to
mozné len vtedy, ak plati:

ol <2?  (i=1,2),

kde index I oznacuje model s regulaciou a 0 model bez regulacie. Efekt tohto typu
reguldcie je celkom logicky: Ak chce firma dodrzat’ predpisani troven znecistenia
zivotného prostredia, musi znizit’ oba vstupy a tym padom aj produkciu.

3.3.2 Standard 2: Emisie na jednotku vystupu

Ozna¢me Zpp maximélne mnozstvo mnozstvo znecistenia, ktoré je akceptovatelné
na jednotku vyrobeného produktu. D& sa reprezentovat’ ohrani¢enim

P(.Tl, T2, x3)

f(ifl,l"z)

Ciel'om firmy je maximalizovat’ zisk ako v predchadzajicom modeli. Lagrangeova
funkcia ma tvar

< Zpr.

CI)(Xa U) = Pf(ffl, 5132) — C1T] — C2T9 — C3T3 + U(ZPFf(xlv $2) - P(xla T2, 5133))
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A Kuhn-Tuckerove podmienky

0P
Y pfi—a+u(Zprfi—P) <0 (3.21)
T
0P
1'187 =T [pfl — C1 + U(prfl — Pl)] = 0 (322)
1
0P
pr pfo—co+u(Zppfo — P) <0 (3.23)
)
0P
Trg — =T [pfo —co +u(Zppfo — P)] =0 (3.24)
2
0P
— = —c3—ubP3 <0. 3.25
0x3 Cs Urs = ( )
0P
nga—xg = ZL‘3(03 + UP3) =0 (326)
0P
% = ZPFf(xl,.TQ) — P(SCl,.%Q,J};g) Z 0 (327)
0P
umo =u [Zprf(x1,29) — P21, 29, 23)] >0 (3.28)
u>0 (3.29)
Ak firma prili§ neznecist'uje prostredie, ¢ize plati Zppf(x1,x2) > P(x1, 29, x3), tak
z (3.27) mdme u = 0 a ak cena aktivit proti znecisteniu c; je nenulova, tak z (3.25)

vychadza z3 = 0.
Ak sa na vyrobe podielaji oba faktory, Kuhn-Tuckerove podmienky (3.21) a
(3.23) sa stavaju rovnost’ami:

pfi—a+u(Zppfi—P1)=0
pfo—co+u(Zppfo — P) =0,

resp.
c1+ubPy
== - 3.30
I p+uZpr (3.30)
Co + UPQ
= - 3.31
f p+uZpr (3:31)
Z tychto rovnic vyplyva vzt'ah
P
fi_atub (3.32)
fo ctub

Aby sme ukézali efekt tohto typu reguldcie znecistenia na spravanie sa firmy, porovname
rovnice (3.30) a (3.31) s podmienkami optimality pre zdkladny model (pripad bez
reguldcie),

1

fi= " a f2= P (3.33)
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Vidime, ze ak u > 0 (obmedzenie znecistenia je aktivne), tak pomer hrani¢nych
ziskov z faktorov x; a x9 (3.32), ¢asto oznacovany ako hrani¢nd miera substiticie
medzi faktormi, sa na rozdiel od pripadu neregulovanej firmy nerovna pomeru cien
tychto faktorov. Efekt obmedzenia je v tomto pripade nejednoznaény — zavisi od
vzt'ahu pravych stran v (3.30 - 3.31) a (3.33). Oznacme indexom /7 rieSenie modelu,
kde ohrani¢enim je maximalne mnozstvo emisii na jednotku vyrobeného produktu.

Ak P! < 4 7Zpp, tak atulll oy teda fH < 0. Z vlastnosti produkénej funkcie
P ptuZpp p’ v g
fvyplyva zH > 20 (i =1,2).
Ak hrani¢né znecistenie sposobené faktorom i je mensie ako exogénne dany vyraz
k; = %Z pr, potom v porovnani so zakladnym modelom sa na vyrobu pouzije vicsie
mnozstvo tohto faktora. Naopak, ak toto hraniéné znecistenie je vécsie, firma, aby
splnila regula¢né opetrenie, musi na vyrobu pouzit’ mensie mnozstvo i-teho faktora.
Na zaver zhrnutie: Efekt reguldcie definovanej ako maximélna droven emisii na
jednotku vystupu je nejednoznacny. Znecistenie pri regulacii rastie, ale ak produkcia
rastie eSte rychlejsie, da sa udrzat’ predpisany standard.

3.3.3 Standard 3: Emisie na jednotku vstupu

Dalsim sposobom ako sa dé prispiet’ k ¢istému zivotnému prostrediu, je zhora
ohranicit’ troven znecistenia plyniceho z jednotky urcitého vstupu, ako naprik-
lad obmedzit’ mnozstvo oxidu siri¢itého emitovaného z jednej tony pouzitého uhlia.
Tento typ regulacie sa podl'a Dudenhoffera, 1984 nazyva regulacia intenzity a
da sa sformulovat’ ako

Pla,2a,m) P19
IZ i 77 )=

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze je regulovana intenzita druhého pro-
dukcéného faktora. Firma celi nasledovnému optimalizacnému problému:

max{Il = pf(z1,x9) — 121 — Cawo — c3xs | P21, 29, 23) < Zp,x9,
1 >0, x9>0, x3> 0}

Pouzijuc Lagrangeovu funkciu

(I)(qu) = pf(%; 1’2) — C1T] — CoTy — C3X3 + U(ZP2172 - P($175627373))
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dostavame Kuhn-Tuckerove podmienky:

g—i:pfl—cl—uf’l <0
xlg—i =z1(pfi —c1 —uP1) =0 (3.34)

g—i =pfo—co+u(Zp,— P) <0
an—z =29 [pfo—co+u(Zp, — P)] =0 (3.35)

g—i =—c3—uP3; <0

1'33—2 =x3(—c3 —uP;) =0

g—i} = Zp,xo — P(x1,29,23) >0

ug—i = u[Zp,xe — P(x1,79,23)] =0

u>0

Oznacme indexom [ riesenie modelu s regulaciou intenzity. Ak opét’ predpok-
laddme pritomnost’ oboch faktorov (x; > 0, x2 > 0), a navySe reguldcia je aktivna
(u > 0), podmienka (3.34) déva:

Opiit’, z vlastnosti produkénej funkcie vyplyva xif < 29, ¢ize firma znizuje mnozstvo

prvého vstupu. Aky je vzt’ah medzi mnozstvom regulovaného vstupu a analogickym
mnozstvom v zakladnom modeli? Pozrime sa na podmienku (3.35):

ar ¢ | u
==+ —(P—Zp).
2 D p<2 2)

Vidime, ze ak hrani¢né znecistenie regulovaného faktora je vyssie ako akceptovatelné
mnozstvo na jednotku tohoto faktora, potom hraniénd produktivita fi7 je vyssia
ako v zdkladnom modeli (fY), a teda mnozstvo faktora pouzité pri vyrobe je mensie
ako by bolo bez obmedzenia. Ak hrani¢né znecistenie P je nizsie, dostavame opacny

vysledok.
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Kapitola 4

Firma a regulacné opatrenia

Predstavme si firmu posobiacu v monopolnom prostredi, ktora vyraba jediny
tovar v mnozstve ¢ vyuzivajuc pri tom vstupy kapital a pracu v mnozstvach K a
L. predpokladajme, ze firma moze tieto vstupy pouzit’ v 'ubovol'nom mnozstve pri
konstatntych cenach c¢; resp. c¢o. Jednotkova cena vystupu je p. Profitova alebo
ziskova funkcia je, podobne ako v predoslych modeloch

II=pg—cxkK —crL (4.1)

Za predpokladu (celkom rozumného), ze oba vstupy sa podiel'aju na vyrobe, maxi-
malizacia zisku vyzaduje

oll  Opq B
oIl Opq B
A teda 5
g:lf)? =X (4.4)

¢ize hrani¢na miera substiticie medzi kapitdlom a pracou sa rovnd pomeru ich cien.
Tento vysledok pozname z predchadzajicej kapitoly a samozrejme plati pre firmu,
ktora nemusi celit’ Ziadnym regulaciam zo strany statu.

4.1 Averch-Johnsonov model

Predpokladajme, ze vlada uvali na firmu obmedzenie v podobe tzv. "férovej miery
vynosnosti”. Ak miera vynosnosti je postudend ako prili§ vysoka, firma musi znizit’
ceny. S touto myslienkou prisli v r. 1962 Harvey Averch a Leland L. Johnson: "V
posudzovani urovne cien uctovangch firmami za ponikané tovary alebo sluzby, vlddne
requlacné orgdny casto pristupuji ku kritériu “férovej miery vynosnosti” (fair rate
of return): Po tom, ako firmy odcitaji prevadzkové ndklady od hrubych vinosov,
zostavajuce cisté vynosy by mali presne kompenzovat’ ndklady firmy na investicie
(do budov, zariadenia, pristrojov atd’.). Ak miera viinosnosti, vypocitand ako pomer
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cistych vinosov k hodnote kapitdlu, je posiudend ako prilis vysokd, firma musi znizit’
ceny. Ak je tdto miera posiudend ako dostatoéne nizka, firma moze zvysit’ ceny.”

Profit-maximalizujice spravanie firmy pri takomto regulacnom opatreni sa da
opisat’ nasledovne:

Veta 4.1. Hranicnd miera substiticie medzi jednotlivymi vstupmi sa viac nerovnd
pomeru ich cien - Firma md tendenciu zvySovat’ investicie: MnoZstvo kapitdlu
pouzitého pri requlacnom oparteni nie je mensie ako v pripade bez obmedzens.

Dékaz. Definujme produként funkciu firmy ako ¢ = f(K, L)ktord nech splita ob-
vyklé vlastnosti produkénych funkecii:
_9f

_9f
_8—K>0’ fL—a_L>O
f(O,L):f(K,O):O,

fx

tj. hrani¢né produktivity su kladné a kladné produkcia vyzaduje oba vstupy. Mozeme
napisat’ aj funkciu dopytu, reprezentujicu cenu vystupu, ako funkciu negativne
zavisli na urovni produkcie g:

p=plg), pricom p'(g)=—<0

Averch a Johnson sa rozhodli neuvazovat’ ndklady na nadobudnutie kapitélu (takze
hodnota kapitalu sa rovnd jeho mnozstvu) ani amortizaciu budov a zariadenia pocas
uvazovaného casového obdobia. Zarobené peniaze urcené na kapital si hrubé vynosy
minus vydavky na pracovnu silu: pg — ¢ L. Tieto po vydeleni hodnotou kapitalu
davaju mieru vynosnosti kapitdlu. Regulacia pozaduje, aby tato miera nebola vyssia
ako stanovend "férova miera vynosnosti”; oznacena s. Averch-Johnsonovo regulaéné
opatrenie sa da zapisat’ symbolicky ako

pq — crL

e <s alebo pq—sK —c L <0. (4.5)

Keby s < cg, ¢ize keby akceptovatel'd navratnost’ kapitalu bola nizsia ako jeho
cena, firma by bola nitend odstipit’ z trhu. Preto predpokladame s > cg; miera
névratnosti musf aspon pokryt’ naklady. Ulohou firmy je maximalizovat’ zisk (4.1)
pri obmedzeni (4.5) a tiez K > 0, L > 0. Lagrangeova funkcia ma tvar

(K, L,u) =p(q)g — ecx K —c L —u(p(q)g — sK — ¢ L)

kde ¢ = f(K, L).
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Kuhn-Tuckerove nutné podmienky pre maximum v K°, L° u° sa

O~ (L= w)lp + Pl i — e+ us <0 (a)

KO Rl il - s} =0 B
O (L= w)lp+ Pl (1 w)es <0 (©)

192 = L{0 —wlp+ el — (0 —wer} =0 (d)
g_i — —(p(q)qg — sK — e L) >0 (e)

“g_i = u(p(q)g — sK —¢,L) =0 (®)

u > 0. (g)

Za predpokladu K° > 0, L° > 0, u° > 0, teda ze A-J ohranicenie je aktivne v bode
(K°, L°), podmienky (a), (c) a (e) sa stavaju rovnost’ami:

(I —=w)p+pqfx +us=ck (4.6)
[p+1'dlfr = cx (4.7)
pq—sK —c L =0. (4.8)

Tieto tri rovnosti vlastne urcia tri nezname K°, L° a u°.

V pripade, ze ziadna reguldcia nie je v platnosti (u = 0), rovnice (4.6) a (4.7) sa
redukuju na rovnice (4.2) a (4.3) — dostdvame zndme pravidlo, ze hrani¢ny vynos
kazdého faktora sa rovnd jeho cene. Z (4.6) vyplyva, ze ak je ohranic¢enie aktivne,
tato rovnost’ je narusend. Nasledkom toho, firma je nitenad vo vyrobe uplatnit’ iny
pomer kapitdl-praca. Hrani¢na miera substitiicie medzi faktormi sa viac nerovna
pomeru ich cien. Prva cast’ vety je tymto dokézana.

Za predpokladu, ze u > 0, z u = 1 podla (4.6) vyplyva cx = s. Opacne, ak
cx = s, vzt'ah (4.6) sa redukuje na vzt’ah (4.2) zodpovedajici spravaniu sa firmy
v neregulovanom prostredi. Preto zosilnime nas predpoklad s > cx na s > cx a
zabezpecime tym u® # 1.

Oznacme indexom ’°’
dexom ™’ situaciu bez reguldcie. Vzt’ah pre hrani¢nu produktivitu kapitalu % =
[p+p'q| fx oznacme M Ry a pre hraniéni produktivitu prace [p+ p'q|f zasa MRy
Vzt'ah (4.6) sa teraz da prepisat’ v tvare

rieSenie optimalizacnej tlohy pre regulovant firmu a in-

s—=c
MR;(:CK—%UO

(4.9)
Pri platnosti s > cx a u° < 1 vychddza M R} < ck.

Ak funkcia vynosov G = pf(K, L) je konkdvna, tak hrani¢nd produktivita
kapitalu M Rk je nerasticou funkciou kapitalu a tym padom mnozstvo kapitdlu
pouzitého pri regulacnom opatreni (K°) je mensie alebo rovné ako v pripade bez
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reguldcie (K*). Hoci predpoklad konkdvnosti funkcie G je kI'icovy, v povodej for-
muldcii Avercha-Johnsona nebol spominany a priniesol ho az Takayama (1969). Keby
G b?la rydzo konkavna, tak plati 32153 = Ag?(K <0= K°> K*.

Dalej, z (4.6) a (4.7):

MRk cx (s—ck) u CK

MRL N Cyr, Cyr, (]_ - UO) Cy, ’

Hrani¢nd miera substiticie medzi jednotlivymi vstupmi je nizsia ako pomer vstup-
nych cien. Ta istd uroven produkcie teraz vyzaduje viac kapitalu a menej prace
v porovnani s pripadom bez regulacie. 7 coho prameni tato neefektivna alokécia
zdrojov? Spojenim (4.1) a (4.5) dostaneme

II° < (s —cg)K° (4.10)

Cisty vynos firmy na jednotku pouzitého kapitdlu je najviac (s — CKk) a prave to
vytvara podnet nahradzat’ pracu kapitdlom. Tymto sme dokézali aj druhu cast’
vety, tzv. Averch-Johnsonov efekt. O

Dolezitou otazkou v analyze A-J modelu je, ¢i hodnota Lagrangeovho multip-
likatora u° je voObec mensia ako 1. Averch-Johnson argumentuji zhruba nasledovne:
Ked'ze s > cg, u° nebude rovné jednej z dovodov uz spominanych. Pre neregulo-
vanu mieru vynosu plati u® = 0. Vd'aka spojitosti u® vzhl'adom na s by malo u
zostat’ mensie ako 1.

Lenze spojitost’ u nie je intuitivne jasnd, ako si v§imol Takayama (1969): ”Hod-
nota Lagrangeovho multiplikdtora moze skocit’ z nulovej na nenulovi hodnotu v bode,
kde sa ohranicenie stdva aktivnym.” 7 (4.6) sa da explicitne vyjadrit’ vzt’ah pre u°:

wo =K K (4.11)

samozrejme, ak menovatel’ je nenulovy. V tom pripade vsak zo (4.6) vyplyva s = ck
¢o je spor s predpokladom s > ck. Teda rovnica (4.11) zostdva v platnosti pre
vsetky pripady brané teraz do tvahy. Ak predpokladdame, ze M Ry je spojitou
funkciou K° a L° a navyse K° a L° su spojité funkcie s, tak prava strana (4.11) je
spojita vzhl'adom na s a teda aj u° je spojita funkcia s. Inymi slovami, spojitost’
u® vzhl'adom na s zavisi od spojitosti K° a L° vzhl'adom na s.

Iny sposob ako dokazat’ ze u® < 1, vychddza tiez z rovnice (4.11): Dodatoénym
predpokladom je tentokrat s — M Rx > 0; vtedy, ked’ze predpokladame s > cg, je
menovatel’ vacsi ako cCitatel a plati u® < 1.

Podobnti podmienku zvolili E1-Hodiri a Takayama (1973), kori tvrdia, ze za
predpokladu konkévnosti funkcie G, A-J efekt (K° > K*) nastdva vtedy a len
vtedy, ak M Ri < cgi. Taktiez tvrdia, ze u° < 1 prave vtedy, ked M Rx < ci tj.
prave vtedy ked” K° > K*. Dokézali A-J efekt bez akychkol'vek predpokladov o u°,
ale z poziadavkou M Ri < ck.

V nasledujicej ¢asti predstavime A-J model z geometrického hl'adiska.
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4.2 Geometricka interpretacia

S geometrickou intrpretaciou A-J modelu prisiel v r. 1970 E. E. Zajac, ktory
vyhlasil, ze striktne matematické metédy Avercha a Johnsona mozu posobit’ trochu
"cudzo” na tych ktori sa reguldciou zaoberaju. V mnohych diskusidch o A-J modeli
je to prave Zajacovo geometrické spracovanie, ktoré je prezentované.

Zakladom geometrického modelu je profitovy kopec, znazorneny v zakladnej
forme na obr.(4.1) Jeho tvar je dosledkom predpokladu, ze pri danej produkcii je
zisk funkciou pouzitej préce a kapitalu. Krivka nulového profitu reprezentuje vsetky
dvojice praca-kapitdl, ktoré rezultuju do nulového zisku. Ak firma pouzije pri vyrobe
lepsiu kombinaciu vstupov, pohne sa k vyssim ziskovym krivkam. Predpoklada sa,
ze profitovy kopec md jediny vrchol (maximdlny zisk neregulovanej firmy, bod E,
s optimalnou kombindciou K* a L*) a klesajici povrch pri pohybe I'ubovolnym
smerom od tohto vrchola. Nechajme teraz vladu uvalit’ na firmu obmedzenie. Toto
sa dd zapisat’ (vzt’ah 4.10) ako

I1° < (S — CK)KO

Firma musi operovat’ na, alebo pod rovinou Il = (s —cx) K v stradnicovom systéme
K, L,TI. Geometricky, Averch-Johnsonovo regula¢né opatrenie sa da predstavit’ ako
dvere zavesené na osi L, pohybujice sa smerom od osi K v zavislosti od rastice;j
férovej miery vynosnosti s. Bod najvyssieho zisku je jasne viditelny: Ked'ze rovina
ohranicenia sa otaca okolo osi L, maximalny zisk zodpovedd maximalnemu K pozdiz
prieniku roviny ohranicenia a profitového kopca (bod R na obr. 4.1).

II

profitovy kopec

krivky rovnakého
zisku

krivka ohranienia

rovina
ohranicenia

krivka nulového profitu

K

Obrazok 4.1: Profitovy kopec a rovina ohranicenia

Pokiisme sa premietnut’ celi situdciu do roviny (K, L). Krivka "isoquant” pre
urcitu fixovanu droven produkcie reprezentuje také kombinacie praca-kapital, ktoré
vedu prave k tejto produkeii. Na kazdej z tychto kriviek (pre rozne trovne spotreby)
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existuje bod s najnizsimi ndkladmi (tzv. efektivny bod) a ten je pre firmu najvyhod-
nejsi, lebo v nom sa maximalizuje zisk. Mnozina efektivnych bodov pre vsetky
urovne produkcie vytvara tzv. expanznu krivku. Za normalnych okolnosti, teda v
pripade Ze na firmu nie je vyvyjany tlak reguldcie, vyraba pri takej alokécii zdrojov,
ktora zodpovedd bodu na expanznej krivke (bod E).

Uvalenim regulacného opatrenia sa oblast’” moznych kombindcii praca-kapital
zuzuje: Firma nesmie vyrabat’ v oblasti obklopenej krivkou ohranicenia (siva oblast’
na obr 4.2). Pripominame, Ze krivka ohranicenia je prienikom roviny ohranicenia s
profitovym kopcom, nie krivkou rovnakého zisku.

A

L

isocosts

expanznd krivka

«—— krivka ohranicenia

K* KO K

Obréazok 4.2: Efekt reguldcie

Z obrazka (4.2) je tiez vidiet’, ze pri reguldcii, ak si chce firma udrzat’ danu
uroven produkcie (teda ak chce pomer praca-kapitdl udrzat’ na znézornenj krivke
isocost), musi sa "pohnit™ zo sivej oblasti na jej hranicu do bodu R, ktory vsak
lezi na “drahsej” krivke isocost. Ked'ze firma nevyuziva najlacnejsi pomer vsupov,
hovorime o neefektivnej alokacii zdrojov. Opét’ sa ukézal Averch-Johnsonov efekt.

4.3 Rozsirenia A-J modelu

Kliacovym predpokladom v Averch-Johnsonovom modeli je, ze firma maximal-
izuje zisk. To nemusi byt’ vzdy pravda. V tejto ¢asti budeme skumat’, aké ucinky ma
zavedenie regulacného opatrenia na firmu ktorej prvoradym cielom nie je maximal-
izacia zisku. Touto otazkou sa zaoberali hlavne Elizabeth Bailey a John Malone
(1970) a tiez Zajac (1970). Predpoklady z Averch-Johnsonovho modelu si rovnaké:
firma sa regulacii prisposobi okamzite, amortizacia je nulova a na kladni produkciu
st potrebné oba vstupy.
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4.3.1 Maximalizacia trzieb

Firma nemaximalizuje zisk, teda prijmy minus vydaje, ale len samotné prijmy ale-
bo trzbu. Trzba je funkciou mnozstva vyrobeného produktu, Lagrangeovu funkciu
mozno zapisat’ v tvare

O(K,L,u)=R(q(K,L)) —u[R(¢(K,L)) — sK — cpL]

Regulacné obmedzenie ostdva rovnaké, v Lagrangeovej funkcii sa akurat odzrkadlila
skutocnost’, ze firma maximalizuje jednoducho trzby, R. Nutné podmienky maxima
st (opét’ predpokladdme pritomnost’ oboch faktorov a aktivnost’ ohranicenia):

dR 0q

1 — y)— 2L

( )dq8K+u =0,
dR Oq

1 —u)— L

( >dq8L+UCL 0,

R(q(K,L)) — sK — ¢ L.

Upravou dostavame

L B (Rt -3
—us —ucy, ’
Cize
dL s
dK n CL.

Firma je nitena pri vyrobe pouzit’ taky pomer vstupov, ktory neminimalizuje nakla-
dy. Minimélne naklady sa dosiahnu len vtedy, ak hrani¢na miera substitiicie prace
za kapitdl je rovnd pomeru ich cien. To je mozné len ak cx = s. Ked'ze sa predpo-
kladd s > cg, tak dL = > “%. Inymi slovami, firma pri vyrobe vyuzije menej kapitdlu
a viac prace. (Balley & Malone ,1970)

Situdcia je zndzornend na obr (4.3). V bode FE firma pre dant troven produkcie
minimalizuje naklady — sklon izokvanty sa rovna pomeru cien vstupnych faktorov.
Firma je vsak reguldciou nutend vyrabat’ v bode R, ktory neminimalizuje néklady,
pretoze sklon izokvanty je vacsi ako pomer vstupnych cien.

4.3.2 Maximalizacia produkcie

K podobnym vysledkom dospejeme, ak predpokladdme, ze firma namiesto trzieb
maximalizuje droven svojej produkcie. Lagrangeova finkcia sa da napisat’ ako

sK +c;L

(K, Lyu) = q(K, L) —u |q(K, L) = p(q)
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isoquant

K

neregulovand isocost

regulovand i,mm,&/B

Obrazok 4.3: Maximalizicia trzby

Kuhn-Tuckerove podmienky optimality sa dajui za obvyklych predpokladov napisat’
v tvare

l—u)— +u—— =0,
ST p(q)
dq L
l—u)—+u—= =0
ST p(q)
* K+l
(k. L)~ E I
p(q)
Upravou dostavame rovnaky vysledok ako v predchadzajicom pripade:
g~ L=wpdq - (1 —wp-9g
. —us —ucy,
dL s
dK B CL.

Hrani¢na miera substiticie medzi faktormi pracou a kapitalom sa nerovna pomeru
ich cien, firma je opét’ nutena vyrabat’ pri neefektivnej alokécii zdrojov, konkrétne,
ako v predchédzjicom pripade, s va¢sim mnozstvom préace na ukor kapitélu.(opat’
Bailey & Malone,1970)

4.3.3 Maximalizacia ¢istych vynosov z investicii

Zajac (1970) uvazuje pripad, ked’ firma maxmalizuje ¢isty vynos z investovaného
dolara. Navratnost’ investicii, ktort firma maximalizuje je definovana takto:

= Pla(K, L)q(K, L) —crL — iafak

e — feK
_ l p(Q<K7 L))Q(Kv L) B CLL . idde
fe K fe
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kde celkovy kapital K je rozdeleny na pomernu ¢ast’ fy, ktoru firma dlhuje pri droku
14, a Cast’, kapitalu vlastneného firmou, f.. Plati f. + f; = 1, f. = const., f; =
const. Fyzické mnozstvo pohl'adavok je potom f;K a vyska vlastného kapitalu f, K.
Vsimnime sa, ze vyraz v hranatych zatvorkach vyjadruje vlastne I'avi stranu Averch-
Johnsonovho regulaéného opatrenia (4.5). Désledkom toho, vyraz r., dosahuje svoje
maximum pre maximalnu akceptovatelni mieru vynonosti s. Firma teda hl'lada

taki kombindciu praca-kapital, ktora by maximalizovala mieru vynosnosti. Pozrime
sa na obr (¢.4.4)

isoquants

~— expanznd krivka
L Q
E

Le

——krivka ohranicenia

Ka Ke K

Obrézok 4.4: Maximalizicia cistych vynosov

Vsetky body na krivke ohranic¢enia reprezentuji maximalnu mozni mieru vynos-
nosti. Firma nie je nitend k vyrobe pri konkrétnom pomere vsupov, je indiferentna
vzhl'adom na vsetky body krivky ohranicenia a rozhodne sa na zaklade inych kritérii.
Ak si, napriklad praje minimalizovat’ naklady, vyslednym bodom bude bod E, ktory
lezi na expanznej krivke a zodpoveda efektivnej alokacii vstupnych zdrojov. Ak si
firma zeld maximalizovat’ iroven vyroby, vyberie si bod @), ktorym prechadza krivka
isoquant zodpovedajuca najvyssej urovni produkcie. Efekt regulacie miery vynos-
nosti je v tomto pripade opacny ako v pripade A-J efektu.

Zéverom kratke zhrnutie: V pracach, ktoré nasledovali po publikdcii Averch-
Johnsonovho modelu v r.1962, sa autori vacsinou snazili o urcité rozsirenie. Zistilo sa
ze v predpoklady, ktoré Averch a Johnson zaviedli, sice vedu "prekapitalizacii”, ¢ize
firma pri vyrobe vyuziva viac kapitalu ako je pre nu idedlne, ale tieto predpoklady
v realnom svete nemusia, a ¢asto ani nie st splnené.
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Kapitola 5

Zaver

Tato praca mala ambiciu nahliadnut’ na problematiku optimalizacie ocami ekono-
ma. Ukézalo sa, ze vyznamnu ulohu v ekonomickej interpretacii matematickych
optimalizacnych modelov hraju Kuhn-Tuckerove podmienky. Uvodné kapitola ma
motivacny charakter: Ukézat’ ze v ekonomickej praxi je vel'mi vel'a problémov, ktoré
sa daju sformulovat’ ako tiloha matematického programovania.

V druhej kapitole sme ako nadstavbu Lagrangeovej térie odvodili Kuhn-Tuckerove
nutné podmienky optimality pre rozne typy uloh matematického programovania.
Skimali sme tiez vzt’ah medzi sedlovym bodom Lagrangeovej funkcie a Kuhn-
Tuckerovymi podmienkami. Geometrickiti a ekonomicku interpretaciu sme doplnili o
problematiku konvexného programovania, v ktorom mozno K-T podmienky povazo-
vat’ postacujice podmienky optimality.

Siroké praktické uplatnenie Kuhn-Tuckerovych podmienok na réznych modeloch
z ekonomickej praxe sme chceli ukazat’ v tretej kapitole. KI'icovou je cast’ o regulacii
urovne zivotného prostredia, kde sme ukazali vplyvy roznych typov environmentdl-
nych standardov na produkciu firmy.

Posledna kapitola patri podrobnej analyze monopolnej firmy, ktora je konfronto-
vana s regula¢nym opatrenim zo strany statu. Vysledky ziskané analyzou vychadzja-
cou z Kuhn-Tuckerovej teérie sme interpretovali graficky.

Vel'mi pekne ekonomicky interpretovatel'na je teéria duality, ktorou sme sa v tej-
to praci nezaoberali. V tom vidime mozny smer pri hl'adani d’alsich ekonomickych
interpretacii matematickych postupov. Z praktického hl'adiska by bolo zaujimavé
venovat’ sa este podrobnejsie Averch-Johnsonovmu modelu skimanému vo stvrtej
kapitole. Niektoré Averch-Johnsonove predpoklady su totiz z praktického hl'adiska
t’azko dosiahnutel'né. Nasu analyzu sme rozsirili o model firmy, ktora nemaximalizu-
je svoj zisk (ako predpokladali Averch a Johnson), ale obrat, iroven vyroby ¢ ¢isty
vynos investicii. Zaujimavé by bolo skimat’ pripad, ked vlada neobmedzi mieru
vynosnosti firmy (A-J model), ale napriklad cenu vyrabaného produktu (tzv price
cap reguldcia).

Verime Ze tato praca splnila svoj ucel a poukazala na niektoré zaujimavé eko-
nomické implikacie matematickych modelov.
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