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2 Bariérová opcia 9

2.1 Knock-out opcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Knock-in opcia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Úvod

V priebehu posledných desat’roč́ı a najmä koncom minulého storočia sa za-

čali objavovat’ na finančných trhoch rôzne nestability. Boli dôsledkom najmä

zvýšenej volatility cien akcíı, menových kurzov, úrokových sadzieb, indexov,

atd’. Samozrejme, malo to za následok zvýšenie riźık pre všetkých účast-

ńıkov finančného trhu. T́ı začali hl’adat’ možnosti na eliminovanie týchto

riźık, čoho výsledkom bol vznik finančných derivátov, ktorých hodnota záviśı

od pŕıslušných akt́ıv.

Ciel’om tejto diplomovej práce je bližšie sa pozriet’ na jeden druh fi-

nančného derivátu - opciu a to konkrétne bariérovú. Zauj́ıma nás najmä

spôsob jej oceňovania na neúplnom trhu v diskrétnom modeli.

Bariérové opcie patria medzi najpopulárneǰsie a zároveň aj najstaršie spo-

medzi exotických opcíı. Snyder prvý poṕısal bariérovú opciu ako ”̌speciálnu

opciu s malým rizikom” v roku 1969. Merton odvodil explicitný vzorec pre

výpočet jej hodnoty v roku 1973 a v roku 1991 Rubinstein a Reiner odvodili

tieto vzorce pre všetkých 8 typov jedno-bariérových opcíı.

V podstate existujú tri hlavné dôvody pre uprednostnenie bariérovej opcie

voči obyčajnej. Za prvé, bariérová opcia dokáže lepšie vystihnút’ predstavy

investora o budúcom správańı sa akt́ıva, a teda investor nemuśı platit’ za

tie scenáre, ktoré nepokladá za pravdepodobné. Za druhé, cena bariérovej

opcie je vo všeobecnosti nižšia ako cena obyčajnej, nakol’ko je k opcii pridaná

d’aľsia podmienka, ktorá muśı byt’ splnená, aby mohla byt’ opcia uplatnená.

Za tretie, bariérová opcia dokáže v určitých situáciách poskytnút’ citliveǰsie

zaistenie, napr. ked’ už nie je viac potrebné akt́ıvum zaist’ovat’, ak presiahlo

istú hodnotu.

V prvej časti práce si predstav́ıme niektoré základné pojmy použ́ıvané

v opčnej teórii. Ďalej budeme pokračovat’ prehl’adom a charakteristikou

bariérových opcíı, kde si aj odvod́ıme explicitný vzorec na výpočet hod-

noty konkrétneho typu bariérovej opcie. Tretia kapitola obsahuje algorit-

mus na oceňovanie bariérovej opcie v binomickom strome. V štvrtej kapitole
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si poṕı̌seme algoritmus na oceňovanie bariérovej opcie na neúplnom trhu,

ukážeme si optimálnu zaist’ovaciu stratégiu a zameriame sa na očakávanú

kvadratickú odchýlku, ktorá vyplýva zo zaist’ovania. V závere sú zobrazené

výsledky použitia oboch algoritmov na dvoch konkrétnych bariérových op-

ciách.

1 Základné pojmy

Táto kapitola obsahuje niektoré základné opčné pojmy, ako sú európ-

ska a americká opcia, Black-Scholesova rovnica, samofinancovaná stratégia,

hedging a arbitráž.

1.1 Európska opcia

Európska call (put) opcia je kontrakt, v ktorom jedna strana źıskava

právo kúpit’ (predat’) akt́ıvum1 v presne určenom expiračnom čase t = T

za vopred dohodnutú expiračnú cenu E (strike price). Zdôraznime, že daná

strana źıskava právo, ale nie povinnost’ kúpit’ (predat’) toto akt́ıvum. Toto

právo má teda samo o sebe istú hodnotu, a preto treba zaň v čase uzavretia

kontraktu t = 0 zaplatit’ istú prémiu V . Pre obe strany - pre vypisovatel’a

ako i pre držitel’a opcie - je zauj́ımavé vediet’, aká je optimálna hodnota

prémie tak, aby ani jedna strana nebola zvýhodnená.

Pri každom opčnom kontrakte sú dve strany. Na jednej strane je investor,

ktorý si opciu kúpil - hovoŕıme, že je v long poźıcii. Na druhej strane je

investor, ktorý opciu predal (vyṕısal) - hovoŕıme, že je v short poźıcii.

Dôležitou charakteristikou opcíı (nielen európskych) je tzv. payoff di-

agram, ktorý popisuje výplatu investora v čase expirácie (maturity). Po-

čiatočné náklady na opciu tu zahrnuté nie sú. Ak označ́ıme koncovú cenu

podkladového akt́ıva ako S, tak pre európsku call opciu je payoff diagram

daný ako:

1čo môže predstavovat’ napr. akciu, index, výmenný kurz, úrokovú mieru, atd’.
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• short poźıcia min(E − S, 0)

• long poźıcia max(S − E, 0)

Pre európsku put opciu je payoff diagram daný ako:

• short poźıcia min(S − E, 0)

• long poźıcia max(E − S, 0)

Podl’a aktuálnej ziskovosti opcie deĺıme na

• in-the-money - ak je cena akt́ıva nad hranicou E a uplatnenie opcie by

nám prinieslo zisk

• out-of-the-money - ak cena akt́ıva klesne pod hranicu E, opcia sa stáva

bezcennou a jej uplatnenie nemá zmysel

• at-the-money - ak je cena akt́ıva na úrovni E

1.2 Americká opcia

Americká call (put) opcia je kontrakt, v ktorom jedna strana źıskava právo

kúpit’ (predat’) akt́ıvum v l’ubovol’nom čase pred expiráciou t ≤ T za vopred

dohodnutú expiračnú cenu E. Od európskej opcie ju odlǐsuje práve možnost’

uplatnenia opcie aj pred jej vypršańım. Všetko ostatné, čo sme si povedali

o európskej, plat́ı aj pre americkú opciu.

1.3 Black-Scholesov vzorec

Nakol’ko naš́ım ciel’om v tejto práci nie je skúmat’ Black-Scholesov model2

ako taký a budeme ho iba využ́ıvat’ na porovnanie výsledkov, nebudeme sa

teraz zaoberat’ jeho presným odvodeńım, ale iba ho naznač́ıme vo vel’mi

hrubých rysoch.3

2Black Fischer, Scholes Myron (1973). The pricing of options and corporate liabilities.

Journal of Political Economy, 81, 637–654.
3podrobné odvodenie je napr. v [1]
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Odvodenie Black-Scholesovej rovnice pozostáva z troch krokov. V prvom

z nich urč́ıme stochastickú rovnicu, podl’a ktorej sa správa vývoj samotnej

ceny akcie S. V druhom kroku odvod́ıme stochastickú rovnicu, podl’a ktorej

sa správa funkcia V (S, t) od náhodne sa meniacej ceny akcie S. Funkcii V

vo všeobecnosti hovoŕıme finančný derivát. V tret’om kroku zostav́ıme tzv.

bezrizikové portfólio vhodnou kombináciou medzi množstvom akcíı a opcíı

na danú akciu. Výsledkom je rovnica

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, (1.1)

kde r označuje bezrizikovú úrokovú mieru a σ označuje volatilitu ceny akcie.

Táto rovnica je známa ako Black-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica

na oceňovanie ceny derivátov akcíı.

Z nej sa dá odvodit’ explicitný vzorec pre oceňovanie opcie. Pre názornost’

si naznač́ıme odvodenie pre európsky call. Okrajové podmienky v tomto

pŕıpade sú

V (0, t) = 0, V (S, t) ∼ S pre S −→ ∞
a koncová podmienka je

V (S, T ) = max(S − E, 0).

Po séríı transformácíı a aplikovańı Greenovej formule dostaneme

V (S, t) = SN(d1) − Ee−r(T−t)N(d2), (1.2)

kde

d1 =
(r + σ2

2
)(T − t) + ln S

E

σ
√

T − t

d2 =
(r − σ2

2
)(T − t) + ln S

E

σ
√

T − t
a

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−ξ2/2dξ

je kumulat́ıvna distribučná funkcia normálneho rozdelenia. Formula (1.2) sa

nazýva Black-Scholesov vzorec pre oceňovanie európskej call opcie. Všetky

konštanty a parametre vystupujúce vo vzorci by mali byt’ vopred známe.
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1.4 Samofinancovaná stratégia

Predpokladajme, že investor vlastńı portfólio obsahujúce cenné papiere,

ako akcie, dlhopisy a opcie. Vzhl’adom na to, že hodnota jednotlivých cen-

ných papierov sa s časom meńı, meńı sa aj hodnota portfólia. Obchodná

stratégia investora tiež ovplyvňuje hodnotu portfólia, napr. zmenou podielu

cenných papierov v portfóliu, resp. dodatočnými vkladmi alebo výbermi

prostriedkov z portfólia.

Hovoŕıme, že stratégia správy portfólia je samofinancovaná, ak okrem

počiatočnej invest́ıcie žiadne prostriedky nie sú vkladané a ani vyberané

z portfólia. To znamená, že náklady spojené s nákupom jedného cenného pa-

piera v portfóliu sú kompletne financované predajom nejakého iného v rámci

toho istého portfólia.

1.5 Hedging

Finančné inštitúcie, ktoré predávajú opcie svojim klientom, čelia problému

zabezpečenia sa voči riziku. Keby predávali opcie, ktoré by boli totožné

s tými, čo sa predávajú na burze, mohli by svoje riziko neutralizovat’ kúpou

rovnakej opcie na burze. Ak sa však opcia prispôsob́ı potrebám klienta a

d’alej už nezodpovedá žiadnej štandardne predávanej opcii na burze, zaistenie

voči riziku sa stáva ovel’a obtiažneǰsie. Jeden z dôvodov je, že citlivost’ ceny

opcie na zmenu ceny akcie sa časom a podmienkami trhu meńı a tým pádom

sa meńı aj vhodná poźıcia pre zaistenie. Ďaľśım dôvodom je, že cena opcie

je tiež citlivá aj na zmenu volatility a v tomto pŕıpade sa už na zaistenie

podkladové akt́ıvum použit’ nedá.

Hedging (zaistenie) je vlastne stratégia, v ktorej sa tvorca portfólia snaž́ı

eliminovat’ riziko tým, že uzavrie opačné pŕıkazy na dvojicu akt́ıv, ktorých

korelácia je negat́ıvna. Medzi najjednoduchšie takéto stratégie patria napr.

holá (naked) poźıcia, krytá (covered) poźıcia alebo stratégia zastaň-strata

(stop-loss). Väčšina obchodńıkov uprednostňuje sofistikovaneǰsie zaist’ova-

cie schémy. Ich prvotným ciel’om je zńıžit’ citlivost’ portfólia na malé zmeny
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v cene podkladového akt́ıva za krátky časový úsek. Táto stratégia je známa

ako delta hedging.

1.6 Arbitráž

Jedným zo základným pojmov v teórii oceňovania finančných derivátov

a ich zaistenia je arbitráž. Inými slovami, nikdy nemôže existovat’ pŕıleži-

tost’ na okamžitý bezrizikový zisk. Toto si však žiada mierne upresnenie -

takáto pŕıležitost’ môže existovat’, ale iba určitú dobu, kým sa prirodzeným

procesom (pohyby cien) neeliminuje.

Najväčš́ı bezrizikový výnos z portfólia je rovný výnosu, ktorý by sme

źıskali po vložeńı zodpovedajúcej hotovosti do banky. Samozrejme, investo-

vańım napr. do cenných papierov sa dá dosiahnut’ vyšš́ı výnos, ale ten nie

je zaručený. Keby existovala takáto pŕıležitost’ a mali by sme pri nej istý

zisk, tak by nebol dôvod vkladat’ peniaze do banky a bolo by výhodnej-

šie si požičat’ z banky čo najväčšie množstvo peňaźı (za nižš́ı úrok ako je

náš možný výnos) a to d’alej investovat’ do spomı́naných cenných papierov.

Banka by na tento zvýšený dopyt po peniazoch odpovedala, podl’a očaká-

vania, zvýšeńım úrokových sadzieb, čo by následne zńıžilo náš možný výnos

z investovania. Tu však treba podotknút’, že sme nezohl’adnili transakčné

náklady, rozdielne úrokové sadzby pre pôžičky a vklady, dane, atd’., ale ako

názorný pŕıklad to bolo postačujúce.

2 Bariérová opcia

Bariérová opcia je kontrakt, ktorý bud’ vznikne (knock-in) alebo zanikne

(knock-out), ked’ cena podkladového akt́ıva prekroč́ı istú hranicu (zvanú ba-

riéra) v (S, t) priestore, ktorá je nad (up) alebo pod (down) cenou akt́ıva

v čase, kedy bola opcia vyṕısaná.

• ”up-and-in”: opcia je bezcenná, pokial’ bariéra S = X nie je do-

siahnutá zdola ešte pred expiráciou;
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• ”down-and-in”: opcia je bezcenná, pokial’ bariéra S = X nie je do-

siahnutá zhora ešte pred expiráciou;

• ”up-and-out”: opcia je bezcenná, ak bariéra S = X je dosiahnutá

zdola ešte pred expiráciou;

• ”down-and-out”: opcia je bezcenná, ak bariéra S = X je dosiahnutá

zhora ešte pred expiráciou.

Komplikovaneǰsie bariérové opcie môžu mat’ dve bariéry (dvojitá barié-

rová opcia) alebo koncovú payoff funkciu určenú jedným akt́ıvom a hladinu

bariéry druhým (dvojrozmerná bariérová opcia). Bariérové opcie môžu byt’

aj súčast’ou komplikovaneǰśıch kontraktov a spomedzi path-dependant opcíı4

obchodovaných na svetových burzách patria medzi najobl’úbeneǰsie, možno

aj preto, lebo bývajú lacneǰsie ako obyčajné opcie. Pri niektorých barié-

rových opciách môže byt’ vyplatený rabat - pre out opciu, ak je bariéra

prekročená, v pŕıpade in opcie, ak sa bariéra nikdy nedosiahne. Tento rabat

vlastne slúži ako kompenzácia pre držitel’a opcie za jej stratu a rob́ı opciu

ešte atrakt́ıvneǰsou pre potenciálnych kupcov.

Vel’mi dôležitá pri oceňovańı bariérových opcíı je otázka sledovania do-

siahnutia bariéry z pohl’adu času. Väčšina modelov predpokladá spojité

monitorovanie bariéry; inými slovami, bariéra môže byt’ prekročená v l’u-

bovol’nom čase pred expiráciou. Je to predovšetkým z dôvodu, že tento

predpoklad vedie k analytickým riešeniam. V praxi je však väčšina (ak nie

všetky) bariérových opcíı monitorovaná v diskrétnom čase. Okrem prak-

tického hl’adiska sú na to právne aj finančné dôvody, nakol’ko v niektorých

pŕıpadoch pri spojitom sledovańı bariéry sa môže vyskytnút’ pŕıležitost’ na

arbitráž5.

V nasledujúcej časti si odvod́ıme explicitný vzorec pre európsku barié-

rovú call opciu, pre put opciu je odvodenie obdobné. Zložiteǰsie je to však

4ich výplata v čase expirácie je závislá, nejakým netriviálnym spôsobom, na vývoji ceny

podkladového akt́ıva
5vid’ Kou S.G. [6] str.2
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v pŕıpade americkej bariérovej opcie, pre ktorú neexistuje všeobecný expli-

citný vzorec a na jej oceňovanie budeme využ́ıvat’ iba diskrétny model (n-árny

strom), ktorý si predstav́ıme neskôr.

2.1 Knock-out opcia

• down-and-out

• up-and-out

Zoberme si pŕıpad európskej down-and-out call opcie s výplatou v čase

expirácie max(S − E, 0) za predpokladu, že počas celej doby trvania opcie

S nikdy neklesne pod hranicu X. Ak S predsa len klesne pod X, opcia sa

stane bezcennou. Hodnotu takejto opcie vieme explicitne vyjadrit’ pomocou

vzorca - podrobne sa budeme zaoberat’ iba pŕıpadom, ked’ E > X.

Pokial’ je S väčšie ako X, hodnota opcie Vout(S, t) sṕlňa Black-Scholesovu

rovnicu. Koncová podmienka pre túto rovnicu je

Vout(S, T ) = max(S − E, 0).

Ako sa S zväčšuje, pravdepodobnost’, že sa dosiahne bariéra, sa stáva za-

nedbatel’nou a ak predpokladáme, že sa nevyplácajú dividendy,

Vout(S, t) ∼ S pre S −→ ∞.

Zatial’ je táto situácia totožná s obyčajnou opciou, avšak problém oceňovania

sa zmeńı v druhej okrajovej podmienke, kde namiesto S = 0 sa aplikuje

S = X. V momente, ked’ S dosiahne X, opcia sa stáva bezcennou, teda

na úrovni S = X je hodnota opcie nulová:

Vout(X, t) = 0.

Týmto sme ukončili formuláciu problému a môžeme prejst’ k hl’adaniu expli-

citného riešenia.

Použijeme substitúcie ako pri odvodeńı (1.2). Teda

S = Eex, t = T − τ/
1

2
σ2, Vout = Eeαx+βτu(x, τ),
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kde α = −1
2
(k − 1), β = −1

4
(k + 1)2 a k = r/1

2
σ2. S týmito novými premen-

nými sa bariéra transformuje na

x0 = ln(X/E),

a celý problém s bariérovou opciou sa meńı na

∂u

∂τ
=

∂2u

∂x2
, (2.1)

kde

u(x, 0) = max
(
e

1
2
(k+1)x − e

1
2
(k−1)x, 0

)
= u0(x), x ≥ x0, (2.2)

u(x, t) ∼ e(1−α)x−βτ pre x −→ ∞, (2.3)

a

u(x0, t) = 0. (2.4)

Posledná okrajová podmienka je tu nová a vysporiadame sa s ňou pomocou

prinćıpu zrkadlenia. Premietneme počiatočné dáta okolo bodu x0 = ln(X/E)

a v tom istom čase zmeńıme ich znamienka, č́ım bude automaticky splnená

podmienka (2.4). Čiže namiesto riešenia (2.1)-(2.4) na intervale x0 < x < ∞,

riešime (2.1) pre všetky x, kde však plat́ı

u(x, 0) = u0(x) − u0(2x0 − x),

čo sa dá preṕısat’ na

u(x, 0) =




max
(
e

1
2
(k+1)x − e

1
2
(k−1)x, 0

)
pre x > x0

−max
(
e(k+1)(x0− 1

2
x) − e(k−1)(x0− 1

2
x), 0

)
pre x < x0.

Týmto spôsobom je zaručené, že u(x0, 0) = 0.

Predpokladajme, že

C(S, t) = Eeαx+βτu1(x, τ)

je cena obyčajnej opcie s rovnakou expiračnou cenou a dátumom vyprša-

nia, ale bez bariéry. Samozrejme, táto hodnota je daná Black-Scholesovou

rovnicou a vieme, že u1(x, τ) je riešenie rovnice vedenia tepla. Teda máme

u1(x, τ) = e−αx−βτC(S, t)/E.
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Riešenie pre bariérovú opciu môžeme zaṕısat’ ako

Vout(S, t) = Eeαx+βτ
(
u1(x, τ) + u2(x, τ)

)
,

kde u2(x, τ) je riešenie problému s antisymetrickými počiatočnými dátami.

Toto riešenie môžeme vyjadrit’ pomocou u1 využit́ım invariantnosti rovnice

(2.1) vzhl’adom na otočenie a zmenu znamienka. Dostávame

u2(x, τ) = −u1(2x0 − x, τ)

= −e−α(2 log(X/E)−log(S/E))−βτC(X2/S, t)/E,

nakol’ko nahradenie x za 2x0 − x je ekvivalentné s nahradeńım S za X2/S.

Nakoniec dostávame riešenie vyjadrené čisto pomocou S a t

Vout(S, t) = C(S, t) −
( S

X

)−(k−1)

C
(
X2/S, t

)
, k = 2r/σ2. (2.5)

Je zrejmé, že Vout(X, t) = 0; samozrejme, koncová podmienka je splnená iba

pre S > X, lebo pre S < X je hodnota opcie nulová.

2.2 Knock-in opcia

• down-and-in

• up-and-in

Uvažujme teraz pŕıpad európskej down-and-in call opcie. Hodnota op-

cie Vin(S, t) stále sṕlňa základnú Black-Scholesovu rovnicu a našou úlohou

zostáva iba určit’ správnu koncovú a správne okrajové podmienky. Výrazom

C(S, t) označ́ıme európsku call opciu s rovnakým časom expirácie a rovnakou

expiračnou cenou ako bariérová opcia.

V momente, ked’ je prvýkrát dosiahnutá bariéra, bariérová opcia sa stáva

obyčajnou, ktorej hodnota je daná pomocou Black-Scholesovho vzorca. Pre

nás je však zauj́ımavý pŕıpad, ked’ ešte bariéra dosiahnutá nie je.

Pre S −→ ∞ je hodnota opcie nulová, nakol’ko č́ım je S väčšie, tým je

menšia pravdepodobnost’, že klesne pod bariéru a aktivuje opciu. Z toho
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dostávame prvú okrajovú podmienku

Vin(S, t) −→ 0 pre S −→ ∞.

Ak je v čase expirácie S > X, tak hodnota opcie je nulová. Koncová pod-

mienka pre S > X je teda6

Vin(S, T ) = 0.

Nakoniec, ak cena akt́ıva dosiahne v nejakom čase pred expiráciou hodnotu

S = X , opcia sa okamžite zmeńı na obyčajnú, a teda bude mat’ aj takú istú

hodnotu. Druhá okrajová podmienka je teda

Vin(X, t) = C(X, t).

Ak S < X, bariéra bola prekročená a opcia je aktivovaná. Ostáva nám teda

riešit’ problém iba pre S > X. Týmto sme ukončili formuláciu problému.

Pre explicitné riešenie down-and-in opcie si najprv naṕı̌seme

Vin(S, t) = C(S, t) − Vout(S, t).

Ked’že Black-Scholesova rovnica a hraničné podmienky sú lineárne, Vout muśı

sṕlňat’ koncovú podmienku

Vout(S, T ) = C(S, T ) − Vin(S, T ) = C(S, T ) = max(S − E, 0);

a okrajové podmienky

Vout(S, t) = C(S, t) − Vin(S, t) ∼ S − 0 = S, pre S −→ ∞
Vout(X, t) = C(X, t) − Vin(X, t) = C(X, t) − C(X, t) = 0.

Dopracovali sme sa k poznatku, že európsky in plus európsky out sa rovná

obyčajnej opcii. Toto je zrejmé aj z finančného pohl’adu, nakol’ko hodnota

portfólia pozostávajúceho z jednej in opcie a jednej out opcie (s rovnakou

6Ak sa jedná o opčný kontrakt s rabatom Z, ak sa nedosiahne bariéra, tak táto pod-

mienka bude Vin(S, T ) = Z.
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bariérou, expiračnou cenou a aj dobou) sa muśı rovnat’ hodnote obyčajnej

opcie (s rovnakou expiračnou cenou a dobou). Je to v dôsledku toho, že iba

jedna z tých dvoch bariérových opcíı môže byt’ akt́ıvna v čase expirácie a

nech je to ktorákol’vek, jej hodnota je hodnotou obyčajnej opcie.

3 Binomická metóda oceňovania bariérovej

opcie

Binomické metódy na oceňovanie opcíı sú odvodené z modelov diskrétneho

náhodného pohybu. S Black-Scholesovou analýzou súvisia iba nepriamo a to

predpokladom rizikovej neutrálnosti.

Celý proces spoč́ıva v tom, že poznáme cenu akt́ıva teraz (v čase 0) a po-

mocou binomického stromu nasimulujeme jej možné hodnoty v budúcnosti až

do času T . V koncových bodoch stromu si už potom podl’a payoff diagramu

vieme vyrátat’ hodnoty opcie pre jednotlivé koncové ceny akt́ıva. Násled-

ným spätným pohybom v strome sa dostaneme opät’ do času 0 a źıskame aj

súčasnú hodnotu opcie.

3.1 Tvorba modelu

Časový úsek T rozdeĺıme na M periód s rovnakou vel’kost’ou δt. Na simulo-

vanie použijeme diskrétny náhodný pohyb, a teda ceny akt́ıva sa budú menit’

iba v diskrétnych časoch, ktoré sú násobky δt. Ak je cena akt́ıva Sm v čase

mδt, tak v čase (m + 1)δt môže nadobúdat’ iba dve hodnoty, uS > S a

dS < S. Hodnoty d a u sa počas simulácie nemenia. Pravdepodobnost’

zvýšenia ceny akt́ıva je daná hodnotou p, pravdepodobnost’ zńıženia naopak

(1 − p).

Ďaľśım dôležitým predpokladom je riziková neutrálnost’ - sklony investorov

k riziku sú v procese oceňovania opcie nepodstatné. Tento predpoklad môžeme

zaviest’ vtedy, ak je možné dokonale zaistit’ portfólio a tým ho spravit’

bezrizikovým. Predpokladáme, že investori sú rizikovo neutrálni (aj ked’
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väčšina z nich taká nie je) a že výnos z akt́ıva je rovný bezrizikovej úrokovej

miere. Na základe tohto predpokladu zist’ujeme, že hodnota V m derivátu

v časovom kroku mδt je očakávanou hodnotou derivátu v časovom kroku

(m + 1)δt zńıžená bezrizikovou úrokovou mierou r:

V m = E[e−rδtV m+1].

Hodnoty p, d a u sú určené tak, aby diskrétny náhodný pohyb mal rov-

nakú strednú hodnotu a varianciu ako spojitý náhodný pohyb. Teda, očaká-

vané stredné hodnoty a variancie ceny akt́ıva Sm+1 budeme rátat’ podl’a spo-

jitého rizikovo-neutrálneho náhodného pohybu a diskrétneho binomického

modelu.

Pre strednú hodnotu dostávame

Ec[S
m+1|Sm] = erδtSm,

kde r je bezriziková úroková miera. Z diskrétneho binomického náhodného

pohybu dostávame

Eb[S
m+1|Sm] =

(
pu + (1 − p)d

)
Sm.

Ked’ dáme tieto dve očakávané hodnoty do rovnosti, dostaneme

(
pu + (1 − p)d

)
Sm = erδtSm. (3.1)

Pre varianciu platia nasledovné vzt’ahy

varc[S
m+1|Sm] = e2rδt(eσ2δt − 1)(Sm)2

varb[S
m+1|Sm] =

(
pu2 + (1 − p)d2 − e2rδt

)
(Sm)2,

z čoho obdobným spôsobom ako pri stredných hodnotách dostávame

pu2 + (1 − p)d2 = e(2r+σ2)δt, (3.2)
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kde σ označuje volatilitu.

Rovnice (3.1) a (3.2) sú iba dve, ale my máme tri premenné u,d a p.

Aby sme všetky tri mohli jednoznačne určit’, potrebujeme źıskat’ ešte jednu

rovnicu. Jej určenie je v podstate na nás, zauž́ıvané sú tieto dve možnosti:

u =
1

d
(3.3)

p =
1

2
(3.4)

Pŕıpad u = 1
d

Z rovńıc (3.1), (3.2) a (3.3) dostávame sústavu troch rovńıc, ktoré určia

nami hl’adané premenné u,d a p :

d = A −
√

A2 − 1, u = A +
√

A2 − 1, p =
erδt − d

u − d
, (3.5)

kde

A =
1

2

(
e−rδt + e(r+σ2)δt

)
.

Pŕıpad p = 1
2

Z rovńıc (3.1), (3.2) a (3.4) dostávame inú sústavu troch rovńıc, ktoré

tiež určia nami hl’adané premenné u,d a p :

d = erδt
(
1 −

√
eσ2δt − 1

)
,

u = erδt
(
1 +

√
eσ2δt − 1

)
, (3.6)

p =
1

2
.

Teraz pristúpime k samotnej tvorbe binomického stromu možných cien

akt́ıva, pri jeho tvorbe použijeme jednu zo sústav (3.5) alebo (3.6). Zač́ıname

v čase t = 0 a predpokladáme cenu akt́ıva S0
0 . V nasledujúcom čase δt sú dve
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možné ceny akt́ıva, S1
1 = uS0

0 a S1
0 = dS0

0 . Takýmto spôsobom postupujeme

d’alej, až do času Mδt. Tu treba poznamenat’, že strom je poprepájaný,

takže do jeho jednotlivých uzlov sa dá dostat’ viacerými spôsobmi. V m-tom

časovom úseku je m + 1 možných cien akt́ıva,

Sm
n = dm−nunS0

0 , n = 0, 1, . . . , m.

3.2 Oceňovanie európskej opcie

Ked’ už máme strom hotový a poznáme všetky možné hodnoty SM ,

môžeme na základe payoff funkcie pre našu opciu určit’ jej možné hodnoty

V M
n v čase T . Pre pŕıpad call opcie to bude

V M
n = max(SM

n − E, 0), n = 0, 1, . . . , M (3.7)

a pre put

V M
n = max(E − SM

n , 0), n = 0, 1, . . . , M. (3.8)

Muśıme tu zohl’adnit’ fakt, že hodnota opcie pod bariérou je nulová (v pŕı-

pade ”down-and-out” opcie). Pri spätnom pohybe tiež kontrolujeme, či pre

aktuálnu hodnotu opcie je cena akt́ıva pod hodnotou bariéry, kedy je jej

hodnota opät’ nulová. V opačnom pŕıpade použijeme vzorec

V m
n = e−rδt

(
pV m+1

n+1 + (1 − p)V m+1
n

)
, n = 0, 1, . . . , m (3.9)

a týmto spôsobom sa dostaneme aj k nami hl’adanej hodnote V 0
0 .

3.3 Oceňovanie americkej opcie

Jediný rozdiel oproti európskej opcii je v tomto pŕıpade možnost’ skoršieho

uplatnenia opcie. Túto podmienku však vieme bez problémov zakomponovat’

do nášho binomického modelu. Celý proces tvorby stromu prebehne rovnako

ako v pŕıpade európskej opcie a po źıskańı všetkých hodnôt SM , použijeme

na źıskanie hodnôt V M
n bud’ vzorec (3.7) alebo (3.8), podl’a toho, či rátame

call alebo put opciu. Zmena však nastane pri spätnom pohybe v strome.
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Nakol’ko opcia môže byt’ uplatnená v l’ubovol’nom čase, muśıme v každom

bode pri určovańı hodnoty V m
n rozhodnút’, či je výhodneǰsie opciu ponechat’

a jej hodnotu v danom bode dostaneme podl’a (3.9) alebo opciu uplatnit’ a

jej hodnotu dostaneme podl’a upravenej verzie payoff funkcie. Matematicky

to môžeme pre call opciu vyjadrit’ ako

V m
n = max

(
max(Sm

n − E, 0), e−rδt(pV m+1
n+1 + (1 − p)V m+1

n )
)
. (3.10)

Pre put opciu je to obdobné

V m
n = max

(
max(E − Sm

n , 0), e−rδt(pV m+1
n+1 + (1 − p)V m+1

n )
)
. (3.11)

4 Oceňovanie bariérovej opcie na neúplnom

trhu

Podmienka, že cena akcie sa môže menit’ iba dvomi spôsobmi znie možno

nereálne, a preto sa skúsme pozriet’ na reálneǰsiu situáciu. Predstavme si, že

chceme zaistit’ finančný derivát s výplatou (payoff funkciou) HT skonštruo-

vańım samofinancovaného portfólia s hodnotou Vt, t = 0, . . . T . Ukáže sa,

že hl’adané riešenie je proces Ht, čo je vlastne diskrétna analógia Black-

Scholesovej hodnoty.

4.1 Tvorba modelu

V Cox, Ross a Rubinsteinovom modeli sú povolené iba dve možné hod-

noty výnosu akt́ıva v l’ubovol’nej jednej perióde, aby bola zachovaná úplnost’

modelu. My však teraz budeme pracovat’ s modelmi, ktoré môžu mat’ väčš́ı

počet možných výnosov v jednej perióde. Pri ich tvorbe budeme vychádzat’

z rovnakých základov, ako sme si ukázali pri tvorbe binomického stromu

(kapitola 3.1). Využijeme pri tom fakt, že binomický strom po n deleniach

obsahuje n + 1 koncových bodov. Ak sa však budeme tvárit’, že delenia ne-

vid́ıme a vid́ıme iba počiatočný a koncový stav, ich pospájańım dostaneme

elegantné riešenie pre (n + 1)-árny strom (obrázok 1).
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Obr. 1: Obrázok vl’avo predstavuje binomický strom, pomocou ktorého sa dopracujeme

k hodnotám S0. . .S5. Na obrázku vpravo už vidno výsledný strom s piatimi možnými

výnosmi v jednej perióde.

K źıskaniu výnosov na jednotlivých vetvách, spolu s pravdepodobnost’ami

ich nastatia, môžeme použit’ jednu zo sústav rovńıc (3.5) alebo (3.6), ktorú si

uprav́ıme pre n-árny strom. Pre výnos a rizikovo neutrálnu pravdepodobnost’

na vetve i teda platia vzt’ahy

výnosi = dn−iui−1 qi =

(
n − 1

i − 1

)
(1 − p)n−ipi−1, (4.1)

kde u,d a p dostaneme z rovńıc (3.5) alebo

výnosi = dn−iui−1 qi =

(
n − 1

i − 1

)
pn−1, (4.2)

kde u,d a p dostaneme z rovńıc (3.6).

Proces tvorby stromu si ukážeme aj na konkrétnom pŕıklade (strom s 5

vetvami). Majme európsku down-and-out call opciu s parametrami

S = 4000, E = 4250, X = 3600, r = 0.04, T = 0.5, σ = 0.2.

Naš́ım ciel’om je ocenit’ túto opciu pri rebalansovańı portfólia 5-krát za daný

časový úsek. Bezrizikovú ročnú úrokovú mieru 4% sme upravili pre jeden

časový úsek (dt = 0.1 roka) na hodnotu 1.041/10 − 1 = 0.39%. Použit́ım
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Obr. 2: V prvom st́lpci sú uvedené pravdepodobnosti pre jednotlivé vetvy, v druhom sú

pŕıslušné výnosy.

napr. sústavy (4.2) dostávame nami hl’adané pravdepodobnosti a výnosy

(obrázok 2).

Na základe źıskaných výnosov už vieme poskladat’ kompletný strom (obrá-

zok 3).

Obr. 3: Strom budúcich možných cien akcie St.
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4.2 Strednohodnotový proces

Rizikovo neutrálne pravdepodobnosti q a výplata opcie HT definujú stred-

nohodnotový proces {Ht}t=0,1,...,T ako

Ht = Et

[ HT

(1 + r)T−t

]
.

V našom pŕıpade sa podmienené pravdepodobnosti q zhodujú s rizikovo ne-

utrálnymi pravdepodobnost’ami z jednokrokového Markowitzovho CAPM

modelu. Teda HT−1 je CAPM cena opcie v čase T − 1, HT−2 je CAPM

cena HT−1 v čase T − 2, atd’.

Hodnoty Ht vypoč́ıtame rekurźıvne pomocou rizikovo neutrálnych pravde-

podobnost́ı zač́ınajúc od poslednej periódy, podobne ako v pŕıpade úplného

trhu,

Ht = Et

[ Ht+1

1 + r

]
, (4.3)

t = T − 1, . . . , 0.

Avšak tento vzt’ah sa odlǐsuje od svojej úplnotrhovej verzie v tom, že kým

v pŕıpade úplného trhu existuje samofinancované portfólio s hodnotou Ht,

ktoré perfektne replikuje Ht+1, v pŕıpade neúplného trhu takéto portfólio

vo všeobecnosti neexistuje. Výsledok je znázornený na obrázku 4.

4.3 Black-Scholesove delta a optimálna zaist’ovacia

stratégia

Optimálnu zaist’ovaciu stratégiu θt źıskame z minimalizácie zaist’ovacej

odchýlky Et[(Vt+1 − Ht+1)
2]. Použit́ım podmienky samofinancovania

Vt+1 = (1 + r)Vt + θtSt

(
R̂t+1 − (1 + r)

)
môžeme spomı́nanú odchýlku preṕısat’ na

Et =
[(

(1 + r)Vt + θtSt

(
R̂t+1 − (1 + r)

)
− Ht+1

)2]
(4.4)

a je jasné, že optimálna hodnota θt záviśı nielen na Ht+1, ale aj na Vt.
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Obr. 4: Strednohodnotový proces Ht.

Zo samofinancovania portfólia vyplýva, že v čase t si už nemôžeme sami

zvolit’ hodnotu Vt, ale táto hodnota je daná našou predošlou obchodovacou

stratégiou a cenami akt́ıv. Avšak je zmysluplné uvedomit’ si, akú hodnotu

Vt by sme si zvolili, keby sme tú možnost’ mali. Ukazuje sa, že optimálna

dvojica minimalizujúca (4.4) je Vt = Ht, θt = θBS
t

θBS
t =

Et

[(
Ht+1 − (1 + r)Ht

)(
R̂t+1 − (1 + r)

)]
StEt

[(
R̂t+1 − (1 + r)

)2] , (4.5)

kde θBS
t je diskrétna analógia spojitého Black-Scholesovho delta a {R̂t}t=1,...,T

predstavuje rovnako rozdelené nezávislé výnosy akcie s pravdepodobnost’ami

danými na obrázku 2. Inými slovami, Ht−1 źıskame ako priesečńık Ht a nad-

bytočného akciového výnosu z metódy najmenš́ıch štvorcov a Black-Scholesove

delta je koeficient sklonu v tejto regresii.
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4.4 Proces kvadratickej odchýlky

Strednohodnotový proces Ht reprezentuje hodnotu, ktorú sa portfólio

Vt snaž́ı dosiahnut’. Dá sa ukázat’, že Vt = Ht minimalizuje očakávanú

kvadratickú replikačnú odchýlku z pohl’adu v čase t, Et[(VT −HT )2]. Vel’kost’

tejto odchýlky v ideálnom pŕıpade Vt = Ht je meraná procesom kvadratickej

odchýlky ε2
t a je poč́ıtaná rekurźıvne podl’a

ε2
t = Et[ε

2
t+1] + kt+1ESREt(Ht+1) (4.6)

εT = 0

Výraz ESREt(Ht+1) je jednokroková očakávaná kvadratická replikačná

chyba zo zaist’ovania výplaty Ht+1 a kt+1 označuje podiel jednokrokovej od-

chýlky, ktorá sa prenáša z predchádzajúceho kroku.

kt = (1 + r)2(T−t)

Spôsob, akým sa poč́ıta spomı́naná jednokroková očakávaná kvadratická

replikačná chyba si ukážeme na konkrétnom pŕıklade. Využijeme pri tom

nami už predtým nagenerovaný strom možných cien akcie s hodnotami St a

k nim strom s pŕıslušnými hodnotami Ht. Zoberme si stredný uzol v pred-

poslednej perióde stromu s hodnotou S4 = 4032.10. Položka, ktorú muśıme

v tomto pŕıpade zaistit’ je

b =




335.27

54.09

0.00

0.00

0.00




,

čo je výplata opcie podmienená cenou akcie v čase t = 4 rovnej 4032.10.
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Payoff akcie použitej pri zaisteńı je

A =




1.0039 4585.27

1.0039 4304.09

1.0039 4040.16

1.0039 3792.41

1.0039 3559.85




.

Nakol’ko sa nachádzame už za očakávanou kvadratickou odchýlkou, muśıme

každý riadok matice A a b upravit’ odmocninou pravdepodobnosti pre pŕı-

slušnú vetvu. Tieto rizikovo neutrálne pravdepodobnosti sú

q =




0.0625

0.2500

0.3750

0.2500

0.0625




a upravené payoff matice sú

Ã =




√
0.0625 × 1.0039

√
0.0625 × 4585.27√

0.2500 × 1.0039
√

0.2500 × 4304.09√
0.3750 × 1.0039

√
0.3750 × 4040.16√

0.2500 × 1.0039
√

0.2500 × 3792.41√
0.0625 × 1.0039

√
0.0625 × 3559.85




, b̃ =




√
0.0625 × 335.27√
0.2500 × 54.09√
0.3750 × 0.00√
0.2500 × 0.00√
0.0625 × 0.00




.

Vieme, že optimálne zaistenie je

x =
(
Ã�Ã

)−1

Ã�b̃

x =

[
−868.876

0.224

]

a očakávaná kvadratická odchýlka je ε̃�ε̃, kde ε̃ = Ãx− b̃. V našom pŕıpade

ε̃ =




−45.13

18.84

20.00

−11.41

−18.73




,
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a teda

ε̃�ε̃ = 3272.75.

Obrázok 5 znázorňuje jednokrokovú očakávanú kvadratickú replikačnú

chybu vypoč́ıtanú pre celý strom. Aj intuit́ıvne nám je jasné, že opcie, ktoré

sú už d’aleko in-the-money alebo d’aleko out-of-the-money, sa dajú replikovat’

bezchybne. Toto nám potvrdzuje aj spomı́naný obrázok, na ktorom je vidno,

že chyba je najväčšia na hranici at-the-money a znižuje sa až k nule, pre vel’mi

vel’ké alebo vel’mi malé ceny akcie.

Obr. 5: Jednokroková očakávaná kvadratická replikačná chyba.

Ked’ dopoč́ıtame jednokrokové chyby, zostáva nám ich ešte všetky skombi-

novat’, aby sme mohli vypoč́ıtat’ celkovú očakávanú kvadratickú chybu (lebo

práve tá nás zauj́ıma). Rekurźıvnym použit́ım vzorca (4.6) a vyňat́ım k,
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t 0 1 2 3 4

kt+1 1.0319 1.0238 1.0158 1.0079 1.0000

E0

[
ESREt[Ht+1]

]
631.35 783.97 904.39 1118.80 1968.19

Tab. 1: Čiastkové očakávané kvadratické chyby.

nakol’ko proces k je deterministický, dostávame

ε2
0 =

T−1∑
t=0

kt+1E0

[
ESREt(Ht+1)

]
,

čo je vlastne už nami hl’adaný vzt’ah na výpočet celkovej očakávanej kvadra-

tickej chyby.

Tabul’ka 1 zobrazuje numerické hodnoty E0

[
ESREt(Ht+1)

]
pre jednotlivé

periódy t, spolu s váhami k.

Celková očakávaná kvadratická chyba v našom pŕıpade je

ε2
0 = 1.0319 × 631.35 + 1.0238 × 783.97 + 1.0158 × 904.39 +

+ 1.0079 × 1118.80 + 1.0000 × 1968.19 = 5468.59.

5 Experimenty

V tejto časti uvedieme praktické výsledky poṕısaných algoritmov. Sú

naṕısané v jazyku C++ a výsledky sú znázornené pomocou programu Mi-

crosoft Excel. Ciel’om numerických výpočtov je źıskanie relat́ıvne presných

hodnôt opcíı, v závislosti od vel’kosti časového kroku a overenie ich konver-

gencie k presným hodnotám. Tiež nás zauj́ıma aj vel’kost’ očakávanej kva-

dratickej odchýlky ceny replikačného portfólia od výplaty bariérovej opcie

v čase expirácie.
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5.1 Európska down-and-out call opcia

Parametre pre opciu sme si zvolili rovnako, ako v pŕıklade, ktorý sme

použ́ıvali v teoretickej časti.

S = 4000, E = 4250, X = 3600, r = 0.04, T = 0.5, σ = 0.2

Presná hodnota tejto opcie použit́ım vzorca (2.5) je 149.60.

Nakol’ko v teoretickej časti sme si ukázali dva spôsoby na výpočet jed-

notlivých výnosov a pŕıslušných pravdepodobnost́ı (sústavy rovńıc (4.1) a

(4.2)), je dobré si spomı́nané spôsoby aj overit’ na konkrétnej úlohe. V oboch

pŕıpadoch sme použili stromy s 3 až 7 výnosmi v jednej perióde (samozrejme,

nie naraz, ale postupne). Nie je problém mat’ aj viac výnosov, ale tým

narastá výpočtová náročnost’ a pre naše potreby je uvedený rozsah postaču-

júci. Časový úsek - 6 mesiacov - sme si delili na rôzny počet deleńı. Začali sme

s piatimi deleniami, pričom frekvenciu hedgovania sme zvyšovali iba o malé

hodnoty a až neskôr sme rozdiely vo frekvencii postupne zvyšovali a končili

sme č́ıslami 1750 a 2000. Ku koncu boli husteǰsie merania zbytočné, nakol’ko,

uvid́ıme to aj z nasledujúcich grafov, namerané hodnoty boli už ustálené a

menili sa len pozvol’na.

V grafe na obrázku 6 sú znázornené hodnoty opcie v závislosti od frekven-

cie delenia, pričom všetkých 5 merańı (3-7 možných výnosov) je zobrazených

naraz. Na výpočet sme použili sústavu rovńıc (4.1). Na porovnanie je dobré

vidiet’ hned’ aj výsledky použit́ım druhého spôsobu a to sústavy rovńıc (4.2)

(obrázok 7).

Z grafov je vidno, že pri použit́ı oboch spôsobov dostávame približne rov-

naké výsledky. Rozdiel je v tom, že hodnoty opcie pri použit́ı prvého spôsobu

sú menej stabilné7 a na spol’ahlivé riešenie treba väčšiu frekvenciu delenia.

Rovnakú vlastnost’ pozorujeme aj v rámci použitia jedného spôsobu, ked’

pri párnom počte výnosov sú riešenia stabilneǰsie ako pri nepárnom počte.

7v tomto pŕıpade pod pojmom stabilný rozumieme to, že zmena hodnoty opcie pri

malej zmene frekvencie delenia je malá
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Jedným z hlavných ciel’ov bolo aj skúmanie správania sa očakávanej kva-

dratickej odchýlky v závislosti od frekvencie delenia. Práve toto znázorňuje

obrázok 8. Rozdiely v odchýlkach pri použit́ı prvého spôsobu oproti druhému

sú len minimálne a je zbytočné uvádzat’ oba grafy, lebo na pohl’ad sa nič́ım

neĺı̌sia.8

Zauj́ımaveǰśı je však pohl’ad iba na čast’ spomı́naného grafu, kde sú

znázornené hodnoty pre frekvencie delenia v rozsahu 100-500 (obrázok 9).

Pri zvyšujúcom sa počte výnosov v jednej perióde sa znižujú rozdiely v očaká-

vaných kvadratických odchýlkach, aj ked’ samozrejme tieto odchýlky rastú.

V grafe na obrázku 10 sú uvedené ešte výsledky pri použit́ı binomic-

kého stromu. Graf je spoločný pre oba spôsoby a vid́ıme na ňom rovnakú

vlastnost’ ako na predchádzajúcich dvoch grafoch pre hodnotu opcie - druhý

spôsob dáva stabilneǰsie výsledky. Treba tu ešte podotknút’, že v pŕıpade bi-

nomického stromu je výpočtová náročnost’ menšia a frekvenciu delenia sme

mohli zvyšovat’ až po hodnotu 5000.

5.2 Americká up-and-out put opcia

V pŕıpade americkej opcie sme si zvolili nasledovné parametre

S = 4000, E = 3750, X = 4400, r = 0.04, T = 0.5, σ = 0.2.

Nakol’ko explicitný vzorec pre výpočet hodnoty americkej bariérovej opcie

nepoznáme, nemáme teda ani porovnanie pre naše pozorovania.

V pŕıpade americkej opcie sme postupovali rovnako ako pri európskej,

a je preto zbytočné postup znova popisovat’ a prejdeme rovno k výsledkom.

V grafoch na obrázkoch 12 a 13 sú znázornené hodnoty opcie v závislosti

od frekvencie delenia, najprv použit́ım sústavy rovńıc (4.1) a potom sústavy

(4.2).

Pri očakávanej kvadratickej odchýlke sme dostali čo do charakteru rov-

naké výsledky ako pri európskej opcii (obrázok 8), a preto ich tu neuvádzame.

8kompletné tabul’ky so všetkými výsledkami sú v Pŕılohe
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Aj pri zvyšovańı počtu možných výnosov je ich správanie totožné ako v pŕı-

pade európskej opcie (obrázok 9).

V grafe na obrázku 11 sú uvedené ešte výsledky pri použit́ı binomického

stromu. Graf je spoločný pre oba spôsoby a vid́ıme na ňom rovnakú vlastnost’

ako na predchádzajúcich grafoch pre hodnoty opcie - druhý spôsob dáva

stabilneǰsie výsledky.

5.3 Pŕıčiny nepresnost́ı

V pŕıpade oboch opcíı je vidno, že ani vysoká frekvencia hedgovania nám

ešte nezaručila presnú hodnotu opcie. Je to spôsobené tým, že diskrétny

model obsahuje minimálne dva zdroje, ktoré vplývajú na spomı́nanú nepres-

nost’:

• chyba z diskretizácie ceny akcie - predpokladáme, že ceny akcie sa po-

hybujú iba po kvantách a že sa to deje v diskrétnom čase. Tento spôsob

však nemôže presne koṕırovat’ reálne správanie sa akcie. Pre odstrá-

nenie chyby je nutné použit’ čo najjemneǰsie zmeny cien a dostatočne

malý časový krok.

• chyba pri špecifikácii opcie - n-árny strom dokáže reprezentovat’ iba

určité cenové hladiny, a ked’ sa má reálna bariéra nachádzat’ medzi

nimi, vzniká problém, lebo v tomto strome bude bariéra prvýkrát za-

registrovaná s inou hodnotou, ako je jej reálna. V tomto pŕıpade

model nedokázal presne reprodukovat’ reálne podmienky a oceňuje op-

ciu s inými vlastnost’ami, č́ım vzniká spomı́naná chyba. Aj tu treba

použit’ čo najmenšie časové delenie, nakol’ko konvergencia k reálnej

hodnote opcie je spomalená.

5.4 Obrázky

Na nasledujúcich štyroch stranách je zobrazených všetkých osem grafov,

na ktoré sme sa odkazovali v tejto kapitole.
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Obr. 6: Hodnoty európskej opcie pri použit́ı sústavy rovńıc (4.1), legenda vpravo

označuje, kol’ko výnosov bolo povolených.

Obr. 7: Hodnoty európskej opcie pri použit́ı sústavy rovńıc (4.2), legenda vpravo

označuje, kol’ko výnosov bolo povolených.
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Obr. 8: Očakávaná kvadratická odchýlka (spoločný graf pre oba spôsoby).

Obr. 9: Očakávaná kvadratická odchýlka pre frekvencie delenia v rozsahu 100-500

(spoločný graf pre oba spôsoby).
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Obr. 10: Hodnoty európskej opcie v závislosti od frekvencie delenia pri použit́ı binomickej

metódy (spoločný graf pre oba spôsoby).

Obr. 11: Hodnoty americkej opcie v závislosti od frekvencie delenia pri použit́ı binomickej

metódy (spoločný graf pre oba spôsoby).
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Obr. 12: Hodnoty americkej opcie pri použit́ı sústavy rovńıc (4.1), legenda vpravo

označuje, kol’ko výnosov bolo povolených.

Obr. 13: Hodnoty americkej opcie pri použit́ı sústavy rovńıc (4.2), legenda vpravo

označuje, kol’ko výnosov bolo povolených.

34



Záver

Diskrétne modely oceňovania opcíı nám ponúkajú možnost’ na źıskanie

relat́ıvne presných hodnôt nielen základných opcíı, na oceňovanie ktorých

poznáme vo väčšine pŕıpadov explicitné vzorce, ale aj zložiteǰśıch a zrejme

reálneǰśıch opcíı. Zakomponovat’ určitú podmienku do numerickej schémy

býva zväčša ovel’a jednoduchšie ako pri explicitnom odvodeńı.

V tejto práci sme si predstavili diskrétny model oceňovania bariérovej op-

cie na neúplnom trhu. V rámci neho sme si uviedli aj dva spôsoby na jeho

zostavenie. Možnosti praktického využitia tohto modelu sme konfrontovali

s binomickým modelom a tiež aj s explicitnou formulou. V pŕıpade európskej

down-and-out call opcie sme sa nedostali až k presnej hodnote (rozdiel bol

0.3%), čo bolo spôsobené aj vel’kými výpočtovými nárokmi. Zo źıskaných

výsledkov však možno vyslovit’ domnienku, že pri vyššej frekvencii hedgova-

nia by sme dosiahli hodnoty vel’mi bĺızke tej explicitnej. V pŕıpade americkej

up-and-out put opcie sme nemali k dispoźıcii jej presnú hodnotu, a teda nami

namerané hodnoty môžeme porovnávat’ bud’ iba v rámci vlastného modelu

alebo s binomickým modelom. Čo sa týka výberu spôsobu na zostavenie

modelu, obidva vedú k približne rovnakým výsledkom, pri použit́ı druhého

spôsobu však dostávame stabilneǰsie riešenie. Stabilneǰsie riešenie dostávame

aj pri povoleńı párneho počtu výnosov v rámci jednej periódy.

Pri pozorovańı vývoja hodnoty očakávanej kvadratickej odchýlky ceny

replikačného portfólia od výplaty bariérovej opcie v čase expirácie sme dospeli

k záveru, že zvyšovanie frekvencie hedgovania spomı́nanú odchýlku znižuje.

Tu však treba pripomenút’, že so zvyšovańım frekvencie stúpajú aj transakčné

náklady, a teda pri výbere optimálnej zaist’ovacej stratégie treba byt’ obo-

zretný.
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Pŕıloha

• Tabul’ka hodnôt európskej down-and-out call opcie pri rôznych

frekvenciách a počte výnosov

• Tabul’ka hodnôt očakávanej kvadratickej odchýlky pre európsku

down-and-out call opciu

• Tabul’ka hodnôt americkej up-and-out put opcie pri rôznych

frekvenciách a počte výnosov

• Tabul’ka hodnôt očakávanej kvadratickej odchýlky pre americkú

up-and-out put opciu

• Tabul’ka hodnôt európskej down-and-out call opcie a americ-

kej up-and-out put opcie pri rôznych frekvenciách použit́ım

binomickej metódy

• Zdrojový kód v jazyku C++
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(a) pri použit́ı sústavy (4.1) (b) pri použit́ı sústavy (4.2)

Tab. 2: Hodnoty európskej down-and-out call opcie pri rôznych frekvenciách

a počte výnosov.
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(a) pri použit́ı sústavy (4.1) (b) pri použit́ı sústavy (4.2)

Tab. 3: Očakávaná kvadratická odchýlka pri európskej down-and-out call

opcii.
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(a) pri použit́ı sústavy (4.1) (b) pri použit́ı sústavy (4.2)

Tab. 4: Hodnoty americkej up-and-out put opcie pri rôznych frekvenciách a

počte výnosov.

40



(a) pri použit́ı sústavy (4.1) (b) pri použit́ı sústavy (4.2)

Tab. 5: Očakávaná kvadratická odchýlka pri americkej up-and-out put opcii.
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(a) delenia v rozsahu 5-500 (b) delenia v rozsahu 600-5000

Tab. 6: Hodnoty európskej down-and-out call opcie a americkej up-and-out

put opcie pri rôznych frekvenciách použit́ım binomickej metódy.
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Zdrojovy kód programu na výpočet hodnoty európskej down-and-out call opcie

(časový úsek sme rozdelili na 500 dielov a povolených je 5 výnosov v jednej perióde)

#include<conio.h>

#include<math.h>

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

const MAXMulti=7;

const MAX=2001;

typedef double STROM[MAX+1][1+MAX*(MAXMulti-1)];

STROM s,h,error;

double Kt[MAX+1],q[MAXMulti],TotalError,yield[MAXMulti],dt,rNEW;

double S=4000,E=4250,X=3600,delta=0.2,r=0.04,T=0.5;

int pocet=500,multi=5,i,j,k;

double BpayoffCALL(double w);

double BpayoffPUT(double w);

double MoveBack();

RNprob();

priceS();

processH();

optimKt();

double CountError(int I,int J);

double ERROR();

int fc(int x);

main()

{ RNprob();

priceS();

processH();

optimKt();

for(i=0;i<pocet;i++)

for(j=0;j<=i*(multi-1);j++)

error[i][j]=CountError(i,j);

ERROR();

}

double BpayoffCALL(double w)

{ if(w<X) return 0;

if(w>E) return(w-E);

else return 0;

}

double BpayoffPUT(double w)

{ if(w<X) return 0;

if(w<E) return(E-w);

else return 0;

}

double MoveBack()

{ double sum=0;

for(k=0;k<multi;k++)

sum+=q[k]*h[i+1][j+k];

return(sum/rNEW);

}
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RNprob()

{ double u,d,A,p;

dt=double(T)/pocet;

rNEW=pow(1+r,dt);

dt=dt/(multi-1);

d=exp(r*dt)*(1-sqrt(exp(pow(delta,2)*dt)-1));

u=exp(r*dt)*(1+sqrt(exp(pow(delta,2)*dt)-1));

for(i=0;i<multi;i++)

{ q[i]=pow(0.5,multi-1)*fc(multi-1)/(fc(multi-1-i)*fc(i));

yield[i]=pow(d,multi-1-i)*pow(u,i);

}

/* A=0.5*(expl(-r*dt)+expl((r+powl(delta,2))*dt));

d=A-sqrt(powl(A,2)-1);

u=A+sqrt(powl(A,2)-1);

p=(expl(r*dt)-d)/(u-d);

for(i=0;i<multi;i++)

{ q[i]=pow(1-p,multi-1-i)*pow(p,i)*fc(multi-1)/(fc(multi-1-i)*fc(i));

yield[i]=pow(d,multi-1-i)*pow(u,i);

}

*/

}

priceS()

{ s[0][0]=S;

for(i=0;i<pocet;i++)

{ for(j=(multi-1)*i;j>0;j-)

s[i+1][j+multi-1]=yield[multi-1]*s[i][j];

for(j=multi-1;j>=0;j-)

s[i+1][j]=yield[j]*s[i][0];

}

}

processH()

{ for(j=0;j<1+pocet*(multi-1);j++)

h[pocet][j]=BpayoffCALL(s[pocet][j]);

// h[pocet][j]=BpayoffPUT(s[pocet][j]);

for(i=pocet-1;i>=0;i-)

for(j=0;j<=i*(multi-1);j++)

if(s[i][j]>X) h[i][j]=MoveBack();

// if(s[i][j]<X) h[i][j]=max(BpayoffPUT(s[i][j]),MoveBack());

else

h[i][j]=0;

}

optimKt()

{ Kt[pocet]=1;

for(i=pocet-1;i>0;i-)

Kt[i]=pow(rNEW,2)*Kt[i+1];

}
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double CountError(int I,int J)

{ int i;

double InvA[MAXMulti][2],A[MAXMulti][2],b[MAXMulti],det,ERR=0;

double pomV[2]={0,0},x[2],pomM[2][2]={0,0,0,0};

for(i=0;i<multi;i++)

{ A[i][0]=rNEW*sqrt(q[i]);

A[i][1]=s[I+1][J+i]*sqrt(q[i]);

b[i]=h[I+1][J+i]*sqrt(q[i]);

}

for(i=0;i<multi;i++)

{ pomM[0][0]+=pow(A[i][0],2);

pomM[1][1]+=pow(A[i][1],2);

pomM[0][1]+=A[i][0]*A[i][1];

pomV[0]+=A[i][0]*b[i];

pomV[1]+=A[i][1]*b[i];

}

pomM[1][0]=pomM[0][1];

det=pomM[0][0]*pomM[1][1]-pomM[0][1]*pomM[1][0];

InvA[0][0]=pomM[1][1]/det;

InvA[1][1]=pomM[0][0]/det;

InvA[0][1]=-1*pomM[0][1]/det;

InvA[1][0]=-1*pomM[1][0]/det;

x[0]=InvA[0][0]*pomV[0]+InvA[0][1]*pomV[1];

x[1]=InvA[1][0]*pomV[0]+InvA[1][1]*pomV[1];

for(i=0;i<multi;i++)

ERR+=pow(A[i][0]*x[0]+A[i][1]*x[1]-b[i],2);

return(ERR);

}

double ERROR()

{ double pom;

int w;

TotalError+=Kt[1]*error[0][0];

for(k=1;k<pocet;k++)

{ for(i=k-1;i>=0;i-)

for(j=0;j<=i*(multi-1);j++)

{ pom=0;

for(w=0;w<multi;w++)

pom+=error[i+1][j+w]*q[w];

error[i][j]=pom;

}

TotalError+=Kt[k+1]*error[0][0];

}

return(TotalError);

}

int fc(int x)

{ int i,mult=1;

for(i=2;i<=x;i++)

mult*=i;

return(mult);

}
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