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Kapitola 1

Uvod

1.1 Co je SQP

Metody Sekvencného Kvadratického Programovania (anglicky Sequential Quadratic Prog-
ramming - dalej len SQP) su efektivne algoritmy pre rieSenie Uloh Konvexného Progra-
movania nasledovného tvaru:

min - f(z)
(UKP) { ;.t{%: g(x) <0, (L1)

kde f : R* — R,g : R* — R™; pricom f,g € C? st konvexné. Pod takouto formulaciou
budeme rozumiet: "minimalizuj f(z) (cez x € R™) za platnosti ohranicent g(x) < 0y, ".

SQP meto6dy st typickym prikladom iterac¢nych optimalizaénych metoéd. Ulohu (UKP)
rieSia generovanim postupnosti bodov {xk}, v tvare zF ! = 2% + aFd*, kde smer d* sa ziska
rieSenim pomocnej tlohy kvadratického programovania, ktora v urcitom zmysle aproximuje
povodnt tlohu (UKP) v okolf bodu z* a dlzka kroku o € R sa uréi tak, aby sme na jednej
strane zarucili pokles tcelovej funkcie f(z) a na strane druhej ¢o najviac respektovali
ohranicenia g(x) < 0,,.

Tazisko vypoctu SQP metod spociva v rieSeni pomocnej ulohy kvadratického progra-
movania s linearnymi ohrani¢eniami, ktoré pre k-tu iteraciu vyzera nasledovne:

deR"™

min  r{d+ 3d"Byd (1.2)
st Apd+ b, <0, ‘

kde By je matica typu n x n, A, je matica m x n, by € R™ ar, € R".

Na konstrukciu kvadratickej formy v ucelovej funkcii sa pouZiva bud Hessova matica
ucelovej funkcie alebo Hessova matica Lagrangeovej funkcie ulohy (UKP) alebo ich apro-
ximacie.

Po vyrieseni tlohy kvadratického programovania sa v ziskanom smere d* hl'ada opti-
malna dlzka kroku o pomocou §pecidlne skonstruovanej penalizaénej funkcie.



Vyhodou SQP metdd je, Ze ani inicializaény bod, ani body v ostatnych iteraciach ne-
musia byt pripustné. Hlavne v pripade nelinearnych ohraniceni je hladanie pripustného
bodu, od ktorého by sme sa mohli odpichnut, dost zlozité.

Zhrnutie:
KaZda iterdcia v bode 2* SQP algoritmu sa sklada z nasledujucich ¢asti:

e Konstrukcia tlohy kvadratického programovania (1.2), t.z. matic By, Ay a vektorov
k
r a by.

Riesenie tlohy kvadratického programovania, ¢im dostaneme smer d* € R”

Uréenie dlzky kroku o pomocou minimalizacie penalizacnej funkcie

Vypodéitanie nasledujiceho bodu zF*! = 2% 4+ o*d*

1.2 Struc¢na histéria SQP metéd

Prva zmienka o algoritme typu sekvencéného kvadratického programovania sa objavila v
roku 1963 v PhD praci Wilsona z Harvardskej Univerzity. Wilson prezentoval metodu,
ktora sa zvykne oznacovat ako Newtonov SQP algoritmus. Za volbu matice z kvadraticke;j
formy tlohy kvadratického programovania poziva Hessovu maticu Lagrangeovej funkcie a
za krok a voli jednotku; to znamena, ze potom odpadéava problém konstrukcie penalizacnej
fukcie. Prvi seriéznej$iu pracu na SQP metédach zapocal Mangasarian a jeho Studenti
na Univerzite vo Wisconsine. Garcia-Palomares a Mangasarian sktimali v roku 1976 SQP
algoritmus, v ktorom sa Hessova matica Lagrangeovej funkcie aproximovala v kazdom
kroku. Kréatko po tom v rokoch 1976-77 sa hlbsiemu vyskumu SQP met6d venoval Han. Pre
tlohy nelinearneho programovania prezentoval tvrdenia o lokalnej konvergencii algoritmov
pouzivajucich na aproximaciu Hessovej matice Lagrangeovej funkcie PSB a BFGS formuly.
Pre tlohu konvexného programovania pouzil [; penliza¢na funkciu na dokazanie globalnej
konvergencie. V rokoch 1977-78 Powell prezentoval na viacerych konferenciach Hanovu
pracu, ktora sa tym dostala do pozornosti odbornej verejnosti. Odvtedy boli SQP metody
skimané vo vécsej miere. Dodnes vznikaji rozne nové SQP algoritmy. Za zmienku stoji
spomentt, ze v roku 1992 vznikol prvy SQP algoritmus generujici pripustné rieSenia v
kazdej iteracii. Takyto algoritmus méa vyznam hlavne v praxi, ked treba z uré¢itych dévodov
zastavit iteraény proces este pred dosiahnutim optima. V roku 1995 prezentoval Zoppke-
Donaldson vo svojej PhD praci, pod vedenim prof. Fletchera, myslienku filtra ako nahrady
za penalizacnu funkciu. Fletcher a Leyffer tito ideu rozpracovali a v roku 1997 publikovali
¢lanok prezentujuci filtrovy SQP algoritmus.



1.3 Ciele Diplomovej Prace

Predkladana diplomova praca je venovana metdédam Sekvencéného Kvadratického Progra-
movania (SQP) a stavia si nasledovné ciele:

e Uviest uceleny pohlad na SQP metody a ukazat na niektoré aplikacie v praxi.

e Blizsie sa zamerat na filtrové SQP metody a porovnat ich s klasickymi SQP metoda-
mi.

e Realizovat numerické experimenty za tcelom porovnania filtrovej SQP s klasickymi
SQP metodami

Prvému cielu st venované v prvé tri kapitoly. Snazili sme sa ziskat najnovsie poznatky
z danej oblasti dostupné na internete a poskytnut aktualny prehlad SQP metod a ich
detailni charakteristiku pre riesenie tlohy konvexného programovania (UKP). V kapitole
tri spominame Specifické typy SQP metod a ich aplikacie v praxi.

Druhému cielu je venovana Stvrta kapitola. Opierali sme sa hlavne o prace Rogera
Fletchera a Svena Leyffera. Zaoberali sme sa $truktirou algoritmu filtrovej SQP metody,
jeho problémami a pouzitim. Porovnavali sme filter s penaliza¢nou funkciou.

Napln tretieho ciela je obsiahnuté v piatej kapitole. V tejto ¢asti sme pouZili soft-
vér TOMLAB ( - nadstavba MATLABu) a v hom naprogramované funkcie, pouzivajuce
SQP metody, na numerické experimenty. RieSili sme sadu testovacich tloh nelinearneho
programovania. Na zaklade ziskanych numerickych vysledkov, sme porovnali algoritmy
pouzivajice filtrova SQP metodu s klasickymi SQP algoritmami, zalozenymi na pouziti
penalizac¢nej funkcie. VSetky testovacie tlohy a experimentami ziskané veli¢iny z MATLA-
Bu sme zalohovali; k dispozicii st na prilozenom CD, ktoré obsahuje aj Excelovsky stibor
s tabulkami vystupov a ich grafmi.



1.4 Pouzitd symbolika a vSeobecné predpoklady

Tato podkapitola obsahuje oznacenia a predpokady, ktoré budeme pouzivat v texte.

Nasledujuci zapis optimalizacnej tlohy

min  f(2)
{ sz.tl.%: g(x) <0 (13)

budeme chapat takto: "minimalizuj f(x) (cez x € R") za platnosti ohranicent g(z) < 0,,".
Rozhodli sme sa pre oznacenie ako v anglickej literature (s.t.: je skratka od subject to:).

Predpokladame, ze vsetky funkcie si dvakrat diferencovatelné. Znamienkom V ozna-
¢ujeme gradient skalarnej funkcie, napr.

0f(x) af(x))T

Vf(x)= ( o ow

Pre vektorovi funkciu znac¢ime Jacobiho maticu nasledovne:

Vg(x) = (Vg(2)1, ..., Vg(2)m)

Hessovu maticu pre skalarnu funkciu f definujeme ako symetrickti maticu, ktorej prvok v
i-tom riadku a j-tom stlpci vyzera takto:

0f (z)
(%iaxj

Vif(2)i; =
Oznacme si indexovii mnozinu aktivnych ohraniceni
IT:={i:gi(x)=0,i=1,....,m}.
Ozna¢me si pripustni mnozinu pre ulohu (UKP)
X:={reR:gjx)<0,5=1,...m}.
Lagrangeova funkcia pre tlohu (UKP) vyzera nasledovne
Lz, N) = f(z) + A g(x).
Oznacme si maticu G(x) ako maticu tvorent gradientmi aktivnych ohraniceni, t.z.
Vgi(z), i € I(z). Sformulujme si nutné podmienky optimality prvého rdadu. Tieto pod-

mienky su tiez zndme pod nazvom Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky (skratene KKT
podmienky).



Veta: Nech z* je optimélne riecenie (UKP), nech stlpce matice G(x*) st linearne
nezavislé. Potom existuje vektor Lagrangeovych multiplikatorov \* € R™ taky, Ze plati:

Vf(z*) + Zx\*gi(x*) =0 (1.4)
gi(z*) <0

(i=1,...,m)q Ng(z*) = (1.5)
A* >0

Za predpokladu, ze matica G(x) ma linearne nezavislé stlpce, nulovy podpriestor matice
G(x)T je vlastne dotykovy priestor k aktivnym ohrani¢eniam v bode x. Projekcia na tento
dotykovy podpriestor bude vyzerat nasledovne:

P(z) =1 —G(x)(G(2)" G(x) ' G(x)"

Symbolom ||.|| ozna¢ujeme Euklidovskd normu.

Definujme si arovne rychlosti konvergencie:

Definicia 1. Nech {xk} je postupnost bodov konvergujiica k x* (pre k — o). Tato
postupnost konverguje:

e linearne, ak existuje kladné konstanta 0 < £ < 1 taka, ze
=) < € et - )
pre vetky k dostato¢ne velké.

e superlinearne, ak existuje postupnost kladnych konstant &, — 0 taka, ze

[ =) < & || (" = 2|

pre vSetky k dostatoc¢ne velké.
e kvadraticky, ak existuje kladné konstanta & také, ze

} 2

H(xk—i—l . x*)

| <elliet — )

pre vietky k dostatocne velké.



Tieto rychlosti konvergencie zaznamenavaju pokrok v kazdom kroku. Takze sa zvykni
nazyvat jednokrokové. Taktiez existuju aj m-krokové rychlosti ( m > 1 ); pre ne tiez platia
spomenuté definicie s tym rozdielom, ze k + 1 sa nahradi £ + m. My budeme spominat
eSte jeden druh tempa konvergencie, a sice priemernu rychlost konvergencie nazyvani ako
R-rychlostna konvergencia.

}

Def: Hovorime, Ze postupnost {xk} konverguje R-linearne, ak je postupnost { ka -z
ohranicena postupnostou, ktora konverguje linearne k nule.

Ekvivalentne budi vyzerat aj definicie pre R-superlinearnu a R-kvadraticka rychlost
konvergencie.

Ozna¢me si predpoklady, na ktoré sa budeme postupne v texte odvolavat:
A1: Existuje optimalny vektor Lagrangeovych multiplikitorov A* > 0 taky, ze

VL(x*, N) =V [f(z") + Vg(z")A* =0

A2: Stlpce matice G(2*) st linearne nezavislé
A3: Hessova matica Lagrangeovej funkcie je vzhladom na x kladne definitna na nulo-
vom podpriestore matice G(z*)T. T.z. pre vietky d # 0 také, ze G(z*)Td = 0 plati

d"V2L(z*, \)d > 0

Pre zjednodusenie zapisu budeme L£(z*, \*) oznacovat L*.



Kapitola 2

Zakladna SQP metoda

V tejto kapitole si rozoberieme vSeobecni kostru SQP met6édy a budeme sa venovat jed-
notlivym ¢astiam potrebnym pre spravne fungovanie algoritmu. Najprv sa pozrieme ako
spravne zostrojit pomocna tulohu kvadratického programovania. Dostato¢ny priestor ve-
nujeme procesu volby matice By z ucelovej funkcie tlohy kvadratického programovania;
spomenieme niekolko metod rieSiacich dani problematiku. Potom sa bedeme zaoberat
penaliza¢nymi funkciami. Vysvetlime na ¢o sa pouzivaji a ukazeme si niekolko druhov
znamych penalizacnych funkcii.

2.1 Konstrukcia pomocnej lohy kvadratického progra-
movania v bode z*

Pripomenme si, Ze nasim cielom je riesit tlohu konvexného programovania (UKP) prostred-
nictvom postupnosti tloh kvadratického programovania (1.2), pricom vysledok d* rieenia
tlohy (1.2) vstupuje do itera¢ného vzorca z**1 = 2% + oFd*, kde o* sa uréi postupom
opisanym v podkapitole 2.3.

SQP metoda je iteracna metoda v ktorej na to, aby sme dosiahli bod 2**! z bodu z*,
potrebujeme poznat istt informéaciu, ktora ziskame rieSenim tulohy kvadratického progra-
movania (angl. quadratic programing - dalej QP). Tato tloha sa zvycajne sklada z kvad-
ratickej tcelovej funkcie a linedrnych ohraniceni. Jednou z najdoélezitejsich veci v SQP
metode je spravna formulacia QP. Na to aby sme odstranili nelinearnosti z ohranicenti, je
rozumné pouzit linearizaciu povodnych ohraniceni (UKP) v bode z*. Takze tiloha QP by
mohla mat nasledujicu formu:

k+1

deRn (2.1)

min r{d+ 1d"Byd
st Vg(a®)Td+ g(2*) <0,

kde d = = — 2¥. Podla tohto sposobu by sme mohli skonstruovat aj téelovi funkciu tlohy
QP, t.z. 7% = Vf(2*) a By = V2f(2*) alebo By ~ V2f(2*). Chceme aby tiloha QP mala

linearne ohranicenia, no zaroven je potrebné, aby obsahovala aj "nelinearnu informéciu"



ohranic¢eni povodnej tlohy (UKP). Preto tieto nelinearnosti ohraniceni zakomponujeme
do tucelovej funkcie QP. Z toho ddévodu je vhodné zvolit za tcelova funkciu tlohy QP
Lagrangeovu funkciu a linearizovat nasledovnu ulohu:

min  L(x, \*)
TrER™ (22)
st g(z) <0y
kde Lagrangeova funkcia mé tvar
L) = f(z) + XTg(a). (2.3)

Vzhl'adom na to Ze nepozname optimalne hodnoty lagrangeovych multiplikdtorov A*, po-
uZijeme ich aproximacie \*. Postup ako ich ziskat uvadzame v podkapitole 2.2 . Potom
pre dany bod (2%, A\¥) bude rozvinutie do Taylorovko radu podla premennej x vyzerat
nasledovne:

L(a*, A + VL, A d, + %meV2£(xk, MY, (2.4)

Pocitanie celej Hessovej matice Lagrangeovej funkcie je numericky néro¢né, preto sa radsej
pouziva vhodna aproximacia, ktora mé vlastnosti zarucujice, aby QP skonvergovalo k
rieseniu z [ubovolného bodu x*. Nech By je aproximacia V2L(z*, \¥), potom mézme QP
napisat nasledovne:

(2.5)

min VL(zH, N)Td + Ld" Byd
e i
st Vg(a®)Td+ g(2¥) <0,

No najcastejsie pouzivana forma QP je tato:

IIGlil;ll Vf(z")d+ 35d" Bpd
(@P) { :.tl.%: Vg(z*)Td + g(zF) < 0, (2:6)

Formulacie ulohy QP (2.5) a (2.6) st ekvivalentné iba v pripade ohrani¢eni typu rovnosti.
Vtedy by na zaklade linearizéacie ohrani¢eni bol v (2.5) vyraz Vh(z")"d, konstantny, takze
potom by mala tcelova funkcia tvar Vf(z*)'d 4+ 3d" B*d. V naSom pripade ohranicent
typu nerovnosti tieto dve tilohy nie st ekvivalentné (ak A\* # 0 alebo vietky ohranic¢enia
nie su aktivne). Aby sa dosiahla ekvivalencia (2.5) a (2.6), treba povodnu dlohu (UKP)
preforlmulovat pridanim doplnkovej premennej na nasledovny tvar:

min  f(z)
(UKP2){ st g(z)+ z2=0, (2.7)
z >0,
kde z € R™ je vektor doplnkovych premennych.

Riesenie d, tilohy (QP) pouZijeme na ziskanie nového bodu z**! tak, 7e z bodu a* spra-

vime krok v smere d, podla itera¢nej schémy z**! = 2% + oFd*. V dalgej iteracii budeme

9



taktiez potrebovat nové odhady lagrangeovych multiplikatorov A\*+1. Jednym zo sposobov
ich vol'by je pouZzit optimélne multiplikdtory z quadratického podproblému; oznacme ich
Agp- Pomocou nich si vyjadrime krok dy = A\, — A\*. Potom méZme aktualizovat bod
(x*, \F) nasledovne:

" = 2k 4 otk

A=A 4 ot

pre istt dlzku kroku oF. Po ziskani novych bodov (z*, \F) sa vy¢isli hodnota funkcii f, g,
ich derivacii Af, Ag a napokon sa podla daného sposobu uréi By .

Ulohu (QP) mo#no riesit Tubovolnou metédou kvadratického programovania. Vicina
algoritmov z tejto oblasti sa sklada z dvoch hlavnych casti. V prvej, ktora sa zvykne
nazyvat Faza 1, sa zistuje, ¢i je inicializa¢ny bod pripustny. Ak nie riesi sa jednoducha
uloha linearneho programovania s cielom najst pripustny bod. Vo Faze 2 sa generuje
postupnost pripustnych bodov, ktoré konverguju k rieSeniu d*.

10



2.2 Vol'ba Hessovej matice Lagrangeovej funkcie

Jednym z podstatnych prvkov, na ktorych zéavisi rychlost konvergencie SQP metod, je
vhodné vol'ba matice By, v pomocnej tlohe kvadratického programovania. Samozrejme exis-
tuje niekol’ko sposobov ako to spravit. Prvym z nich je priamo zvolit By = V2L(z* \¥),
tzv. newtonovska volba Bj. Tento pristup ma svoje vyhody, no v praxi je vypoctovo
dost narocny na Cas. Preto sa ukazuju efektivnejsie metody, ktoré aproximuji maticu
V2L (2% \F), ¢i uz celt alebo len jej urciti cast. V tejto podkapitole si ukdZeme jeden
sposob priamej volby a 2 pristupy pouZzivajtce aproximéciu Hessovej matice Lagrangeovej
funkcie.

Na zaciatok si uvedme par predpokladov. Po prvé predpokladame, Ze pozname aktivne
ohrani¢enia (UKP) v bode *. Potom, za podmienky, 7e bod 2* je blizko bodu z*, bude mat
(QP) v bode z* rovnaki indexovi mnoZinu aktivnych ohraniceni ako (UKP). TakZe mézme
neaktivne ohranicenia pre (UKP) v bode x* ignorovat a aktivne ohrani¢enia prehlasit za
ohrani¢enia typu rovnosti bez toho, aby sa zmenilo riesenie (QP). Za takychto podmienok
mozme dalsiu analyzu lokdlneho spravania algoritmu obmedzit na tlohu s ohrani¢eniami

min - f()
(UR){ st h(z) =0,

typu rovnosti:

Zodpovedajuca pomocna uloha kvadratického programovania pre (Ug) bude vyzerat na-
sledovne:

Helirrll Vf(a*)'d+ 5d" Byd
(QPr) { s.dt.lz% Vh(z*)Td + h(z*) = 0 (28)

Druhym predpokladom je, ze pri voI'be dlzky kroku o = 1, klesa v novom bode hodnota
penalizacnej funkcie.

Pre tdlohu s ohraniceniami typu rovnosti si ozna¢me lagrangeove multiplikatory pisme-
nom u. 7Z podmienky A1 mozno pri platnosti predpokladu A2 nasledovne ziskat formulku
na odhad vektoru lagrangeovych multiplikatorov:

V2L(x*,u*) =0
Vf(x*)+ Vh(z")u" =0
tato rovnost vynasobime zlava kladne definitnou, regularnou maticou A,y
AV f(z*) + AVh(z*)u* =0 /Vh(z*) zlava
Vh(z*)' AV f(z*) + Vh(z*)T AVh(z*)u* = 0
Vh(z*)'AVR(z*)u* = —~Vh(z*)T AV f (%),
kedZe je A regularna, aj Vh(z*)T AVh(z*) je regularna, takZe pre hu existuje inverzna

matica; potom
ut = — [Vh(z")TAVh(z*)] " Vh(z*)T AV f(27), (2.9)

11



Ak za A zvolime jednotkovi maticu (s jenotkami na diagonéle), potom uvedena for-
mulka definuje MNS (Metoda Nejmensich §tvorcov) rieSenie nutnych podmienok optimality
prvého radu. Za platnotnosti predpokladov hladkosti f a h plati, Ze

u® = — [VA(®)"VA()] ™ Vh(*)TV f(2°) (2.10)

sa nachadza blizko u*, ak je x° blizko z*.
Oznacme si u,, ako optimalny lagrangeov multiplikator pre (QPg). Podmienky opti-
mality prvého radu pre alohu (QPg) st

Bid, + Vh(z*)u, = —Vf(2¥)

Vh(e)Td, = —Vh(ah). (2.11)
Pomocou u*! = u,, = u* + d, méZme tieto rovnosti napisat takto:
k _ k o,k
Bid, + Vh(z")d, = —-VL(x" u") (2.12)

Vh(z*)Td, = —Vh(zF)

2.2.1 Newtonova SQP metoda

Prvym pristupom k volbe matice By je, Ze za nu volime priamo Hessovu maticu lagrange-
ovej funkcie, ¢ize:

By = V2L (2" ). (2.13)
Predpokladdme, Ze pociato¢ny bod 2 je blizko bodu x*. Z toho podla (2.10) vyplyva, Ze
u® je blizko u*, a teda V2L(z*,u*) je blizko V2L(x*,u*). Z nutnych podmienok prvého
radu a ohrani¢eni dostaneme systém nelinearnych rovnic:

K R R

Podla predpokladov A1 a A3 je Jakobian tohto systému v bode (z*, u*) regularny a vyzera
nasledovne:

(2.14)

) = [ Vo Y } - (215)
Potom postupnost bodov {(xk, u’“)} ziskana itera¢nou schémou
B S
u" = b 4 s,
kde vektor s = (s, s,) je rieSenim
J(z® ub)s = U (2F, u"), (2.16)

konverguju k (z*,u*) kvadraticky za podmienky, Ze (z°,u°) je dostato¢ne blizko (z*,u*).
Rovnice (2.16) st identické s rovnicami (2.12), ak polozime By = V2L (x* u*), d, = s, a
d, = s,. Tuto verziu algoritmu volame (lokalna) Newtonova SQP metoda.

Zakladné vysledky lokalnej konvergencie st zhrnuté v nasledujticej vete:

12



Veta 1. Nech 2 je startovact bod pre riesenie (UKP) a u® je dané vztahom (2.10). Pred-
pokladajme, Ze postupnost bodov {(:L‘k, uk)} je generovand nasledovne

k1 _ ok
" =2 4 d,
kde d, a ug = u* + d, si riesenie a lagrangeov multiplikdtor tilohy kvadratického prog-
ramovania (QPgr) s By = V2L(z* u*). Potom ak ||2° — z*| je dostatocne malé, je tdto
postupnost dobre definovand na (x,u)- priestore a kvadraticky konverguje k dvojici (x*,u*).
([1], str.14)

Treba zdoraznit, Ze v tejto verzii algoritmu je dlzka kroku definovana o := 1. To je
obrovska vyhoda v tom, Ze nepotrebujeme v smere d, hladat lepsiu dlzku kroku, takze sa
nepotrebujeme zaoberat problematikou penalizacnej funkcie (podkapitola 2.4). Newtonove
SQP metody, ktoré namiesto jednotkového kroku hladaju optimalnu dizku kroku sa po
anglicky oznacuju - damped Newton Methods. V takychto pripadoch dochadza k znizeniu
rychlosti konvergencie algoritmu, niekedy az na linearnu droven.

Aj napriek dobrym vlastnostiam, je Newtonov SQP algoritmus z praktického hladiska
nepouzitelny. Najvacsim problémom je zvolit vhodny Startovaci bod, ktory by bol dosta-
to¢ne blizko rieSenia (Ug), aby zarucil konvergenciu algoritmu k minimu ucelovej funkcie.
V prilignej vzdialenosti od riegenia (Ug) takisto nie je zarucené, ze V2L(2*, u*) bude klad-
ne definitna na vhodnom podpriestore, a teda ani rieSenie (@) Pg) nemusi vobec existovat.
Tato metdda sa povazuje za urcity teoreticky Standard s ktorym sa porovnavaju ostatné
metody v oblasti konvergencie.

2.2.2 Aproximéacie matic B,

V dalsom sa budeme zaoberat takym pristupom k volbe matice By, ktory nepouZiva pria-
mo Hessovu maticu Lagrangeovej funkcie, ale tito maticu aproximuje. Na zaciatok si
uvedme predpoklady pre maticu By:

B1: Matice By st pre vsetky k rovnomerne kladne definitné na nulovom podpriestore
matic Vh(z*)T. To znamen, Ze existuje nejaké (3, > 0 také, Ze pre vietky k plati

d" Byd > 6y ||d||,

pre vietky d # 0 splhajice
Vh(z*)'d = 0.

B2: Postupnost {By} je rovnomerne ohranicend; to znamena, ze existuje 3y > 0 také,
ze pre vSetky k plati
2
1Bk < P

13



B3: Inverzné matice k By st tiez rovnomerne ohranicené; to znamena, Ze existuje
B3 > 0 také, ze
~1
1Bl < 6

pre vsetky k.

Postac¢ujice podmienky optimality druhého radu pre ulohu (QPg) vyzaduja, aby bola
matica By kladne definitnd na nulovom podpriestore Vhi(2*)T. Podmienka B1 tento po-
ziadavok eSte zosiliiuje.

Za platnosti podmienok B1-B3 a za predpokladu, Ze (x*,u*) je dostatoéne blizko

(x*,u*), maji podmienky (2.12) rieSenie d, a d,.
Najprv si vyjadrime d, z prvej rovnice (2.12):

Bid, + Vh(z®)d, = —VL(z* uF)
By = — [Vh(z*)d, + Vf(2*) + Vh(*)u*]  jub +d, = ubH!
Byd, = — |V f(2F) + Vh(:pk)uk“}
d, = —B,;1V£(xk,uk+1); (2.18)
potom d, z druhej rovnice (2.12):

Vh(z")T BV L(2* ) = V(%)
Vh(z") BV f (%) + Vh(z")T B Vh(2")uF Tt = V(")
Vh(z®) ' BV f (%) +
+Vh(z*)" B 'Vh(z")W* + V(¥ B 'V h(2")d, = Vh(z")
Vh(z"T BV L(2F uF) + Vh(z*)! B 'V h(z")d, = Vh(z")
Vh(z*) B, 'Vh(2*)d, = Vh(z*
— Vh(z")' B 'V L (2", u")

dy = [Vh(z") ' BV h(2®) — V(R BV L (2, u?)]. (2.19)

k+1

Potom mozno u**! = u,, = d, + u* prepisat nasledovne:

ukt = [VR(z")" By 'Wh(z*)] " [h(a*) — Vh(z*)T B 'V L(a*, ub)] + uf
Vh(z®)T B 'Vh(z*)u* 1 = h(z*) — Vh(z*)T B, 'V f(aF)
—Vh(z*)T B, 'Vh(z*)u* + Vh(z*)T B, 'V h(z*)u*
Vh(z®)T B Vh(a*)uk+! = h(2*) — Vh(z®)T B 'V f(2%)

uFH = [Vh(xk)TB;Vh(xk)}_l [h(z*) — Vh(z")" B, 'V f(2")]

14



Ak v (2.9) polozime A = B!, potom plat{
bt — = [Vh(x) T B 'Vh(z*)| " 'Vh(z*) B, (By — V2L (2% — %) +wy,  (2.20)

kde podla predpokladov B2 a B3,

2

)

*

wkgﬁka—x

pre nejaka konStantu k, nezavisla od k. Rovnice (2.18) a (2.20) a predpoklad A2 davaju
dohromady

gt — gt =gk — 2t — B [VL(aR, M) — VL(z ur)]
= B, [(By — V2L*)(2* — 2*) — Vh(z*)(a"T — 2¥)]
+0 (|l 2| (2.21)

= B Wi(By — VAL (@t — ) + O ([t — 7).

kde
Vi = I — Vh(z*) [Vh(z*)T By Vh(z*)] " Vh(z*) B!

Operator projekcie (definovany v podkapitole 1.4), ktory ma v pripade ohraniceni typu
rovnosti tvar .
P =1—Vh(z) [Vh(z)"Vh(z)]  Vh(z)"
spffla
ViP* = V.

Takze z (2.21) vyplyva nasledujtaca nerovnost

o = || < 1B VAl [P(Be = V2£5) @k = 2| + O (J|l=* - 2*]*)

Horeuvedena analyza nés privadza k nasledujtcej vete:

Veta 2. Nech platia predpoklady B1-B3. Potom existuju kladné konstanty € a vy také, Ze
ak plati

on — x*H <e,

Huo — u*H <e€
a pre vsetky k

*

HP’“(Bk — V2L (2" — %)

<7ka—x : (V2c)

potom postupnosti {xk} a {(xk,uk)} generované SQP algoritmom su dobre definované a
konverguju linedrne k x* a (x*,u*). Postupnost {u’“} konverguje R-linedrne k u*.
([1], str.17)
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Plati aj: Ak st podmienky vety okrem nerovnosti (V2c) splnené a postupnost z* kon-
verguje linearne, potom existuje & také, ze

*

|P*(Br — V2L*) (2" — 2¥)

[ <gllat o

7 tychto vysledkov mo7no vidiet vyznam projekcie (By—V?2L*), to znamena vzdialenosti
matice By od Hessovej matice v optimalnom bode (z*,u*). Ako mozno vidiet, aby platilo
(V2¢) musi platit

|P*(B, — VL] <~
alebo

(B, — V2LY)|| <~ (2.22)

Na to aby bola splnena podmienka (2.22) nie je nutné, aby postupnost aproximécii
| B|| konvergovala k Hessovej matici, ale stac¢i udrzat ich vzdialenost [|(By — V2L*)| v
urc¢itom rozumnom ohranicenti.

Definicia 2. Hovorime, Ze postupnost aproximéacii { By} pre SQP metédu ma vlastnost
ohranicenej odchylky, ak existuji konstanty o, a as nezavislé od k také, Ze

HBk+1 - VQE*H S (1 -+ OQO'k) HBk - VQE*H + Ao0, (Dla)
kde

k *

¢ — o k *

k+1 uF —u

T uk-i—l %

u

}.

Ak do SQP algoritmu zahrnieme podmienku ohranicenej odchylky (pre matice By),
postupnost matic {B;} bude spliat podmienky B1, B2 a (V2c). Potom bude matica B
dostato¢ne blizko Hessovej matice Lagrangeovej funkcie a (2%, u*) bude dostato¢ne blizko
k (z*,u*). O tomto sved¢i nasledovna veta

ak:max{Hx ) ) )

Veta 3. Predpokladajme, Ze postupnost bodov {(xk,uk)} je generovand SQP algoritmom
a postupnost aproximacnijch matic {Bk} splria podmienky B1 a (D1a). Ak ||2° —2*| a
| Bo — V2L*|| st dostatocne malé a u® je dané vztahom (2.10), potom platia vsetky predpo-
klady vety 2.

([1], str.17)

Doterajsie tvrdenia zaruc¢uju iba linearnu rychlost konvergencie. Vzhladom na kvadra-
tickn konvergenciu Newtonovej metddy to nie je velmi uspokojivé. Preto treba zosilnit isté
predpoklady tykajuce sa vztahu aproximamadnych matic By a Hessovej matice Lagrange-
ovej funkcie. Tento "vztah" zavisi na projekcii rozdielu Bj a Hessovej matice na nulovy
priestor matice Vh(x*)T. Plati nasledujica veta:
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Veta 4. Nech platia predpoklady B1-B3 a postupnost bodov {(xk, uk)} je generovand SQP
algoritmom. Dalej predpokladajme, Ze x* konverguje k x*. Potom postupnost {xk} kon-
verguje k x* superlinedrne vtedy a len vtedy, ak aproximacné matice spliaji

o [PAB T |

=0. 4
i T — 9] 0. (Vida)

Ak toto plati, potom postupnost {uk} konverguje R-superlinedrne k u*. TakZe postupnost
{(z¥,u*)} konverguje superlinedrne k (z*, u*).
([1], str.19)

V tejto vete je dobré si v8imnut, Ze rovnica (V4a) sama o sebe nezarucuje konvergenciu,
a preto je v predpokladoch uvedené, ze x* musi konvergovat k z*.

Nie je jednoduché najst vhodné a hlavne pouzitelné aktualizacné formulky pre By,
ktoré by splitali ¢ uz superlinearnu alebo aj linearnu konvergenciu. My si ukdzeme dva
zékladné pristupy k danej problematike. Plnt aproximéaciu Hessovej matice Lagrangeovej
funkcie a aproximaciu redukovaného Hessianu.

2.2.3 Plna aproximacia Hessianu

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat plnou aproximaciu Hessovej matice Lagrangeovej
funkcie. Pre Lagrangeovu funkciu plati

VLM ub ) — VL (28, uf ) & VAL (2T oM (2P — 2)

TakZe je rozumné aproximovat Hessovu maticu Lagrangeovej funkcie v bode (z**!, uf*1)
tak, aby By, splhala

By (2" — 2%) = VL(2F oM — VL (2F uF (2.23)

Rovnica (2.23) sa zvykne nazyvat kvdzinewtonovskd podmienka.
Ako sa teda bude generovat postupnost aproximacénych matic {By} 7 Prirodzené je
vytvorit maticu By nasledovnou schémou.

Biy1 = B, + ABy, (2.24)

kde By je matica z predoslej iterdcie a ABjy je prislusna koreéni matica.

Sformulujme si pozadované vlastnosti matic By:
1) Symetria maticBy,
2) Kladna definitnost matic B,
3) Jednoduchost korekénej matice ABy, ktora sa dosahuje jej malou hodnostou. Zvycaj-
ne to byva hodnost jedna alebo dva. Podla toho klasifikujeme aj jednotlivé formulky na
tvorbu aproximac¢nych matic.
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Uvedme si 2 zndme kvazinewtonovské aproximacné formuly:

PSB formula

Jednou z aproximaé¢nych formil hodosti dva je PSB formula (Powell-symetric-Broyden).
Vyzera nasledovne:

- B T
(yx — Bist) kspsT (2.25)

1 T T
By = By + —sgsk [(yx — Brsk)si + si(ye — Besi)"| — (Ts1)?
kde

sp = ot — gk

Y = V£(l’k+1, ukJrl) _ V£(l’k, ukJrl)

SQP algoritmus pouzivajici PSB aproximac¢nu formulu dosahuje sice superlinearnu kon-
vergenciu, ale nezahfha predpoklad kladnej definitnosti aproxima¢nych matic B. To je
zéavazny problém, lebo potom tloha (Q)Pgr) nemusi mat rieSenie, ak poé¢iato¢ny bod nie je
blizko rieSenia.

BFGS formula

Nasledujtci aproximaény vzorec hodnosti dva splita aj podmienku kladnej definitnosti.
Tuto kvazinewtonovsku formulu odvodili v rokoch 1970-71 r6znym sposobom Styria mate-
matici: Broyden, Fletcher, Goldfarb a Shano. Podla nich nesie ndzov BFGS formula. Je
povazovand za najefektivnejsiu a najpopularnejsiu. Jej tvar vyzera nasledovne:

I B I'B

T T Bro (2.26)
kde sy a y; s definované rovnako ako pre PSB formulu (2.25).

Dolezitou vlastnostou postupnosti aproxima¢nych matic { By} generovanych BFGS for-
mulou je, Ze splia vlastost ohranicenej odchyjlky (Definicia 2). Dalsim plusom je, ze matice
By, dedia symetrickost a kladnu definitnost. Ak je By kladne dofinitné a plati

y's >0, (2.27)

potom By je kladne definitnd. To znamena, ze ak je pociatoénd matica B, kladne
definitna, potom BFGS algoritmus generuje symetrické kladne definitné matice. Vdaka
tejto vlastnosti je (QPg) lahko riesitelny a SQP kroky si dobre definované. V tomto
pripade ma BFGS-SQP algoritmus rovnaké lokdlne konvergen¢né vlastnosti ako PSB-SQP
algoritmus.

Veta 5. Nech je V2L* kladne definitnd a nech pociatocnd matica By je tieZ kladne defi-
nitnd. ﬁalej predpokladajme, Ze postupnost bodov {(:pk,uk)} je generovand SQP algorit-
mom, ktory na tvorbu aproximacnych matic By pouziva BFGS formulu (2.26). Potom ak
|Be — V2L*|| a ||(a"F! — 2¥)|| s dostatocne malé a u® je dané pomocou (2.10), md po-
stupnost { B} vlastnost "ohranicenej odchijlky" a je splnené (V4a). Preto postupnost bodov
(2%, u*) konverguje superlinedrne k (z*,u*). x konverguje superlinedrne k x* a lagrangeove
multiplikatory konverguji R-superlinedrne.

(|1], str. 19)
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2.2.4 Aproximéacia redukovaného Hessianu

Tento pristup je uplne odlisny. Vychadza z predpokladu, ze (podm A3) je potrebné, aby
V2L (z*, u*) bola kladne definitna iba na istom podpriestore. Met6dy aproximacie reduko-
vaného Hessianu aproximuju iba cast Hessovej matice Lagrangeovej funkcie prislichajicu
k tomuto podpriestoru. Vyhodou takéhoto pristupu je, ze mozno pouzit "Standardné ak-
tualizacie kladnej definitnosti" a pritom sa zniZi rozmer tlohy na n — m, ¢o moéze byt dost
vyznamna redukcia.

Nech z* je bod, pre ktory VA(z*) ma plnt hodnost. Dalej nech Z, a Y, st takeé
matice, ze stlpce Z; tvoria bazu pre nulovy podpriestor Vh(z*)T a stlpce Y}, tvoria bazu
pre stlpcovy podpriestor Vh(z*) . Navyse predpokladajme, e stlpce Zi st navzajom
ortogonalne. Z, a Y}, sa daji ziskat napr. QR rozkladom matice Vh(z").

Veta 6. Lubovolni maticu A € M,y § LN stipcami mozno vyjadrit v tvare A = Q.R, kde
Q je matica s ortogondlnymi stlpcami, R je hornd trojuholnikovd matica (reg. = IR™').
Ak A jen x n, potom Q je ortonormdlna matica n X n a R je hornd trojuholnikovd matica
n xn.

Definicia 3. Nech (z*,u*) je dana dvojica (rieSenie a multiplikitor) a nech Vh(z*) ma
plnt hodnost. Nech matica Z;, ma ortogonalne stlpce, ktoré tvoria bazu nulového pod-
priestoru Vh(xz*)T Potom sa matica

ZEN2L(a* u*) 2,
nazyva redukovana Hessova matica Lagrangeovej funkcie v bode (z*,u").

Redukovana Hessova matica nie je jedina. Jej forma zavisi na volbe bazy pre nulovy
priestor matice Vh(z*)?. Podla predpokladu A3 je redukovana Hessova matica v rieSeni
kladne definitn. Takisto plati : ak (z*,u*) je blizko (z*,u*) potom redukovana Hessova
matica je kladne definitna v bode (2", u*). Rozlozme vektor d, nasledovne:

dy = Zipz + Yipy. (2.28)
Kedze Vh(z*)T Zypz = 0, budti ohrani¢enia (QPg) vyzerat takto
Vh(*) T Ypy = —h(zh).
Z toho si za platnosti A2 mozno vyjadrit py:
py = — [Vh(z")TY;] " h(z"). (2.29)

Uloha (QPg) sa potom zmeni na neohrani¢enti tilohu s n — m premennymi takéhoto tvaru

. 1
min §P§Z/?Bkzkpz + (Vf(«")" + py-Br) Zipz (2.30)
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Matica Z] ByZ), v tlohe (2.30) je aproximécia redukovanej Hessovej matice Lagran-
geovej funkcie v bode z*. Pri jej aktualizacii by sa dalo postupovat spésobom, Ze by
sa aktualizovala najpr matica By a potom by sa vypoéitalo Z! ByZ. No vyhodnejsie je
aktualizovat hned celt redukovant Hessovu maticu.

Takze predpokladajme, ze v k-tej iteracii mame dant pozitivne definitnt maticu Ry,
ktord mé rozmery (n — m) X (n — m) a je aproximaciou redukovanej Hessovej matice
Lagrangeovej funkcie, bod z* a odhad Lagrangeovych multiplikitorov u*. Ako ziskame
"informaciu" k+prvej iteracie? Najprv si podla vztahu (2.29) vypocitame py. Potom si
vyjadrime pz podla

pz = =R Z (Vf(a*) + Bupy).

d, sa vypo&ita zo vztahu (2.28) a dosadi do 2% = 2% + d,. Vygeneruje sa novy mul-

tiplikator «**!. Napokon aktualizujeme aproximaciu redukovanej Hessovej matice; na to
pouzijeme jemne upraveni BFGS formulu

T T
YrY Ry sysy, Ry,
Ry = Ry + i B

2.31
YL sk st Rysy, (2:31)

kde
sy = 2 (a1 —a¥) = Z) Zypy

yr = 7} [Vﬁ(xk + Zwpz, uF) — VL(2F, uk“)] )
Vzhl'adom na to, Ze tloha (2.30) nie je ohrani¢en4, nepocitaju sa Lagrangeove multipli-
katory priamo. Moze sa pouzit napr. MNS odhad (2.10). Vo vseobecnosti jediné ¢o treba
zarudit je, aby multiplikatory splhali

—u|| =0 (|]a* —2*|) . (2.32)

Plati P* = Z, ZT'; takze aproximaciu

"

Zy Ry Z}
chapeme ako aproximaciu
PHVL(a" uF)Pr.
TakZe vzhladom na to, Ze tato metdéda neaproximuje P¥V2L*, tu neplatia tvrdenia o

lokalnej konvergencii ako pri plnej aproximécii Hessovej matice.
Predpokladé sa, Ze sa matice Z; volia tak, ze plati

| Zx — Z(z")|| = O (ka -z

). (2.33)

Veta 7. Predpokladajme, Ze horeuvedeny algoritmus pouZivajuct redukovani Hessovu ma-
ticu Lagrangeovej funkcie voli u* a Z,, tak, aby spliiali (2.32) a (2.33). Ak postupnost {xk}
konverguje k x* R-linedrne, potom si postupnosti {Ry} a {R,;l} rovnomerne ohranicené
a {x"“ } konverguje dvojkrokovo superlinedrne.

([1], str. 26)

Pre Lagrangeove multiplikatory by nemal byt problém splnit podmienku (2.32). Zlozi-
tejsia je vol'ba matic Zj, aby spliali (2.33).

20



2.3 Penalizac¢né funkcie

Penalizacna funkcia ¢ sa pouZiva za tfelom dosiahnutia globalnej konvergencie (t.z. kon-
vergencie k lokdlnemu minimu). Uréujeme pomocou nej optimalnu dizku kroku o v smere
d* z bodu z* do bodu zF*!, pri¢om sa snazime aby hodnota ¢ bola ¢o najmensia a stcasne
aby platilo

p(z" 4 oFd*) < ¢(2*). (2.34)

Proces hladania optimalnej dlzky kroku sa zvykne v anglickej literatire nazyvat "line-
search". Dolezitou vlastnostou penaliza¢nej funkcie je, aby sa jej inflexné body zhodovali s
inflexnymi bodmi tcelovej funkeie. Dalej musi byt mozné znfzit funként hodnotu ¢ pouzi-
tim smeru d,, ktory sme ziskali ako rieSenie pomocnej tlohy kvadratického programovania
(dalej len QP). To znamena, Ze d, musi byt spadovy smer pre ¢.

Pri neohranicenej optimalizacii nie je vol ba penalizacnej funkcie ziadny problém, preto-
7e niou bude samotna ucelova funkcia, takze budeme merat priamo pokles ucelovej funkcie.
V pripade ohranic¢enej optimalizacie nastava viacero problémov. Okrem merania poklesu
ucelovej funkcie potrebujeme poznat aj informéciu o pripustnosti rieSenia. Takze musime
do penaliza¢nej funkcie vhodnym spésobom zakomponovat aj ohranic¢enia. Dolezitou otéz-
kou, ktora sa vynéra je comu mame prikladat vacsi vyznam - meraniu nepripustnosti alebo
meraniu poklesu. Pomer tychto dvoch cielov sa v penaliza¢nej funkcii vyjadruje pomo-
cou penaliza¢ného parametra, ktorého urcenie je najvécsou slabinou penalizacnej funkcie.
Viagsinou existuje ista prahova hodnota, pod ktorou penaliza¢na funkcia nemé lokélne mi-
nimum prave v rieSeni tlohy (UKP). Téato hodnota nie je explicitne znama. Prili§ nizka
hodnota moéZe sposobit ziskanie nepripustného bodu (UKP). Na druhej strane prilis vysoka
hodnota zatienuje vplyv ucelovej funkcie, ¢o moze spésobovat napr. pomali konvergenciu

Existuji aj metody, ktoré uvazuji o premenlivom penaliza¢nom parametri, no tu sa
taktiez vyskytuji problémy. Dalgou tazkostou je efekt nediferencovatelnosti niektorych
popularnych penaliza¢nych funkcii. Toto viedlo k vyvoju metod, v ktorych je dovoleny aj
rast penalizacnej funkcie pocas istého ohrani¢eného poctu iteracii.

V dalSom si ukdzeme tri popularne penalizacné funkcie: diferencovatelni Augmented
Lagrangian funkciu, jednoduchs$iu, ale nediferencovatelnu [, penalizacnu funkciu a penali-
zacnu funkciu navrhnuti Hanom a Powellom . Takisto si ukdZeme vhodné volby paramet-
rov, aby bola dosiahnuta konvergencia k optimélnemu rieSeniu. Pre jednoduchost sa na
zaCiatku obmedzime na tlohu s ohraniGeniami v tvare rovnosti. TakZe budeme uvazovat

(Ur) { e (2.35)

ulohu:

s.t. h(z) =0

A potom rozsirime analyzu aj o tilohu s ohrani¢eniami typu nerovnosti :

min  f(2)
(UKP) { gi g(x) <0, (2:56)
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Oznacme si pismenom A\ lagrangeove multiplikatory pri ohrani¢eniach typu nerovnosti a
pismenom wu pri rovnostnych ohraniceniach.

Uvedme si predpoklady, ktoré budeme potrebovat pre dalsiu analyzu:
C1: Startujﬂci bod itera¢ného procesu a vsetky nasledujice body lezia v nejakej kompakt-
nej mnozine C.
C2: Stlpce matice Vh(x) st linedrne nezavislé pre vietky = € C.

2.3.1 Augmented Lagrangian penalizac¢na funkcia

Prvym prikladom je augmented Lagrangian penaliza¢na funkcia. Existuje niekolko verzii
tejto funkcie, no my sa budeme venovat nasledujicemu tvaru:

ér(a,n) = f(x) + h(@) a(z) + 2 A3, (2.37)

kde 7 je penaliza¢ny parameter a u(x) su odhady lagrangeovych multiplikitorov ziskané
metodou najmensich Stvorcov , pricom plati, ze u(z*) = u*. Tieto odhady st definované
podla (2.10):

i(z) = — [VA() Vh(x)] " Vh(z)TV f(2). (2.38)

Nasledujuca veta hovori o tom, Ze takto zadefinované funkcia ma nevyhnutné vlastnosti,
aby mohla byt penaliza¢nou funkciou pre tlohu s ohrani¢eniami typu rovnosti.

Veta 8. Nech si splnené predpoklady B1, B2, C1 a C2. Potom pre dostatoéne velké n
plati:

(1) z* € C je ostré lokélne minimum ¢p vtedy a len vtedy, ked x* je ostré lokdlne mini-
mum (Ug).

(2)  ak x nie je inflexny bod (Ug), potom d, je spidovy smer pre ¢p.

([1], str. 29)

Dokaz vety je uvedeny v [1]| na str. 30-31. Désledkom vety je nasledujica nerovnost

. V¢F(xk> U)sz
IVor(zt, )| ||de|]

cos(by) = >y >0, (2.39)
kde
Vor(z,n) = Vf(x)+ Vh(z) u(x) + Va(z) h(z) + nVh(z) h(z) (2.40)

a 1 je vhodna konstanta.

Tato nerovnost hovori o tom, ze kosinus uhla medzi smerom d, a zépornym gradientom
¢r je nenulovy pre vsetky k. Ak k tejto podmienke priddme vhodné line-search kritéria,
uréujice volbu « - dlzku iteracného kroku, dostaneme postacujice podmienky pre konver-
genciu postupnosti {xk} Vhodnymi line-search kritériami st napr. Wolfove podmienky;,
ktoré vyzaduju aby dlzka kroku a splhala nasledujicie nerovnosti:

or(a" + ady,n) < dp(*,n) + 01aVep(a*,n)" ds, (2.41)
Vor(' +ady,n) d, > 02V ér (", ), (2.42)
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kde 0 < 01 < 09 < 1. Nerovnost (2.41) zarucuje, ze nastane dostato¢ny pokles vo
funk¢nej hodnote ¢. Nerovnost (2.42) garantuje, Ze dizka kroku a nebude prilis mala.
Ak je d, spadovy smer, ¢o nam zarucuje Veta 8, tak je mozné vzdy néajst dlzku kroku a,
spliiajicu podmienky (2.41) a (2.42). Okrem toho zmen3ovanie hodnoty ¢r pre takyto
krok splia nasledujacu rovnost

2

o (2", ) < dp(a®,n) — vacos(61)? | Vor(a®,n)||", (2.43)
pre nejakt kladni konstantu 5. Z toho
Zcos(@;f)2 HngF(xk,n)H2 < 00 (2.44)
k=1
a pretoze cos(fy) je odrazeny od nuly, plati
Jim ¢p(a*,n) = 0 (2.45)

Toto implikuje, Ze postupnost 2 konverguje k inflexnému bodu ¢

Veta 9. Zvolme parameter n tak, aby platilo (2.39). Potom je SQP algoritmus s dizkou
kroku «, ktord splna Wolfove podmienky (2.41), globdlne konvergentny k inflexnému bodu

or. ([1], str. 32)

Ak sa vsetky inflexné body ¢ zhoduju s lokdlnymi minimami (Ug), potom algoritmus
konverguje k lokalnemu rieSeniu ¢ . Toto je zriedka zarucené. Zarucena je iba konvergencia
k inflexnému bodu a nie k lokdlnemu minimu ¢r. MéZzme si to ukdzat na nasledujicom

priklade:
min 3 (2.46)
st: 2?4+a3-1=0 '

so Startovacim bodom (2,0) a By = I pre vSetky k. Postupnost iteratnych bodov skon-
verguje k bodu (1,0), ktory je lokdlne maximum tlohy. No ¢ postupne klesé v kazdej
iteracii. Bod (1,0) je sedlovym bodom ¢p.

V predoslych avahach sa spomina, Ze vol'ba penaliza¢ného parametra n ma byt dosta-
tocne velkd. Co to znamena dostatoéne velka? Vzhladom na to, ze sa dopredu explicitne
ned4 urcit potrebné velkost 7, je nutné v praxi pri programovani algoritmu zahrnut vhodny
spOsob na zistenie dostato¢ného 7.

Teraz sa pozrieme na to, ako bude vyzerat penalizacné funkcia, ak budeme riesit alohu
s ohrani¢eniami typu nerovnosti. Opét existuje niekolko spésobov ako na to. My si uka-
zeme dva najbejznejsie.

V prvom sposobe sa vyuziva pojem aktivnej mnoziny. V kazdej iteracii sa spomedzi
nerovnostnych ohrani¢eni vyberi aktivne ohranicenia, s ktorymi sa potom manipuluje
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ako keby to boli ohrani¢enia typu rovnosti. K zostavajucim neaktivnym nerovnostnym
ohrani¢eniam sa pristupuje osobitne. Definujme si indexovii mnozinu

Dy, = {z L gi(2®) > —%} (2.47)

Tato mnozina obsahuje indexy vSetkych nesplnenych ohranic¢eni + ohraniceni, ktoré nie
st "bezpecne" splnené (t.z. bod z* lezi velmi blizko hranice). Penaliza¢na funkcia bude
definovana nasledovne:

D1, Ay ) = (@) + 3 (0:(2) Agp2))s + )
1 2
5 2 Gl

Takato penalizacné funkcia je diferencovatelna. Tentokrat sa nepouzivaju MN S odhady
lagrangeovych multiplikdtorov, ale multiplikitory ziskané po rieseni QP.

Druhy pristup pouziva myslienku doplnkovych premennych. Pévodny problém (UK P)
si preformulujeme do nasledovného tvaru

- min f(z) 2.48
( dopl) St gz(l,) + (thZ — O) 1 = ]_, e, m ( . )

Téato tloha je ekvivalentné s tlohou (UKP) v zmysle, Ze obidve maju ostré lokédlne minimum
v bode x*, pricom v (UK Py,y) plati (¢1)? = —g;(z*), i=1,...,m.
Oznacme si vektor

tt
=1
.2
potom definujeme B
h(z,t*) = ( g(z) +* ). (2.49)

Potom méZzeme skonstruovat nasledujicu penaliza¢ni funkciu
- _ = 2
br(m) = f(@) + Fla, ) a(e, ) + [, )] (250)

V tomto pripade je u(z, t?) MNS odhad lagrangeovych multiplikdtorov. Na skonstruovanie
tlohy QP sa nepouziva tloha (UK Py, ), ale povodna (UKP). Vypocita sa smer d, a potom
sa aktualizuje doplnkovéa premenna ¢2. Smer z (¢2)F do (¢2)*"! uréime nasledovne:

dp = —(Vg(a*)7d, + g(a*) + (12)1). (2.51)
Potom

)" = ()" + adp, kde «a€(0,1]. (2.52)
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2.3.2 [ penalizac¢na funkcia

K jednej z prvych penalizac¢nych funkcii patri /; penalizac¢na funkcia. Jej tvar pre ohrani-
¢enia typu rovnosti je nasledovny:

¢1(z,p) = flz) +pllh()], (2.53)

kde p je kladny penaliza¢ny parameter. Tak ako aj augmented Lagrangian funkcia, tak aj
l; penalizacna funkcia je "exaktna" penalizacné funkcia, t.z., Ze existuje kladny penalizac-
ny parameter p* taky, ze pre vsetky p > p* zodpoveda neohrani¢ené minimum penalizacne;j
funkcie minimu (Ug). Tvar ¢, je sice jednoduchy, no tato funkcia nie je diferencovatelna
na mnozine pripustnych rieSeni. Na to, aby sa dosiahla diferencovatelnost by sa mohla
upravit ¢; tak, ze by sa porameter p umocnil na druht. V tom pripade by sa ale strati-
la vlastnost exaktnosti, t.z., Ze body minima ¢; by len konvergovali k rieseniu (Ug) pre
p — 0.

Vyhodou [; penalizacnej funkcie je, Ze sa Tahko rozsiri pre tlohu s ohrani¢eniami typu
nerovnosti. Vzhladom na to, Ze diferencovatelnost tu nehra rolu, mozme ¢; definovat
takto:

o1z, p) = fz) +p||g" ()], (2.54)
kde (@)
0.,ak gi(x) <0
+ _ ) ? =
g (z) = { gi(z) ,ak  gi(x) >0
Vsetky teoretické vysledky platiace pre pripad s ohrani¢eniami typu rovnosti platia aj tu.

l; penalalizacna funkcia je popularna hlavne kvoli svojej jednoduchosti. Na overenie
mozného bodu, ktory by prichadzal do avahy pri line-search procese nam staci vypocitanie
fag.

Na druhej strane pri augmented Lagrangian funkcii potrebujeme okrem f, g pocitat
aj ich gradienty. DalSou neprijemnostou je pocitanie u(x) pri tlohach vé¢sich rozmerov.
Preto sa zvyknu v praxi pouzivat aproximéacie augmented Lagrangian penalizacnej funkcie.

(2.55)

2.3.3 Han-Powell penaliza¢ni funkcia

Uvedme si eSte Hanovu-Powellovu penalizacnu funkciu, ktord sa zvykne ¢asto pouzivat v
algoritmoch pouzivanych softvérom MATLAB.
Han a Powell pouzivaji nasledovni penalizac¢ni funkciu:

6) = @)+ Y riae) + Y rimax{0,gi(a)} (2.50)

i=Mgq

kde m, je pocet aktivnych ohrani¢eni a m pocet vSetkych ohrani¢eni. Powell odporuca
volit penaliza¢ny parameter nasledovne:

1
r, = (TkJrl)i = maX{)\i, 5((7%)@ + )\Z)}, 7= 1, ..,m (257)
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Pri inicializécii sa parameter nastavi takto:

_ V@),

rp= 2 e (2.58)
IVgi(z)|,
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Kapitola 3

Specifické typy SQP metod

V tejto kapitole si predstavime rozne druhy SQP metod, ktoré s zalozené na vSeobecnej
SQP schéme, no Specializuju sa na isté druhy tloh, resp. st konstruované so Specifickymi
vlastnostami. Opisujeme SQP metddu generujicu v kazdej iteracii body leziace v mnozine
pripustnych rieSeni - feasible SQP; hovorime o metode na rieSenie tloh velkého rozmeru;
spominame viacero aplikacii v praxi, kde sa vyuzivaju SQP algoritmy:.

3.1 Feasible SQP meto6da

SQP metédy nemajua vo vieobecnosti vlastnost, ze by generovali v kazdej iterécii pripustné
body. Ani startovaci bod ani body v jednotlivych iterdciach nemusia lezat v mnozine pri-
pustnych rieSeni. To je velkou vyhodou, pretoze hlavne v pripade nelinedrnych ohranic¢eni
moze byt hladanie pripustného bodu, od ktorého by sme sa mohli odpichnit, dost zlozité
(dalo by sa to naro¢nostou prirovnat k vyriegeniu samotného (UKP)). Existuja pripady,
kedy postupnost bodov skonverguje k rieSeniu rychlejsie, ak moze vyuzivat aj body mimo
mnoziny pripustnych rieseni.

Napriek spomenutym vyhodam algoritmov, pracujtcich aj s nepripustnymi bodmi, jes-
tvuje vela pripadov, kedy potrebujeme, aby metoda generovala body striktne pripustné.
SQP metoda generujica postupnost bodov, ktora lezi v pripustnej mnozine (anglicky fea-
sible set) sa v angli¢tine zvykne nazyvat feasible SQP metoda. Povedzme si preco je uzi-
to¢ny pristup generujuici itera¢nt postupnost len v mnozine pripustnych rieseni. Najprv
sa pozrime na vyhody z hladiska vnutornej stavby metody. Vo feasible SQP algoritme:

e st pomocné tlohy kvadratického programovania vzdy konzistentné (vzdy existuje
pripustné rieSenie),

e mozme v line-search procese pouzit priamo ucelova funkciu ako penalizacnu funkciu.
V praxi (napr. v strojarstve) su feasible SQP meto6dy vyhodné, lebo

e ucelova funkcia casto nebyva definovand mimo mnoziny pripustnych rieseni,
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e algoritmus mozno zastavit pred dosiahnutim optimélneho riesenia, ziskajtac pripustny
bod (tento bod je délezity hlavne pri aplikdciach, prebiehajtcich v redlnom ¢ase, kedy
nejaky dalsi proces vyzaduje pripustny bod eSte pred tym ako stihne algoritmus
skonvergovat k optimu).

Hlavnym argumentom proti feasible metodam, je naroc¢nost ziskania pripustného Star-
tovacieho bodu pre (UKP); okrem ¢asového aspektu tu moéze hrat tdlohu aj to, Ze pri
procese hladania tohto bodu (ktory sa zvykne vo viacerych algoritmoch oznacovat ako
"Faza 1"(angl. Phase 1)) moze prili§ stupnut hodnota tcelovej funkcie. No pri numeric-
kych experimentoch sa ukazalo, ze celkova ¢asova strata sposobena Fazou 1 byva mala.

Kla¢ovym prvkom v SQP algoritmoch generujicich pripustné body je tzv. pripustny
smer. Definujme si tento pojem:

Definicia 4. Nech X :={z € R: gj(z) <0,5=1,...,m} je mnozina pripustnych rieseni
tilohy (UKP). Pripustny smer vychadzajici z bodu © € X sa definuje ako T'ubovolny
vektor d € R" taky, ze x + td patri do X, pre vSetky t € [0,T], kde T' > 0 .

Tak ako aj vo v8eobecnej SQP metode aj v tomto pripade sa v kazdej iteracii riesi
istd pomocn4 tloha, ktorej rieSenim je smer ktorym sa vydame z bodu z* do bodu z**+1.
No teraz treba postupovat tak, aby sme ziskali pripustnyg smer; t.z. aby bod z**! lezal
v mnozine pripustnych rieseni. Treba si uvedomit, Ze smer d ziskany ako rieSenie (QP),
nemusi byt pripustnym. To znamena, Ze budeme musiet tento smer "naklonit" tak, aby
smeroval do pripustnej mnoziny. Pociatocné algoritmy s pripustnymi smermi vyuzivali na
ziskanie smeru iba informéciu prvého radu (pouzili sa iba prvé derivacie). Navyse smer bol
pocitany pomocou tuloh linearneho a nie kvadratického programovania, takze bolo mozné
dosiahnut maximalne linearnu konvergenciu. Zahrnutie informéacie druhého radu pouzil
Polak. No ani v tomto pripade nebola zaruc¢ené superlinedrna konvergencia, pretoze tymto
algoritmom chybal machanizmus, ktory by kontroloval kolko ¢asu treba venovat samotné-
mu "naklananiu" smeru d.

Ukazalo sa, Zze najlepsia cesta (zatial) vedie cez rieSenie ulohy kvadratického progra-
movania. Algoritmus vytvoreny Panierom a Titsom sa zakladd na rieseni ulohy (QP)
a nasledovnom nahradeni d* (optimalneho smeru (QP)) konvexnou kombinaciou d =
(1 — p)d* + pdL, kde d* je Tubovolny pripustny klesajtci smer. Kvoli zachovaniu lokélnej
konvergencie SQP iteracie, sa p voli ako funkcia od d* v takom zmysle, aby sa d pribli-
soval k d*, ked sa blizime k optimalnemu bodu (UKP). Zvicsa p(d*) = O(||d*||*). Aby
sme sa vyhli Maratosovmu efektu ( ¢o je stru¢ne povedané kmitanie okolo bodu optima,
pricom sa tento bod nikdy nedosiahne) a zarucili superlinearnu konvergenciu, sa pouziva
korekény krok druhého radu d¥. d¥ sposobi "ohnutie" smeru z z¥ do z**!. Po zahrnuti
vietkych spomenutych tprav napokon hladdme bod z**! po obluku, takze novy bod bude
x + td + t2d¥. Ako najdeme d a d¥? Panier a Tits v oboch pripadoch pouzivaju tlohy
kvadratického programovania, no d® mozno poécitat aj linearnou MN S bez ovplyvnenia
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asymptotickych vlastnosti konvergencie. Takze z pohladu vypoctovej naro¢nosti riesi ten-
to Panierov a Titsov algoritmus 3 ulohy kvadratického programovania (resp. 2 QP + 1
MNS). Toto nie je z ¢asového hladiska prilis vhodné hlavne pre ulohy velkych rozmerov.

Aby sa vyhli prilisnému poc¢tu tloh kvadratického programovania, skonstruovali La-
wrence a Tits algoritmus zakladajuci sa na vhodnej transformécii (QP). Takze v kazdej
iteracii sa pocita jedna tiloha kvadratického programovania nasledovného tvaru:

min %dTBkd +1
deRn

(QPtRrANS) { st Vf(@F)Td <~ (3.1)
Vgi(a")Td + g;(«*) <m, j=1,...m,

kde 7 je kladny sklar nazyvany aj "nakldnaci parameter" | By, je kladne definitnd a z € X;
~ je doplnkovéa skalarna premenné. Pointa spoéiva v tom, ze dalej od bodov spliajicich
KKT podmienky tlohy (UKP), bude v < 0 a preto bude d, vzhladom na prvé ohranicenie,
klesajuci smer pre f; navySe ak n > 0, bude d pripustnym smerom, vzhladom na dalsich
m phraniceni. Nie je tazké ukazat, ze ak polozime n = 0, rieSenim (Q Prrans) bude bezny
SQP smer. Velké hodnoty n zdéraznuja pripustnost, malé hodnoty n zvyrazinuju pokles.

3.2 Trust-region SQP metoédy
Doteraz sme chapali nasledovni itera¢nta schému
Lk kg

tak, Ze nachadzajic sa v bode z* najprv najdeme optimalny smer d* a potom v tomto
smere spravime optimalny krok o*.

V metoédach pouzivajtcich trust-region pristup sa postupuje inak. Stojac v bode z* sa
najprv uré trust-region polomer p. V oblasti vymedzenej polomerom p* sa potom hlada
optimélny "smer+krok" d*. Novy bod sa ziska nasledovne

"t =2k 4 d"

V d* je teraz zahrnuté informacia aj o smere aj o dlzke kroku. Potom sa zistuje ¢i ma
penalizacné funkcia v bode %! nizsiu hodnotu ako v bode z*. Ak nie, trust-region polomer
p sa zmen$i (ViadSinou o polovicu) a hlad4 sa novy bod z**!.
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3.3 SQP metoéda na rieSenie aloh velkého rozmeru

V praxi sa ¢asto stretavame s ulohami, ktoré majt velmi vela (radovo tisicky) premennych
a takisto aj ohraniceni. Pre takéto tlohy treba zostavit Specidlne algoritmy, ktoré si schop-
né pracovat prave s velkymi rozmermi. Kvoli ich dobrym vlastnostiam boli SQP metody
roz8irené aj pre velkorozmerné pripady. Ujali sa napr. v oblasti optimélneho riadenia,
konkrétne pri vypocte optimalnej trajektorie. V leteckom priemysle sa dodnes tispesne po-
uziva tzv. " systém optimélnej trajektorie" (angl. optimal trajectory system OTIS), ktory
na rieSenie istych optimalizacnych tloh nelinedrneho programovania vyuzival algoritmus
NPSOL. Téato metoda pouziva transforméciu Hessovej matice Lagrangeovej funkcie a po-
tom ju kvazi-newtonovsky aproximuje. Ulohu kvadratického programovania riesi pozitim
met6dy najmensich Stvorcov. NPSOL je schopna riesit tlohy s 2000 ohrani¢eniami a viac
ako 1000 premennymi. No na problémy s este vaA¢$im rozmerom uz nestaci.

Preto vznikol novy "riedky" SQP algoritmus. Nazyva sa SNOPT (angl. Sparse Non-
linear Optimizer - Riedky Nelinearny Optimalizér). Tato metoda vyuziva riedkost matice
Jakobianu ohraniceni. Nepouziva plntu aproximéaciu Hessovej matice Lagrangeovej funkcie,
ale prave aproximéaciu redukovaného Hessianu (spominant v podkapitole 2.3.4), ¢o je vy-
hodné najméi z hladiska vyuzita paméte. Pomocni tlohu kvadratického programovania
riesi istym typom metddy aktivne; mnoZiny, ktora umoziuje premennym vystupovat line-
arne aj v ucelovej funkcii, aj v ohrani¢eniach QP. Pre hladanie optimalnej dlzky kroku sa
pouziva [y penaliza¢na funkcia (spominanéa v podkapitole 2.4.2).

3.4 Dalsie praktické vyuzitie SQP algoritmov

Metody sekvencéného kvadratického programovania maji bohaté praktické vyuzitie. Pri-
stup k najroznejsim testovaniam typu pokus-omyl byva nahradzovany lacnejSou a efek-
tivnejSou alternativou pocitacovych simulacii. V nich sa vyskytuje vela optimaliza¢nych
tloch, pre ktoré je idedlne pouzitie SQP algoritmov.

Optimalny dizajn

Jednou z najcastejsich oblasti vyuzitia SQP metod je oblast optimélneho dizajnu.

V odvetviach ako napr. automobilovy a letecky priemysel je potrebné ¢o najlacnejsia,
najkvalitnejsia a ¢asovo nenaro¢na vyroba. Spolo¢nosti takéhoto druhu vyvyjaji mnoz-
stvo novych modelov svojich produktov a preto, v ramci uSetrenia materialu a prostriedkov,
pouzivaju na vytvaranie a testovanie novych prototypov pocitacové simulacie. Pomocou
nich sa okrem ideédlneho tvaru, povrchu, hribky, typu materidlu daju urcit potencidlne
chyby, pogkodenia, atd. V tychto priemyselnych odvetviach sa najcastejsie jedné o spraco-
vanie plechu. V simulaciach vystupuje viacero druhou optimaliza¢nych tloh nelinedrneho
programovania. Na ich rieSenie sa vyuzivaju prevazne SQP algoritmy.

V oblasti optimalizacie aerodynamického tvaru sa riesia tulohy pre idedlny tvar trupu
lietadiel a rakiet, tvar a zakrivenie kridiel; simuluje sa stav tlaku pod kridlami, stav tlaku
pri prechode do nadzvukovej rychlosti, atd.
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Dalsou oblastou optimalneho dizajnu vyuzivajicou SQP metody je vyroba elektronic-
kych suciastok. Napriklad pri navrhovani elektro-magnetickych filtrov vystupuje niekolko
parametrov pre optimalizaciu, napr. dizka, hribka, pocet istych vrstiev, jednoducho cel-
kova vnutorna geometricka struktura. Speciﬁcké ¢asti vytvoreného matematického modelu
st optimalizované SQP algoritmom.

Optimalizacia chemickych reaktorov

Algoritmy sekven¢ného kvadratického programovania sa vyzivaju aj na optimaliziciu
pri roznych procesoch v chemickych reaktoroch. V simulaciach pre dant problematiku sa
vyskytuji napr. tlohy pre vypocet optiméalneho mnozstva jednotlivych prvkov, ¢asového
rozloZenia rozpustnosti latok, idealneho intervalu ¢istenia reaktora, atd.

Kalenie oceli

Optimélne riadenie sa uplatiiuje aj pri leserovom kaleni oceli . Faza stavu oceli pri
vysokych teplotach sa popisuje diferencialnymi rovnicami. Dolezité st ohranicenia teploty,
aby sa zabranilo roztopeniu materialu. Dany problém sa da naformulovat ako tloha neli-
nearneho programovania; zvykne sa riesit SQP algoritmom s aproximaciou redukovaného
Hesianu.
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Kapitola 4

Filtrova SQP metoda

V tejto kapitole si ukdzeme iny pristup v oblasti SQP metod, ako sme videli doteraz. Obo-
znamime sa s pojmom filtra, ako ndhrady penaliza¢nej funkcie; spomenieme jeho vyhody i
nevyhody. Filtrovy algoritmus pouziva trust-region pristup. To znamené, Ze nachadzajuc
sa v bode z*, sa najprv ohrani¢i dizka kroku a az potom sa hl'ada smer, ktorym sa bude
postupovat do dalsieho bodu x**!. Blizsie si ukazeme filtrovy algoritmus vytvoreny R.
Fletcherom a S. Leyfferom.

4.1 Filter v nelineArnom programovani

Ukéazalo sa, ze existuje aj lepsi spésob ako pouzivat penaliza¢ni funkciu. Zoppke-Donaldson,
Student profesora Rogera Fletchera, prezentoval vo svojej Ph.D praci SQP algoritmus, kto-
ry nepouziva ziadnu penalizacnti funkciu. Tato nova metoda je zaloZzena na trust-reagion
pristupe a namiesto penalizacnej funkcie pouziva "filter". Pripomenme si tlohu konvexné-
ho programovania, ktorou sa zaoberame

min  f(z)
(UKP) { :iR g(x) <0, (1)

Preformulujme si tdato tulohu inak. Doteraz sme sa na (UKP) pozerali tak, ze sme
minimalizovali u¢elova funkciu f(x), pricom museli byt splnené ohrani¢enia g(z). Teraz
zmenime ciel splnenia ohrani¢eni na dal$i minimalizaény problém. TakZe naSa tloha bude:

min - f(x) (4.2)
a sti¢asne
min  h(g(z)), (4.3)

pricom

h(g(x)) = [lg* (@), = ng(l’)

32



je I3 norma "odchylenia od ohraniceni" a g*(x) = max(0, g;).

Penaliza¢na funkcia kombinuje (4.2) a (4.3) do jedného minimaliza¢ného problému. My
sa budeme na (4.2) a (4.3) pozerat ako na 2 rozne ciele, ktoré chceme dosiahnut.
Oznacme si f* := f(z*) a h* := h(g(2")) a zavedme si pojem dominancie:

Definicia 5. Hovorime, Ze dvojica (f*, h*) dominuje inej dvojici (f*, h!)
<= plati f* < f! a suicasne h* < h'.

Inak povedané z* je prinajmensom tak dobré ako ! vzhladom na (4.2) a (4.3). Teraz si
mozeme zadefinovat pojem filtra, ktory budeme pouzivat v trust-region typoch algoritmov
ako kritérium pre prijatie alebo odmietnutie nového kroku.

Definicia 6. Filtrom nazyvame takt postupnost dvojic (f, h'), v ktorej Ziadna dvojica
nedominuje inej. Oznac¢me si F* mnoZinu indexov j < k takd, Ze (f7, h?) patri do filtra.
Bod (f*, h*) sa nazyva akceptovatel'ny pre zahrnutie do filtra, ak nie je dominovany
Ziadnym inym bodom z filtra; t.z. Ze bud f* < f7 alebo h¥ < hJ, pre vsetky j € F*.

V kazdom bode filtra st zahrnuté iba 2 skalare. Neukladdme ziadne vektory ( ako napr.
x!). Toto je z hladiska jednoduchosti a zataZenia pamiite velkou vyhodou. Nevyhodou je,
ze nam odpada moznost spéatnej kontroly postupnosti predoslych bodov.

Graficka reprezentaciu filtra mozno vidiet na nasledujicom obrazku 4.1.

A \
f(=z) \

\

h(g(z))

Obrazok 4.1: Grafickd reprezentacia filtra.
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Ako mozZno vidiet na obrazku 4.1, kazdy prvok filtra vytvara blok neakceptovatelnych
bodov pre filter. Zjednotenie tychto blokov tvori mnozinu vsetkych bodov, ktoré nie st
akceptovatelné pre aktuélny filter. Ciarkovane je znazornena grafickd reprezentécia istej
penalizacnej funkcie. Vpravo od tejto ¢iarkovanej priamky je mnozina neprijatel nych bodov
pre penalizacni funkciu, t.z. tieto body spdsobuji narast hodnoty danej penalizacnej
funkcie. Vidno, Ze existuju body, ktoré su akceptovatelné pre filter, no sposobuju narast
penalizatnej funkcie. To znamené, Ze filter povoluje pouzivat vacsiu mnozinu bodov pri
vytvarani iteracnej postupnosti {xk}, konvergujucej k optimalnemu rieseniu z*.

Hlavnou myslienkou je pouzit filter ako kritérium pre akceptovanie resp. odmietanie
kroku v SQP metéde. Takze kritérium klesajicosti penalizacnej funkcie je nahradené
poziadavkou akceptovania filtrom.

Najvicsie zmeny v algoritme sa udeji v pomocnej tlohe kvadratického programovania
(QP). Prida sa do nej ohrani¢enie dlzky kroku - trust-region polomer:

min  ¢(d) = Vf(z*)"d + 3d" Byd
QP st Vg(eh)Td+ g(z*) < 0, (4.4)
ldll o < p

Riesenie d* tlohy (QP7) uz nebude len smerovy vektor, ale celkovy krok (ako pred tym
akdb).

Takze k-ta iteracia bude vyzerat nasledovne:
Za¢mame v bode z¥, ktory vstupuje do (QP/). (QP') vyprodukuje riesenie - krok d*.
Ziskavame dalsi bod zFt! = 2% 4 d*.

Novy bod zF*! je akceptovany filtrom, ak zodpovedajtca dvojica (f**1, h¥*1) nie je
dominovana Ziadnym prvkom filtra. V tomto pripade pokracujeme dalSou iteraciou.

Ak bod zF*! nie je akceptovany filtrom, zamietame ho, zmensime trust-region polomer
p a znova riesime (QP7) (s povodnym z*).

Hlavnou vyhodou filtrového pristupu, je jeho jednoduchost. Do filtra vkladame iba
dvojice skalarnych hodnot a ukladame si ich indexy. Odpadava nam problém konsStrukcie
penalizac¢nej funkcie a volby penalizacného parametra.

Mohla by sa naskytnit otazka, ¢i moze nastat situécia, kedy by bolo vo filtri prili§ vela
prvkov. Pri numerickych experimentoch Fletchera a Leyffera sa ukazalo, Zze vo filtri bolo
uloZzenych vécsinou menej ako 10 prvkov; maximalny pocet sa vy$plhal na 43 prvkov (¢o
je relativne malé ¢islo).

Pochopitelne aj vo filtrovych algoritmoch sa vyskytuje par problémov:

1) Ak je pokles ucelovej funkcie dostatocény, odchylka od ohraniceni nAm moze ujst do
nekonecna a opacne. Toto sa riesi zavedenim hornych hranic funkcii f a h. Z praktického
hladiska staci ohranicit iba odchyjlku od ohranicent, ¢ize h < a. Takato podmienka zavedie
tak, ze sa do filtra vlozi bod (a, —o0).
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2) Zéavaznej$im problémom je, ze po zamietnuti niekol'kych bodov nasledujuicich po sebe,
sa moze trust-region polomer zmensit az natolko, Ze sa tloha (QP7) stane nepripustnou.
Takuto situaciu mozno vidiet na nasledovnom obréazku 4.2.

g(z)=0
g(x)>0

g(x)<0

vg(x)d+g(x)=0

Obréazok 4.2: Prilis maly trust-region polomer.

Riesenim je zavedenie tzv. obnovovacej fdzy, ktora méa za tlohu najst pripustny bod,
ktory by bol zaroven akceptovatelny filtrom. Pre tento ucel sa pouzivaja algoritmy schopné
najst riesenie nelinedrneho algebraického systému nerovnic. Vhodnym je napr. algoritmus
popisany v [2| na str.9.

Myslienka pouzitia filtra sice vznikla v oblasti SQP algoritmov, no preberaji ju aj iné
oblasti optimalizdcie. Napr. Benson, Shanno a Vanderbei implementovali pouzitie filtra
pre metody vnutorného bodu. Preto existuje viacero roznych druhov filtra. Za spomenutie
stoji Bariérovy filter, Markovov filter, Multirozmerny filter. My sa v dalSej podkapitole
budeme venovat Fletcherovmu-Leyfferovmu filtru.

4.2 SQP algoritmus pouzivajuci Fletcherov-Leyfferov fil-
ter

Ako sme uz spominali predtym, myslienka filtra prisla do styku s odbornou verejnostou
z vedeckych kruhov, ktorych stredom je profesor Roger Fletcher. V tejto podkapitole sa
budeme zaoberat SQP algoritmom, ktory pouziva filter vytvoreny Rogerom Fletcherom a
Svenom Leyfferom.

gpeciﬁkujme si teda ich algoritmus. Doterajsia definicia filtra dovoluje vytvéarat nové
body prilis blizko uz znamych bodov filtra, ktoré maja A/ > 0. Z hladiska rychlosti
konvergencie metody je to dost nevyhodné. Preto sa v pripustnej oblasti definuje isty maly
obal okolo hranice nepripustnosti; body z tohto obalu sa neakceptuji. TakZze podmienka
akceptovatelnosti filtrom sa zmeni nasledovne
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Definicia 7. Bod (f*, h*) je akceptovatelny pre filter, ak spliia bud
h* < Bh (4.5)

alebo .
et < p, (4.6)

pre vietky j € F*: kde 3 a v sii predvolené parametre: 0 < v < 3 < 1; 3 je blizko 1 a
je blizko 0.

Nerovnost (4.5) z definicie zabezpe¢uje dostatoéné zmenSovanie h. Nerovnost (4.6)
zarucuje dostato¢ny pokles v f. Na lavej strane (4.6) je vhodne zakomponované aj h tak,
aby boli jednotlivé body postupnosti (f*, h*) tlagené k pripustnosti (t.z. h — 0; graficky
je to znézornené klesajucou polpriamkou so zvySujucim sa h). Grafickd reprezentacia
takéhoto obalu je na nasledujicom obrazku 4.3.

|
f(z) 5

h(g(zx))

Obrazok 4.3: "Zamietaci" obal okolo hranice akceptovatelnosti bodov filtrom.

Ako sme uz spominali v predoslej podkapitole, pri rieseni (UKP) sledujeme 2 ciele.
Minimalizujeme ucelovi funkciu a st¢asne minimalizujeme odchylenie od ohranicent (re-
prezentované funkciou h). V skutocnosti tieto dva ciele nie st celkom rovnocenné. Vzhla-
dom na to, ze optimalne riesenie (UKP)(ako tlohy ohrani¢enej optimalizacie) musi lezat v
mnozinbe pripustnych rieSeni, dostava ciel minimalizovat odchylenie od ohranicend vyssiu
prioritu. V bode optima (UKP) musi byt h = 0. Inak by (UKP) nemala pripusné rieSenie.
Na grafe teda méZzme rozoznat pripustné body podla toho, Ze lezia priamo na osi f, kde
je h = 0. O dosiahnutelnosti mnoziny pripustnych bodov hovori nasledovna Lemma:
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Lema 1. Nech {fk} a {hk} st také postupnosti, ze h¥ > 0 a f* je monotonne klesajiica
a zospodu ohrani¢ena. Nech 3 a v st zvolené konstanky také, ze
0 <~ < f<1. Ak plati bud

R*L < BRY alebo  fF — ML < ARFTY | pre vietky k,

potom h*¥ — 0 .
([3], str.4)

Dolezitym prvkom Fletcherovho-Leyfferovho algoritmu je kritérium dostatocného po-
klesu:

Af > 0/Aq, (4.7)

kde
Af =f(x)— fl(x+d) je skutocny pokles f,
Aq=q(0) — q(d) = —g"d — 3d"Bd  je predpovedany pokles f a o € (0,1) .

Dalsim prvkom je horna hranica h, t.z.
h(g(z)) < Pa, kdea > 0.

Takato podmienka sa prakticky zavedie tak, Ze sa pri inicializacii vlozi do filtra bod
(@, —00).

Pripomenme si, Ze mame 2 ciele pre minimalizaciu - minimalizovanie tucelovej funkcie
f(z) a funkcie odchylenia od ohraniceni h(g(z)). Definujme si preto dva druhy iteracii:

e f-iterdcia - je to iteracia v ktorej je prvoradym cielom pokles ucelovej funkcie f (je
dovoleny pripadny nérast h), plati vtedy Ag > 0;

e h-iterdcia - iteracia v ktorej je primarnym cielom pokles odchiyjlenia od ohraniceni h
(je dovoleny pripadny narast f).

Na obrazku 4.4 je zobrazena schéma Fletcherovho-Leyfferovho filtrového SQP algorit-
mu. PopiSme si teraz ako dany algoritmus funguje.

Po inicializovani vstupuje novy bod do pomocnej tlohy kvadratického programovania.
Tu nastavaju 2 moznosti. Po prvé (QP/) je konzistentna a ma rieSenie d, ktoré vstupuje
do tzv. "cyklu 1" algoritmu. Po druhé (QP7) je nekonzistentna alebo nemé riesenie; vtedy
nastupuje "cyklus 2".

Najprv sa pozrime na cyklus 1. Do k-tej iterdcie vstupujeme s dvojicou (f*, h*), ktora
je akceptovatelna filtrom, ale zatial nie je dofitho vloZena. Zvoli sa hodnota trust-region
polomeru p > p° kde p° > 0 je vopred zvoleny parameter (vicSinou blizky nule, napr.
10~%). Bod 2* a polomer p vstupujt do tilohy kvadratického programovania (QP/). Ak je
(QP7) riesitelna, ziskavame krok d. V pripade, 7e d = 0, ziskali sme optimalny bod tlohy
(UKP). Ak d # 0, testujeme & je novy bod x* + d akceptovatelny pre stcasny filter +
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"potencidlny bod filtra" (f*, h*). Zmysel tohto testu spociva v tom, Ze ak by sme vlozi-
li do sticasného filtra (f*, h*) vieme, ze v dalsej (k+1) iteracii bude dvojica (f*1 A**1)
akceptovatelna pre filter. Dalej si vyCislime Af a Aq a testujeme, ¢i nastal dostatocny
pokles v f (inak povedané ¢i nastala f-iterdcia). Ak nie, zmensi sa trust-region polomer
p a znovu sa pocita tloha kvadratického programovania (QP) s novym p. ZmenSovanie
trust-region polomeru sa moze robit Tubovolne, ale najbeznejsie je polozit p := p/2. Ak
nastala f-iterdcia, parametre p, d, Af a Aq sa prehlasia za vhodné parametre k-tej iteracie
oF, d*, AfF a Agk. Testuje sa, ¢i sa jedna aj o h-iterdciu; ak dno, bod (f*, h*) sa prida do
filtra. Napokon sa vyéisli dalsi bod z*+! = 2% 4 d*, inicializuje sa p > p° a novy bod z**!
vstupuje v k-+1 iteracii do (QP7). V tomto cykle je kIi¢ovym prvkom zniZovanie p az po-
kial nie s splnené urc¢ité testy alebo sa QP nestane nepripustny. Vtedy nastupuje cyklus 2.

V cykle 2 sa najprv zahrnie dvojica (f*, h*) do filtra, posunie sa pocitadlo na k :=
k + 1 a potom sa hlada novy bod xF pomocou obnovovacej fazy. Ugelom tohto procesu
je najst bod, ktory by bol pripustny pre pomocni tlohu kvadratického programovania
(pre isté p > ,00) a zéroven akceptovatelny pre filter. Samozrejme, Ze v tomto novom
bode moze narast hodnota ucelovej funkcie f, ale vzhladom na to, Ze sa hlada pripustny
bod, zredukuje sa h (takZe sa jedna o h-iterdciu). Moze sa stat, Ze obnovovacia fiza
skonverguje k nepripustnému bodu - to znamené, Ze existuje nenulové minimum h(g(x)).
Z toho vyplyva, ze péovodna tloha (UKP) je nepripustné.
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Inicializacia: x°, k=1,
do filtra sa vioZi  (u,-)

CYKLUS 2

Obnovovacia faza

/ inicializacia p>p°

rieSime vlohu QP (z,p)

nepripustné rieSenie d

Obrazok 4.4

pridame (f’“,hk ) ak d=0 stop
do filt.
o e \) CYKLUS| 1
wéisli  f(x"+d)
k:= k+1 a g(mk-/-d)
N\
je zk sy | i€
Jje x"+d akceptovatel’ny
>+ p:=F
pre filter a (fk,hk) ? £

ano

je af<oaq | &no
a »aq9q>(0?

nie

ph=p d'=d
aqt=nq aff=af

ak Aqké 0 potom sa

(F"H)  prida do filtra

k:= k+1




Kapitola 5

Numerické experimenty

5.1 Popis testovania

V tejto kapitole budeme prezentovat nase vysledky z numerickych experimentov. Testovali
sme 112 vybranych tloh z testovacej sady Klausa Schittkowskeho pre tilohy tvaru

min - f(z)
s.t.: g(z) < 0p, (5.1)
h(z) = 0,

Z toho bolo 96 tloh len s ohrani¢eniami typu nerovnosti, t.z. tvaru nasej ulohy (UKP);
6 tloh len s rovnostnymi ohranic¢eniami a 10 tloh s ohrani¢eniamy typu rovnosti aj ne-
rovnosti. Kazdéa z tloh mala minimalne jedno kvadratické ohranicenie a 12 z nich malo
navySe aj linedrne ohranicenia. Hlavné testovanie prebehlo na tlohach rozmeru 2 az 15
premennych a navyse boli vyskasané jedna uloha s 20 a jedna s 50 premennymi (tieto 2
tlohy boli dost jednoduché; mali len po jednom rovnostnom ohraniceni). Maximalny pocet
ohrani¢eni bol 35 (samotna tloha mala 10 premennych). Pocet rovnostnych ohraniceni v
ulohach pochopitelne nepresiahol pocet premennych.

Sada cca 400 testovacich tloh Klausa Schittkowského bola Specidlne vytvarana tak, aby
boli jednotlivé tilohy naro¢né a aby obsahovali rozne problémy. K dispozicii sme mali aj
optimalne rieSenia, poskytnuté autorom tloh.

V nasledujucej tabulke je uvedené kol'ko tiloh sme testovali pre jednotlivé rozmery tloh:

Rozmer dloh: 213 |4]585 B |7 [8]910]13)15]20]50
Paocet dloh: 4718 10] 5|5 |73 |3 |4][2]6]1]1

Obrazok 5.1: Tabulka pocetnosti tloh jednotlivych rozmerov

Na experimenty sme pouzili softvér TOMLAB - nadstavba pre MATLAB. Testovali
sme jeho 4 algoritmy pozivajiuce SQP metody:
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e conSolve je algoritmus pouzivajuci SQP metddu vytvoreni Klausom Schittkowskim.
Na hladanie optimélneho kroku pouziva Augmented Lagrangian penalizacnu funkciu.
Hessovu maticu Lagrangeovej funkcie z pomocnej tilohy kvadratického programovania
aproximuje BFGS metodou.

e snopt popisujeme v podkapitole 3.3.
e filterSQP je SQP metéda vyuzivajica filter popisand v podkapitole 4.2.

e fmincon je rozhranie pouzivajuce podla potreby najcastejsie bud snopt alebo nip-
Solve, ¢o je starSia verzia filterSQP

Nasim hlavnym cielom bolo porovnat vykony filtrového SQP algoritmu oproti klasic-
kym SQP algoritmom pouzivajucim penaliza¢ni funkciu. conSolve a snopt sme zvolili ako
predstavitelov klasického SQP pristupu. filterSQP zastupuje filtrové SQP metody. Roz-
hranie fminon sme zaradili ako reprezentanta zjednotenia obidvoch pristupov.

Testy prebehli na pocitaci s procesorom Pentium 4 - 2 GHz, 512 MB RAM.
Pri testovani sme porovnavali 5 "veli¢in":

e Cas, ktory procesor potreboval na vyriesenie tulohy.

e Pocet iteracii.

* *
Lyname  Pziskané

Relativnu presnost ziskaného bodu optima — .

*
znadme

Relativnu presnost hodnoty tcelovej funkcie
||f(x;néme)7f(z:iskané) ||
| | f(x;néme) '

v ziskanom bode optima —

Uspesnost vyriesenia tiloh algoritmom.

5.2 Vysledky

Najpr uvedieme priemerné hodnoty jednotlivych testovanych veli¢in pre vSetkych 112 tloh.
Potom ukéZeme priemerné hodnoty testovanych veli¢in pre tilohy rozdelené do skupin pod-
[a rozmeru premennej x.

Nasledujuca tabulka obsahuje priemerné hodnoty testovanych veli¢in pre vSetkych 112
tloh riesenych jednotlivymi algoritmami:
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conSolve|fmincon |snopt filterSQP
Cas 10 4583 15042) 21692 07273
FPocet iteracii 265 447 51,3 5
Rel. Presnost «* 5,1584| 444 5575 03591 3,0464
Rel. Presnost f(x™) 1,0561 04034 02178] 02258
spesnost 02,14%| 92586%| 100,00%| 100,00%

Obrazok 5.2: Tabulka 5.1

Ukazalo sa, ze algoritmus conSolve nezvlada riesit tlohy vécsieho rozmeru ako 7 v

rozumnom ¢ase. Na porovnanie uvadzame aj tabulku len pre rozmery 2 az 7 (spolu 92
tloh).

conSolve [fmincon |snopt filterSQP
Cas 91373 1744 2,1261 045977
Pocet iteracii 19.7 258 566 534
Rel. Presnost x* 55599 55743 065404] 57423
Rel. Presnost’ f(x%) 14082 04792 04720 04850
Uspesnost 97 83%| 94 57%| 100,00%| 100,00%

Obrazok 5.3: Tabulka 5.2

Vzhl'adom na to, ze z hladiska porovnévania ostatnych algoritmov s algoritmom
conSolve sa pomerné vysledky v tabulke 5.2 prili§ nezmenili oproti tabulke 5.1 (aj kvoli
tomu, Ze v tabulke 5.2 je iba o 20 tloh menej), celkovii analyzu robime iba podla tabulky

5.1. Uvedme si preto grafy porovnavajice jednotlivé testované veli¢iny spravené na zaklade
tabulky 5.1.
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Graf 5.1: Cas Graf 5.2: Poéet iteracii
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Graf 5.3: Relativna presnost’ x* Graf 5.4: Relativna presnost’ f(x*)
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Experimentalne tlohy sme si rozdelili na skupiny podl'a rozmeru premennej x. Jed-
notlivé testované veli¢iny sme porovnavali pre jednotlivé rozmery tloh. Kvoli prehl'adnosti
uvadzame ku kazdej tabul’ke aj graf zobrazujtci jej hodnoty.

Porovnanie ¢asu pre jednotlivé rozmery uloh

Tab 5.3: Cas
Pocet
uloh Rozmer [conSolve| fmincon | snopt | filterSQP
47 2 5,1563 5,1252 0,6989 0,1918
18 3 11,3096 [ 0,6883 2,8916 0,1241
10 4 9,8924 0,6524 2,3197 0,6296
5 5 1,7406 0,5592 0,1344 0,0812
5 6 4,9000 0,5180 0,1564 0,0532
7 7 21,8248 | 2,9217 6,5559 1,9063
3 8 0,8333 0,1823 0,2707
3 9 2,3227 | 13,7550 | 4,4373
4 10 0,8177 0,1990 0,1755
2 13 0,7035 0,1480 0,3515
6 15 1,0810 0,1120 0,2032
1 20 14,2500 | 1,1720 0,4220 0,3120
1 50 14,5930 [ 2,1600 0,6250 0,7180
[Spolu: [ 10,4583 | 1,5042 | 2,1692 | 0,7273 |
Graf 5.6: Cas
s —@— conSolve
g fmincon
% snopt
7 —o— filterSQP

2 3 4 5 6 7 8 9 10 13 15 20 50
Rozmer uloh
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Porovnanie poctu iteracii pre jednotlivé rozmery tloh

Tab 5.4: Pocet iteracii

Pocet

tloh Rozmer | conSolve| fmincon | snopt | filterSQP
47 2 11,9 8,7 31,7 54,1
18 3 25,9 12,4 121,1 1,0
10 4 25,4 10,9 121,9 2349
5 5 4,8 3,0 17,2 7,2
5 6 14,6 6,0 6,2 8,2
7 7 35,8 119,8 41,3 14,9
3 8 24,7 17,0 22,3
3 9 178,5 18,3 36,7
4 10 25,7 23,3 10,5
2 13 10,5 14,5 21,5
6 15 49,5 19,3 12,7
1 20 48,0 48,0 109,0 17,0
1 50 48,0 88,0 126,0 21,0

[Spolu: | 26,8 45,0 51,3 355 |

Graf 5.7: Pocet Iteracii
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Porovnanie relativnej presnosti ™ pre jednotlivé rozmery uloh

Relativha vzdialenost’ od

Tab 5.5: Relativna presnost’ x*

Pocet
uloh Rozmer | conSolve | fmincon snopt | filterSQP
47 2 0,1717 0,3221 0,2634 | 0,1600
18 3 0,0453 0,0588 0,0464 | 0,0673
10 4 5,5406 0,1163 0,1664 | 0,2494
5 5 0,0277 0,0968 0,0187 | 0,0187
5 6 33,3910 | 32,5430 | 3,1207 | 32,5430
7 7 0,1833 0,3087 0,2270 | 1,4153
3 8 0,0010 0,0056 | 0,5656
3 9 5747,7000| 0,3551 | 0,5371
4 10 0,0000 0,0000 | 0,0000
2 13 0,0009 0,0007 | 0,0007
6 15 0,0003 0,4642 | 0,0464
1 20 0,0817 1,0000 0,0001 | 2,0000
1 50 1,8257 1,0000 0,0002 | 2,0000
[Spolu: | 51584 | 444,8575 | 0,3591 | 3,0464 |

Graf 5.8: Relativna presnost’ x*
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Porovnanie relativnej presnosti /'( x* ) pre jednotlivé rozmery iiloh

Relativna vzdialenost’ od

f(x_opt)

Tab 5.6: Relativna presnost’ f(x*)

Pocet
uloh Rozmer | conSolve | fmincon snopt | filterSQP
47 2 2,1218 2,3974 2,1351 2,1274
18 3 0,0073 0,0072 0,0073 0,0074
10 4 4,0531 0,1139 0,1573 0,5297
5 5 0,0482 0,1139 0,0000 0,0000
5 6 1,8346 0,0029 0,4016 0,0029
7 7 0,3842 0,2398 0,1307 0,2426
3 8 0,0001 0,0000 0,0000
3 9 0,3691 0,0000 0,0000
4 10 0,0000 0,0000 0,0000
2 13 0,0000 0,0000 0,0000
6 15 0,0003 0,0002 0,0002
1 20 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
1 50 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
[Spolu: | 1,0561 | 0,4034 | 02179 | 0,2239 |
Graf 5.9: Relativna presnost’ f(x*)
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5.3 Zhrnutie

Za najdolezitejsiu testovaciu veli¢inu povazujeme ¢as, za ktory algoritmus vyriesi zadana
tlohu. Ako mozno vidiet v tejto kategérii ma najlepsie vysledky filterSQP. Dalsimi do-
lezitymi hodnotami pre porovnévanie st relativna presnost funkénej hodnoty v ziskanom
rieSeni a relativna presnost ziskaneho riesenia. Tu st dominantné snopt a filterSQ)P, pricom
snopt ma jemnu prevahu. V rebricku tspesnosti takisto vedie skupina snopt a filterSQP.
Co sa tyka veli¢iny - pocet iterécii, ti uvadzame len kvoli prehl'adu; pre porovnévanie to nie
je prilis smerodajné, pretoze kazdy algoritmus v jednej iteracii vykonava iny pocet operacii.

Za celkovych vytazov povazujeme dvojicu snopt a filterSQP. Ukazalo sa, ze conSolve je
podstatne horsi ako tieto 2 algoritmy. fmincon tiez nesplnil nase ocakévania. Vzhladom
na to, ze kombinuje pouzitie viacerych algoritmov predpokladali sme lepsie vysledky. V
kategorii Casu zastava sice 2. miesto, no v ostatnych oblastiach su jeho vysledky horsie.

Porovnajme teda snopt (ako najuspesnejsicho zastupcu SQP metod pouzivajicich pe-
naliza¢nou funkciou) a filtrovy algoritmus filterSQP. Z hladiska tspesnosti vyriesili obidva
algoritmy vSetky testovacie dlohy. filterSQP je lepsi v rychlosti rieSenia tloh, ale snopt je
v rieSeni presnejsi.

Ako rozsirenie k naSim numerickym experimentom, by bolo v buducnosti vhodné vy-

konat testy danych algoritmov aj pre ulohy vécsieho rozmeru - radovo stoviek az tisicov
premennych. Tieto pokusy by sa mali prevadzat na vykonnejsich pocitacoch.
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Doplnok pre numerické experimenty

Za najdolezitejsie porovnavacie veli¢iny pokladame Cas a Relativnu presnost x*. V d’alsom
sme zafixovali jednu z tychto veli€in a porovnavali sme druhtl a naopak. Inak povedané
vybrali sme také priklady, ktoré dosahovali takmer rovnaké hodnoty fixovanej veli¢iny

a potom sme porovnali hodnoty ich druhej veli€iny.

Porovnanie ¢asu pri rovnakej “relativnej presnosti x*” s toleranciou 0,1
( kazdy z algoritmov splnal danu toleranciu v 63 pripadoch)

Cas
pri romnakej relativnej presnosti x* s toleranciou 0,1

3 I 8,1045
2,5- i
7 T 13
€ 15 1
x 0,7715
o 17 .
05 1334
04
conSolve fmincon snopt filterSQP

Porovnanie relativnej presnosti x* pri rovnakom “case” s toleranciou 0,1 a
0,6 sekund

(Pre toleranciu 0,6: v 59 pripadoch 3 algoritmy splnili toleranciu)
(Pre toleranciu 0,1: v 79 pripadoch 2 algoritmy splnili toleranciu)

Relativna presnost’ x*
pri ronakom Case s toleranciou 0,6 sek

2,9192 28435

2,51

1,51

Relativnha
vzdialenost od x_opt

0,5+

conSolve fmincon snopt filterSQP



Relativna presnost’ x*
pri rovnakom €ase s toleranciou 0,1 sek

Relativha
vzdialenost’ od
x_op

&

conSolve fmincon snopt filterSQP

Zhrnutie

Opiit sa ukézalo, 7e vzhladom na Cas je najrychlejsi algoritmus filterSQP. Vzhl'adom

k Relativnej Presnosti x* je dominantny snopt. Ktory z tychto algoritmov je lep$i? Na tuto
otazku nie je jasna odpoved’. Vel'mi zavisi od pouZitia algoritmov v praxi. Ak je prioritné co
najrychlejsSie vyrieSenie problému, je najvhodnejsim algoritmom filterSQP. Ak rychlost’ nehra
hlavnt ulohu a je zapotreby €o najvicsia presnost’, najlepsim je snopt.



Kapitola 6

Zaver

Predkladana diplomova praca je venovana metdédam Sekvencéného Kvadratického Progra-
movania (SQP). Snazili sme sa uviest uceleny pohlad na SQP metody a ukazat na ich
aplikacie v praxi.

Porovnévali sme filtrové SQP metody s klasickymi SQP algoritmami, pouzivajicimi pe-
naliza¢ni funkciu. Zaoberali sme sa Struktirou filtrového SQP algoritmu Rogera Fletchera
a Svena Leyffera.

Realizovali sme numerické experimenty za uc¢elom porovnania filtrovej SQP s klasic-
kymi SQP metodami. Pouzili sme softvér TOMLAB a v iom naprogramované funkcie,
pouzivajice SQP metody. Na zaklade ziskanych numerickych vysledkov, sme porovnali
jednotlivé SQP algoritmy.

Vsetky testovacie tlohy a experimentami ziskané veli¢iny z MATLABu sme zalohovali;
k dispozicii st na prilozenom CD, ktoré obsahuje aj Excelovsky stubor s tabulkami vystupov
a ich grafmi.
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Priloha 1

Listing programu filterSQP

Listing programu snopt
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