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Uvod

Finan¢né trhy s dlhopismi predstavuju jednu z moznosti, kde mézu rdzne spolocnosti
investovat’ svoje peniaze. Ciel'om institicii ako penzijné fondy, poistovne a investicné
fondy s dlhodobym horizontom, je poskytovat' svojim klientom finan¢né zabepecenie
v dlh$ej buducnosti. Konzervativne uvazujuci investor vstupujici do takejto spolocnosti
chce zhodnotit’ svoje imanie na dlhi dobu, je ochotny podstapit’ riziko, avSak s nie prilis
dlhodobymi fluktudciami. Preto sa v portfoliu déchodkovych investicnych fondoch,
poistovniach a inych pouZzivaji dlhopisy. Vzhl'adom na to, Ze nemozno presne poznat’
vyvoj buducich cien dlhopisov, musi finan¢na spolo¢nost’ pripravit’ rézne scenare vyvoja
Casovej Struktury urokovych mier tak, aby bolo mozno uvazovat nad viacerymi
eventualitami. Taktiez, bolo by finan¢ne netnosné pre spolo¢nost, aby vygenerované
scendre obsahovali moznosti bezrizikového zisku. V praxi na trhu takato prilezitost
neexistuje dostatocne dlho, v ddésledku rychleho spolupdsobenia ponuky a dopytu. Ak
teda model vykazuje vel'a arbitraznych prilezitosti, vieme takmer urcite povedat’, ze takto
sa trh spravat’ v budicnosti nebude. Cielom diplomovej prace je objasnit’ arbitrdZ pri
konstruovani portfélia dlhopisov, vytvorit spdsob hladania arbitrdZe v modeloch
budticeho vyvoja urokovych mier a vygenerovat’ scenare, kde zhodnotime vplyv réznych
premennych na pocet arbitraznych prilezitosti.

Na zaciatku sa v kapitole ¢.2 venujeme zakladnym pojmom z oblasti dlhopisov a ¢asove;j
Struktary ur. mier. V kapitole ¢.3 podrobnejSie objasnime princip arbitrdze a tlohu
linedrneho programovania, ktora pouzivame na hladanie arbitraze v jedno a viac-
periodovych modeloch. 4. kapitola sa zaobera stochastickym vyvojom Struktary r. mier
v ¢ase. Poslednd 5. kapitola sa venuje generovaniu scendrii a otazke arbitraznych

prilezitosti v tychto scendriach.



2. Zakladné pojmy

V tejto kapitole uvedieme niekol’ko zékladnych pojmov, ktoré potom budeme
v diplomovej préci Casto pouzivat. Vysvetlime Co je to dlhopis a ako sa v zaklade pocita
cena dlhopisov. Dalej sa venujeme pojmom ako diskontné dlhopisy a ¢asova $truktira
urokovych mier. Predpokladame, Ze Ccitatelovi su pojmy ako sucasnd hodnota, tok

dnesnych a buducich platieb (cash flow stream) a spojité trocenie jasné.

Dlhopisy

Dlhopisy patria medzi najbeznejSie druhy cennych papierov s fixnym prijmom.
Emitentom, teda vypisovatel'om, dlhopisu moéze byt vlada, narodné banka, korporacia ¢i
sprava mesta alebo regionu. Za vloZenie peniazi do dlhopisu sa emitent ako protihodnotu
zavizuje vyplacat predom stanoveny subor platieb, v rovnako predom stanovenych
¢asoch. Podl'a typov vyplacania mozeme vytvorit’ zakladné delenie dlhopisov na dlhopisy

s nulovym kupénom, diskontné dlhopisy a kupoénové dlhopisy.

Dlhopisy s nulovym kupénom

Ak vlozime peniaze do tohoto dlhopisu, emitent sa zavézuje vyplatit’ ¢iastku F, nazyvant
nominalna cena, v Case T nazyvanym maturita dlhopisu. PretoZe takéito operacia je
vlastne totozna s vkladom sumy rovnej cene dlhopisu na bezrizikovy urok dizky R(z,T),
dostavame na zéklade spojitého urocenia, ze pre cenu dlhopisu v Case t, s maturitou T,
musi platit’:

2.1) D(t,T)=F.e *-"70

Inymi slovami, cena dlhopisu je stcasna hodnota z nominalnej ceny F. Dlhopisy
s nulovym kupénom casto emitujii vlady alebo centrdlne banky. St povazované za
najbezpecnejsie, o sa tyka rizika nesplnenia zavizku. Je to hlavne z toho jednoduchého
dovodu, ze ak by vlada nemala na vyplatenie dlhopisov, je vacSinou v jej legislativnej
moci dat’” natlacit nové peniaze na splatenie dlhu alebo pouzit iné prostriedky na

zabezpecenie splatnosti dlhopisov.



Kupénové dlhopisy

Vicsinou je zvyklostou vyplacat’ drzitel'ovi dlhopisu okrem nominalnej hodnoty v Case
splatnosti aj pravidelné platby pred tymto ¢asom. Takyto dlhopis nazyvame kupdénovy.
Nézov je podmieneny historicky, pretoze v minulosti boli kupony vytlacené na dlhopise
a bolo ich treba odtrhnut’ a vymenit’ za peniaze. Dnes sa tato forma splatenia kupoénu uz
nepouziva. Ak sa na kupoénovy dlhopis pozrieme z hl'adiska toku dneSnych a buducich
platieb, predstavuje subor zloZzeny z pociato¢nej zapornej obstardvacej ceny a

pravidelnych kladnych platieb k drzitelovi v tvare [-D(¢,T),C,,,,C,,,,....C, + F], kde C

15 Cranoee
je kupdn udévany v percentach z nomindalnej ceny. Pre jednoduchost’ v zapise budeme
d’alej predpokladat’, ze kupon je fixny v Case. Pri stanoveni pociatocnej férovej ceny
dlhopisu budeme postupovat’ tak, ako v predoslom pripade. Cena kupdénového dlhopisu
sa bude rovnat’ sucasnej hodnote toku budtcich platieb vzniklych z dlhopisu. Kapony
budi vyplacané v ¢asoch ¢, =t+i0, & je zvoleny casovy krok. Posledny kupon je
vyplateny zarovein snomindlnou hodnotou. Ak uvazujeme subor urokovych mier
R(t,1),R(t,t,),...,R(t,T) na doby (t,t,),{t,t,),...,{t,T) , tak pre dnesnt cenu kupénového
dlhopisu ziskame vztah:

(2.2) D(t,T)=Coe "™ 4 Ce *) Lo. 4 (CF + F)e "I

Kupoénové dlhopisy emituju jednak vlady ajednak stkromny sektor. Pristup (2.2)

k oceniovaniu ilustruje v zédklade mechanizmus povahy dlhopisov.

Diskontné dlhopisy

Diskontné dlhopisy st dlhopisy s nomindlnou cenou F =1 as C=0. Nepredstavuju
redlny nastroj na trhu, sluzia vSak pri matematickom modelovani. Naviac pomocou
diskontnych dlhopisov mozno zostavit' akykol'vek kupdénovy dlhopis. Pri tom istom
znaceni je cena diskont. dlhopisu,

(2.3) P(t,T)=¢e "D

Potom cena 'ubovol'ného dlhopisu s kupénmi je

(2.4) D(t,T) = ZT: C8.P(t,i)+(CS + F).P(t,T)

i=1,



Kuponovy dlhopis je teda linearna kombinacia bezkuponovych dlhopisov s prislusSnymi
dobami splatnosti. Dalsi délezity pojem tykajuci sa diskontnych dlhopisov je ich vynos.
Hovori o tom, kol’ko nam diskontny dlhopis zarobi, ak ho nepredame dnes, ale si ho

ponechdme do splatnosti. Pri danej cene P(¢,7) nds zaujima, aky vynos ndm dlhopis

zarobi, ¢o je jednoducho:

_InP(,T)
Tt

(2.5) R(t,T)=
Casova struktura urokovych mier
Casovii $truktiru turokovych mier tvori krivka vynosov jednotlivych diskontnych
dlhopisov s r6znymi maturitami, ak fixujeme Cas. Konstruuje sa aj pre diskontné dlhopisy,
kde sa zvykne nazyvat’ vynosova krivka bezkuponovych dlhopisov alebo zero coupon
yield curve. Ak zoberieme subor diskontnych dlhopisov roéznych maturit, pricom
diskontné dlhopisy fixujem v Case, zaujima nds Struktura jednotlivych vynosov. Pretoze
vynos disk. dlhopisu je vztah (2.5), mozno jednotlivé vynosy vzajomne porovnavat’. Je
dolezité pri konStruovani vychadzat’ zo sady dlhopisov zrovnakymi vlastnost'ami
odliSujiicimi sa iba dobou do splatnosti. Vynosova krivka sa v praxi konStruuje skor pre
kupénové dlhopisy. Diskontné dlhopisy nepatria vadc¢Sinou medzi cenné
papiere obchodovatelné na trhu. Vynosova krivka diskontnych dlhopisov sa potom
odhaduje z krivky kuponovych dlhopisov. Zo zvysujucou dobou do splatnosti v praxi
mozno oCakavat’ rast vynosov. Stdva sa vSak aj opacna situacia, ked’ je vynosova krivka
klesajuca. Tvar vynosovej krivky je formovany ocakavaniami o budicom vyvoji
urokovych mier. Ak investori predpokladaji, ze Gr. miery pdjdu v budicnosti nahor,
znamena to, ze ceny dlhopisov pojdu nadol. Z vyssie uvedeného vzorca pre cenu dlhopisu
vyplyva, ze vynosy pojdu nahor, o odzrkadluje rastici tvar vynosovej krivky. Na druhu
stranu, ak hraci na trhu ocakavaji pokles dlhodobych trokovych mier, ceny dlhopisov
z neskorsou dobou do splatnosti pdjdu hore a odpovedajice vynosy budu s maturitou

klesat’.



Forwardové urokové miery
Dolezity nastroj pouzivany pri formulacii stochastickych modelov su forwardové trokové

miery. Forwardova ur. miera na obdobie (7,,7,) je v Case t oCakavana Urokova miera
pouzitd na urocenie na spomenuté obdobie, pricom ¢ <7, <7,. Ur¢ime ju ako vynos
z forwardoveho kontraktu na diskontny dlhopis kupeny v ¢ase I, a splatny v ¢ase 7, ,
pricom kontrakt dohodneme v Case ¢. Tento kontrakt mézeme replikovat’ tak, ze v Case ¢
kapime dlhopis, ktory maturuje v dobe 7, a preddme k kusov dlhopisu, ktory maturuje
vdobe 7;. NaSe portfolio bude mat v case ¢ hodnotu P(¢,7,)—kP(¢,T,) , v Case T
budeme musiet’ zaplatit’ sumu k a v ¢ase 7, zaplatime 1 korunu. PretoZze dne$na hodnota

forwardu musi byt nula, inak by sa dalo na kontrakte neobmedzene zarobit’, musime
zvolit’

= P(t,T)

(2.6) = PGT)

¢o je cena forwardu v ¢ase 7;. Vynos z forwardu (€o je vlastne vynos z dlhopisu
P(T{ > 7—'2) )budea
(2.7) f(t,Tl’Tz)=_10gP(t=Tz)_10gP(f,7;)

T, -T

2 1

Ak polozime 7, -7, — 0, spojita forwardova miera na nekonecne malé obdobie (7},7,),

ocakavand v Case ¢ je,

oln P(t,T)

(2.8) fe.1)= ==

Ak povazujeme forwardové miery za dané, ceny dlhopisov ziskame z predoslého vzorca

ako

T
iff(t,u)du

(2.9) Pt,T)=c"

Short rate

Je kratkodoba bezrizikova Urokovd miera na obdobie (t,f+dt) . Vztah medzi

forwardovou a short rate krivkou je dany ako:
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0l P(t,1)

(2.10) h= S =—=0

Znamena to, ze prvy bod na forwardovej krivke je totozny s dneSnou short rate urokovou

mierou. Castokrat byvaju stochastické modely zadané pomocou vyvoja short rate.

Penazny dlhopis

Je dlhopis ktory kupim dnes za 1 SK. Jeho hodnota je v ¢ase t rovna:

j'rudu
(2.11) B =e’
V podstate, peniazny dlhopis je identicky s bezrizikovym U¢tom v banke na ktory vlozim
1 SK, pricom trocenie sa deje nepretrzite v nekonecne malych okamihoch dt . Pouzijeme
ho v kapitolach 3. a 4. pri oduroceni ceny diskontného dlhopisu v neskorSom cCase ako

dnes.
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3. Princip arbitraze

Arbitraz je moznost’ bezrizikového zisku na financnom trhu. Arbitrdzne prilezitosti sa
vyskytuju, avSak pre celkovu efektivitu finanénych trhov maja kratkodoby charakter. V
diplomovej praci budeme hl'adat’ arbitraZzne prilezitosti vo vygenerovanych modeloch
vyvoja portfolia diskontnych dlhopisov. V tejto kapitole objasnime Struktiru mnoziny
arbitraznych rieSeni. Budeme uvazovat portfolio diskontnych dlhopisov s réznymi
dobami do splatnosti. Predpokladdme pre jednoduchost’ moZnost’ ndkupu neceloc¢iselnych
Ciastok, povolujeme kratke pozicie (predame dlhopis, ktory este nevlastnime). Rovnako
predpokladame racionalitu investorov, tzn.: pri rovnakych podmienkach sa investor vzdy
rozhodne pre ziskovejSiu moznost’. Posledny formalny predpoklad je, Ze vSetci investori
maju rovnaké informacie o vyvoji cien dlhopisov na trhu.

V principe mdzu nastat’ tri situdcie, ktoré predstavuji dlhodobo neudrzatel'ny stav na trhu.
Prva situacia je neplatnost’ zdkona jednej ceny, druhd je existencia dominantej stratégie a
tretia je existencia arbitraznych prilezitosti. Pre jednoduchost’ budeme uvazovat’ iba dva

Casové okamihy ¢, a ¢ . V Case f, pozname vektor cien diskontnych dlhopisov
P(t,)=[P(t,), B (2),....,Py(t,)] . Definujeme mnoZinu elementdrnych udalosti Q ,
predstavujlicu vSetky mozné zmeny cien vektora dlhopisov. Potom P(t,,®) je vektor
cien dlhopisov v Case ¢, v stave @ € Q). Premennd H bude predstavovat’ vektor stratégii —

t.j.: kratke a dlhé pozicie v jednotlivych dlhopisoch. Hodnota nasho portfélia v ¢asoch ¢,

a t, bude:
N
(3.1 V(to)zzHiB(to)
i=1
N
(3.2) V(tl,a))=2Hl.B(tl,a)), pre Vo € Q
i=1

3.1 Zakon jednej ceny
Zakon jednej ceny spociva v tom, Ze ak mam dve portfolia V,V,, ktorych cena je v Case

t, rovnaka, teda V,(t,,w)=V,(t,,0), pre Vo e, tak musi ich cena na zaCiatku byt
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taktiez rovnakd. Ak nie, tak dokdZeme znuly zarobit' nekonecne vela. Napriklad

povedzme, Ze v case f, je V,<V,. Potom vo V, zvolime kratku poziciu, z ktorej
financujeme dlhu poziciu vo V,. Zrozdielu tychto portf6lii mame zisk. V Case ¢, sa
hodnota portf6lii rovna, splatime kratku poziciu z dlhej a ostane nam hotovost’ V, -V, > 0.

Toto si mozeme naSkalovat’ kolkokrat chceme. Na realnom trhu je takdto situacia
nemozna (jej vyskyt podnieti investorov na vlozenie penaznych prostriedkov do

mensSieho z portfolii, v naSom pripade do V. V dosledku zvySeného dopytu po ¥, sa jeho
cena vyrovna na V,). Ak ma model byt funkény, nemal by vykazovat' prileZitosti
takéhoto druhu (na portfolia V,,V, sa mozno tiez pozerat' ako na dve aktiva, ktorych
hodnoty st vo vSetkych pripadoch v Case ¢, totozné. Potom ale aktiva musia mat’ dnes

rovnaku cenu).

3.2 Dominantné stratégie

Dal$ou neprijemnou zaleZitostou je existencia dominantych stratégii. Ak existuje, tak
dominantna stratégia H~ je taka, Zze pre nejaku inu stratégiu H ak obom stratégiam
prislichajuce portfolia V,V" také , ze: V'(t,)=V(,) plati: V (t,0)>V(t,0) ,
pre Vo e Q. Inymi slovami, existuje taka stratégia, ktord ndm v porovnani s dalSou
stratégiou spravi v akomkol'vek pripade vacsi zisk. Preto sa jej budeme drzat, ked’ze
oproti stratégii H vzdy zarobi viacej a je bezrizikova, ked’Ze to plati pre Vo € Q2. Toto
nemoze v praxi dlhodobo fungovat, pretoze vSetci Ucastnici trhu by zvolili takd
kombindciu stratégii, aby z nuly mohli zarobit’ kladné mnozstvo. Presnejsie, ak zoberiem
stratégiu H = H — H , tak portfolio k nej prisluchajiice v ase t, ma hodnotu V(to) =0
av&ase t, by sme ho predali za V'(t,w)-V(t,®)>0 vo vietkych stavoch. Této

stratégia je naviac tiez dominantnd, pretoze dominuje stratégiu nulového vektora, kde sa
portfolio rovna na zaciatku aj na konci nule. Znamena to, ze ak existuje dominantna
stratégia, potom existuje moznost ako zarobit’ znuly vzdy pozitivne imanie, o je
nezltgitené z dlhodobou realitou. Dalej si treba uvedomit, Ze neexistencia

dominantnych stratégii implikuje platnost’ zdkona jednej ceny. Plati nasledujtce tvrdenie:

13



Tvrdenie ¢.1: Ak neexistuji dominantné stratégie, tak potom zakon jednej ceny plati.

Dokaz: Dokazeme nepriamo. Predpokladajme, ze zdkon jednej ceny neplati. Zoberieme
také dve stratégie H,H aportfolia V',V aby V' (¢,,w) =V (,,®) vo vietkych pripadoch a
V'(t,)>V(t,) . Stratégia H zarobi menej ako H . Definujeme novl stratégiu

H=H-H", o ktorej vieme,?e pre Ve € Q zarobi kladné mnozstvo, ¢o vyplyva z vyssie

uvedeného. ¥ nastavime tak, aby bolo rovné nule v &ase t, . Preto pre nejaké H,

poloZime,
I:I1Pl(to) +ee Fli,lp,;l (to) + ]j[iJrlPHl

E(t,)

(t,)+-+H,P,(t,)

(3.3) H =-

Dostali sme stratégiu, ktorej portfolio V v Gase t,sa rovna nule a V(tl,a)) >0, VoeQ.

Tato stratégia je podla predchadzajucich tivah sama dominantnou. To poukazuje na
existenciu dominantnych stratégii, o bolo treba dokazat’.

Ukézali sme, Ze ak neexistuju dominantné stratégie, zdkon jednej ceny plati. Na druhu
stranu, ak existuje dominantna stratégia, zadkon jednej ceny mdze ale nemusi platit. Vo

vSeobecnosti, nemozno dokazat’ obrateny tvar tvrdenia ¢.1.

3.3 Arbitrazne Prilezitosti

Poslednou prekézkou je existencia arbitraznych prilezitosti. Pri dominantnych stratégiach
sme uvazovali o takych moznostiach kipy dlhopisov, ktoré z nuly vzdy zarobia zisk vo
vietkych pripadoch. Co ak nastane situacia, kde moZeme ale nemusime vyhrat,, no nikdy
nestratime peniaze. To znamena pravdepodobnost’ (nie istota)bezrizikového ziskania
imania bez existencie moznosti prehry na trhu. Zacneme s portféliom rovnym nule

(niekde zvolim kratku a niekde dlhu poziciu). Ak v Case ¢, existuje asponl jedna taka

udalost’, Ze naSe portfolio je vdcsie ako nula, pricom v ostatnych udalostiach je nezdporné,
tak sme nasli arbitraznu prilezitost. Inak povedané, v modeli je arbitrdZna prilezitost’, ak

existuje stratégia H, ze plati:
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E[V(#)]>0
(3.4) V(t,w)=0,pre VoeQ
Vt,)=0

Pricom V' myslime portfolio zadefinované v (3.1) a (3.2). Z ekonomického hl'adiska, ak
by takato prilezitost existovala, kazdy (kedze investori st racionalni)by kupoval
arbitraznu stratégiu, ovplyviioval jej ceny, a tak ju postupne efektivne likvidoval. Co sa
tyka vzt'ahu z dominantnymi stratégiami, plati tvrdenie,
Tvrdenie €.2: Ak existuje dominantna stratégia, tak existuje tiez arbitrazna prileZzitost’.
Dokaz je trivialny. Opacné tvrdenie vo vSeobecnosti neplati.
Ak zosumarizujeme kategorizaciu dlhodobo neredlnych prilezitosti na trhu, vidime, ze
,»Mnozina neexistencie arbitraznych prilezitosti  ,,mnoZina neexistencie dominantnych
stratégii c ,, mnozina platnosti zdkona jednej ceny*. Mozu nam nastat’ Styri pripady:

e Neexistuju arbitraZne prilezitosti.

e Existuju arbitrazne prileZitosti ale neexistuji dominantné stratégie.

e Dominantné stratégie existuju, ale plati zdkon jednej ceny.

e Zakon jednej ceny neplati.

Pre lepSie pochopenie sa staci pozriet’ na obrazok.

Meexistencia
arbitraznych
prileZtosti

Meexistuji dominantné
stratéie

Takon jednej ceny plati

Zakon jednej ceny
rieplati

Vd’aka jednotlivym inkliziam, na vylicenie poslednych troch staci testovat’ prvy pripad.
Naviac, iba ten je inosny z ekonomického hl'adiska. Preto sa iloha na hl'adanie moznosti

nerealneho zisku na trhu obmedzi na hl'adanie arbitraznych prilezitosti, a to na tvar (3.4).
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3.4 Uloha o optimalizacii portfélia

Za reSpektovanie bezarbitraznej podmienky hovori aj uloha o optimalizacii portfolia.
Predpokladajme, ze existuje funkcia uzitocnosti u:R — R, takd, Ze u je striktne rastuca,
diferencovatel'na a konkavna na celom R . Inak povedané, ak wje cena portfolia, tak
u(w) predstavuje Uzitok pre investora zo sumy w . Pretoze investor uvazuje
o optimalizacii do budlcnosti, nemdze poznat ako sa presne budu ceny dlhopisov
vyvyjat, avSak ma urcité ocakavania. Preto vhodne zvolend optimalizacnd funkcia
nebude funkcia uZito¢nosti ale ocakdvania z funkcie uzito¢nosti. Uvazujlc stale o jedno-

periodovom modeli dostdvame, Zze ucelova funkcia bude mat’ tvar,

(3.5) E[u(V (1))=Y P(@) u(V (1, ®))

weQ
kde P(w) je vhodnd pravdepodobnostnd miera. Cielom je maximalizovat' o¢akavania
vzhl'adom na zvoleny vychodzi stav portfélia v. Optimalizacny problém teda vyzera
takto:

max Eu(V(t
(3.6) )
Vit,)=v
Pre tato Glohu plati, Ze ak existuje arbitrdzna prilezitost, tak potom nemdze existovat’ jej
optimalne rieSenie. Polozme, H ako arbitrdZznu prilezitost, H ako optimalne rieSenie.

Ozna¢me AP(w) = P(t,,»)— P(t,) ako zmenu vo vektore cien dlhopisov pre dany stav @.

Pre novu stratégiu H = H + H plati,

v+i1:]iAP(a)) = v+i HiAP(a))+ﬁ:1§iAP(a)) > v+ﬁ:I:IiAP(a))
i=1 i=1 i=1 i=1
pre T'ubovolny stav Vo € Q, ¢o je len inak napisany vztah, kol'ko zarobi nova stratégia
H oproti optiméalnej stratégii H . Nerovnost vo vztahu je dana tym, ze H je arbitrazna
prilezitost. Z ¢oho tiez vyplyva, ze nerovnost’ je aspoil v jednom w € Q) ostra. Ked'ze u
je ostro rastica a pravdepodobnost’ je vicsia ako nula pre vSetky stavy, znamena to, Ze
ucelova funkcia Eu(V (¢,)) bude pre H ostro viésia ako pre H . Potom ale H neméze
byt optimalne rieSenie. Vidime, Ze na to aby vobec existovalo optimalne rieSenie, treba

aby uloha neobsahovala arbitraznu prilezitost’.
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3.5

Viac-periodovy model

Realistické modely by mali byt viac-periodové, preto potrebujeme model obohatit

o informaénu Strukturu vyvoja cien dlhopisov a d’alSie parametre. Zakladné informéacie

o viac-periodovom modeli su tieto:

Vyvoj cien dlhopisov sa bude odohravat’ v diskrétnom svete zacCinajic v Case
t,=0 cez diskrétne okamihy t, =At,t, =2A¢,...,t, =kAt , kde At je zvoleny
casovy krok.

Kone¢na mnozina stavov Q, kde Q ={w,,...,0,}

Pravdepodobnostnd miera P na Q.

Budeme vSeobecne uvazovat’ o filtracii F={F, ;t=1¢.t,...t,}, Co je do seba
vnoreny systétm o -algebier F, c F, —---c F, generovanych prisluSnymi

disjunktnymi deleniami mnoziny Q. V podstate to predstavuje ako sa informacie

o vyvoji cien dlhopisov postupne odhal’uju investorom. V kazdom case ¢, je teda
definovany pravdepodobnostny priestor (€2, £, ,P).

Vektor cien dlhopisov P(¢) bude stochasticky proces zavisly od ¢asu a stavu. Aby
bola situdcia prehladnejSia, nebudeme pisat, v ktorej mnozine stavov podla
prislusného delenia sa ma P(¢) nachadzat. Investori tiez vedia, ze v Case t sa
skuto¢ny stav @ nachddza v niektorej konkrétnej podmnozine delenia Q2. Ceny
dlhopisov na tejto podmnozine musia byt konstantné, aby investori vobec mohli
ur¢it’ aké su v Case ¢ ceny. Naviac chceme, aby investori mali prehlad nielen
o dneSnych cenach, ale aby boli schopni z informa¢ného modelu vycitat’ aj vyvoj
cien v minulosti. Na splnenie oboch podmienok (Uplne informacie o dnesnych
a minulych cendch)pozadujeme, aby vektor cien dlhopisov bol adaptovany na

filtraciu I, tzn.: pre V¢ =t¢,,¢,,...,¢, je P(¢) merateI'né vzhladom na F,.

Vektor stratégii bude definovany ako stochasticky proces

%

H@)=(H,(),H,(),...,H,(t)) pre Cas t=tyt,....t, , . Cas t,  predstavuje
kone¢ny casovy okamih v ktorom investori iba zhodnotia cenu portfolia, ale

nevolia znova rozlozenie pozicii v dlhopisoch. V Case ¢, sa pozriem na ceny

dlhopisov a zvolim podl'a toho stratégiu H,. V Case ¢, sa zase pozriem na ceny
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dlhopisov, prerovnam portfélio na stratégiu H,, atd. V Case ¢, uz portfolio

neprerovnavam, iba zaznamendm jeho findlnu hodnotu. Podobne ako pri cenach
dlhopisov, investor ma mat’ moznost’ zvolit’ stratégiu podl'a dostupnych dnes$nych

%6

a minulych informadcii, avSak nemal by mat’ moznost’ sa ,,pozerat* do buducnosti.
Z tohoto dovodu bude vektor stratégii taktiez adaptovany vzhl'adom na filtraciu .
e Hodnota portfolia V(¢) bude adaptovany stochasticky proces v uz spominanych

diskrétnych okamihoch. Pre V' (¢) plati:

N
V()= H()P(1), pre t =ty,1,,....1_,
(3.7) =

V(tk) = Z Hi (tk—l )Pz(tk)

Dalej budeme pozadovat’ este jednu podmienku na stratégie, konkrétne aby portfélio bolo
samofinancovatelné. To dosiahneme tak, ze hodnota portfélia po prerovnani sa bude
rovnat’ hodnote portfolia pred prerovnanim vo vsSetkych Casovych okamihoch okrem

posledného, ¢o nam déva:
N N

(3.8) Y H(t)P(t) =Y H,(t, )P(,)
i=l1 i=1

pricom j=1,...,k—1. Takto zabezpe€ime, aby neexistoval Ziaden prisun peniazi do alebo

von z portfolia.
Podobne ako v jedno-periodovych modeloch, staci na vylucenie vSetkych nerealnych
prilezitosti zisku uvazovat' iba o vylaceni arbitraZznych prilezitosti. Podmienky
bezarbitraznosti vo viac-periodovom modeli st podobné podmienkam v jedno-
periodovom modeli. Jedina vec, ktora sa tu na rozdiel vyskytuje naviac, je zdkaz prisunu
alebo odlivu finan¢nych prostriedkov z portfolia, preto pozadujeme podmienku, aby
portfolio bolo samofinancovatel'né. Podmienky bezarbitraznosti preformulujeme na viac-
periodovy model takymto spdsobom:
Ak existuje nenulovy vektor stratégii H tak, Ze plati:
EV()]>0

V(t,,w)=0, pre Vo € Q2

(3.9) V(t,)=0

2 H(E)R() =3 H(t, )E(t)
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(pricom podmienka samofinancovania je urcend v kazdom uzle okrem poslednych

av casoch t=t,...,t, ), tak potom je dany vektor stratégii arbitraZna prilezitost’.

3.6 Rizikovo neutralny pristup

Najskor si zadefinujeme niektoré pojmy, ktoré vyuZzijeme pri rizikovo neutrdlnom
pristupe. Oznaéme P’ (t) = B,'P(t) ako diskontovany vektor cien dlhopisov, pricom B, je
pefiazny dlhopis podla (2.11). Poobne oznaéme V (t)= B 'V(¢) ako diskontovanii
hodnotu néasho portfolia. Vektor stratégii H(z) je vektor stratégii, tak ako sme to uz
v texte uvadzali. Naviac vSak pozadujeme, aby H(¢) bolo samofinancovatelné.

Definujme si novy stochasticky proces
k-1

(3.10) Gt = Y H ()P (¢,.) = P' ()]
J=0

ktory moézeme chapat’ ako postupné ndhodne prirastky diskontovanej hodnoty portfolia.
Inak povedané, ak v Case #, ma naSe portfolio podla (3.7) hodnotu V' (z,), tak v Case ¢,
bude mat diskontovana hodnotu V' (¢)=V(t,)+G(t,) . Pretoze stratégia H je
samofinancovatel'na, podobny vysledok musi platit’ aj pre ostatné ¢asy, a to:

(3.11) V*(t].H) =V(t,)+G(¢;), prej=0,1,....k—1

Na zhodnotenie ¢i model obsahuje arbitrazne prilezitosti sa pouziva v tedrii Casto
rizikovo neutralny pristup. Vychadza z toho, Ze v modeli neexistuju arbitrazne prilezitosti

prave vtedy, ked’ existuje tzv. martingdlova miera, ¢o je pravdepodobnostnd miera Q
taka, ze:
1. O(w)>0, pre VoeQ
2. Pre vektor diskontovanych cien dlhopisov plati:
(3.12) E [P (t+5)/ F]=P (1),
pret,s>t,at,s=tyt,...,t, . Ak plati (3.12), tak P'(¢) sa nazyva martingal vzhl'adom

k miere Q. Tuto podmienku spiia napriklad to, ked’ je vektor diskontovanych cien
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dlhopisov podmienena stredna hodnota podl'a nejakej miery, ktora je potom automaticky
martingalova miera. V teorii diskrétnych finanénych modelov plati zakladné tvrdenie:
Tvrdenie €. 3: V modeli existuje martingalova miera Q prave vtedy, ked’ nie su
arbitrdzne prilezitosti.

Uvedieme dokaz prvej cCasti vety. Na to potrebujeme eSte jeden pomocny vysledok,
ktorého dokaz spoc¢iva vo vlastnostiach podmienenej strednej hodnoty. Znenie dokazu

pomocného vysledku nebudeme uvadzat’, avSak mozno ho najst’' v [1].
Lemma & 1: Ak P'(¢) je martingal, tak potom aj G(¢) je martingal.
Dokaz tvrdenia €. 3: Dokaz prvej implikacie je nasledovny. Ak existuje podla
predpokladu tvrdenia martingalova miera Q, tak P'(¢) je martingal. Podl'a lemmy ¢&.1
z toho vyplyva, Zze aj G(¢) je martingal. Nasledne zo vztahu pre samofinancovatel'nost
portfolia (3.11) a z (3.12) méame:
E V' (t+5)/ F1=E,[V(t,)+G(t+5)/ F1=V(t,)+ E[G(t+5)/ F1=V(t,))+ G(@t) =V (1)
pricom t,s =¢,,t,,...,t,. V predposlednej rovnosti sme pouzili vedomost’ o tom, Ze G(¢)
je martingdl a V(f,) je konStanta. Dostali sme, Ze V (f) je tiez martingal.
Predpokladajme teraz , Ze H by bola samofinancujuca stratégia, ktord je arbitrdzna
prilezitost’. Z toho vyplyva, ze

E[V (t)]>0
a rovnako

E [V (1)]>0
Vieme ale, ze V"~ je martingal vzhl'adom na Q. Preto musi zaroven platit:
(3.13) E [V (t)]1=V(t,) >0

Co je podla (3.9) v spore s tym, ze H je arbitrazna prileZitost. Tym sme dokazali prva
cast’ vetu o ekvivalencii martingdlovych mier a neexistencie arbitraZznych prilezitosti.
Opacna cast’ dokazu je dopodrobna vysvetlend v publikacii od S. Plisku v [1], a preto sa

dokazom nebudeme zaoberat’.
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3.7 Uloha linearneho programovania

Hl'adat’ v praxi arbitrazné prilezitosti rizikovo neutralnym pristupom by bolo numericky
dost’ obtiazné. Ked’ si ale v§imneme Struktiru ulohy (3.4) je jasné, Ze je linearna. Preto
budeme hl'adat’ arbtiraZne prileZitosti v praxi pomocou linearneho programovania. Ulohu
na hladanie arbitrdze prevedieme na ulohu linearneho programovania. Najskor budeme

uvazovat' o jedno-periodovom modeli, ako o jedno-periodovom strome n vetvami.
. 1

Pravdepodobnost’ bude rovnomerne rozlozena , teda P(w)=—, pre Vo € Q . Budeme
n

maximalizovat’ uc¢elovu funkciu z pre premennu H , pre ktort plati:

n N

(3.14) Z:E[V(tl)]:lz

HiE(tlaa)j) :leTP(tlaa)j)
njop = n o
Prva Cast’ bezarbitraznej podmienky (3.4) je prepisané ako:

1 - T
(3.15) max ;ZH P(t,0,)

Jj=1
Zvysok predstavujt linearne ohranicenia, konkrétne v tvare:
A(t)H =20

(3.16) P =0

kde matica A(#,) obsahuje riadkové vektory cien dlhopisov v jednotlivych vetvach jedno-

periodového stromu.

P](tlaa)l)’f)z(tlaa)])a PN(tlaa)l)
(3.17) At) = : E
R(t]’a)17)’P2(tl9a)n)’ PN(tlsa)n)

Z praktického hladiska treba este pridat’ jednu podmienku, a to

1 n
(3.18) =Y H'P(t,w,)<C

nj=
kde C je dostatodne velké kladné &islo. Co sa tyka $truktiry rieSeni, vieme, Ze mnoZina
pripustnych rieSeni je neprazdna. Stac¢i totiz zobrat’ nulovy vektor, ktory je vzdy
pripustnym rieSenim. Dalej si treba uvedomit, e ak existuje aspoii jedno optimalne
rieSenie, tak ich existuje nekonecne vela. Inak povedané mnozina pripustnych rieSeni je
v pripade existencie arbitraze vzdy neohranic¢end. Ak by tak nebolo (existovala by prave

jedna arbitrazna prilezitost’), tak uvazujme o optimalnom rieSeni H . Ked mame

21



optimalne rieSenie, tak nejaky nasobok optimalneho rieSenia, H =k.H ,k >0, dosadeny
do tulohy je pripustné rieSenie. Ked’ porovname tieto dve stratégie, tak dostavame, ze pre

obe prisluchajice tcelové funkcie plati-
k3,7 1 &,

(3.19) =Y H'P(t,0,)>=> H P(t,,0,)
nj= nj=

takze H nemoéze byt optimdlne. Mnozina pripustnych rieSeni bud’ obsahuje iba nulovy
vektor alebo je neohrani¢ena. Prave z tohoto dovodu budeme fixovat’ hodnotu tcelovej
funkcie na zvolenej konstante C, aby sa v praxi arbitraz lahsie hl'adala. Uloha linearneho
programovania na hl'adanie arbitraZze v jedno-periodovom modeli bude mat’ teda tvar
1 n
max —Y H'P(t,0,)
n

=

A(t)H 20

(3.20) P'(t,)H =0

lZHTP(tl,a)j)SC

J=1

3.8 Uloha LP pre viac-periodovy model

Pre viac-periodovy model je situacia zlozitejSia ako pri jedno-periodovom modeli. Vektor
stratégii tu predstavuje totiz stochasticky proces, preto zavisi nielen od Casu ale aj od uzlu.
Pocet premennych ndm tu prive'mi naréstol, a ak by sme arbitrdz chceli hl'adat’ cez
linedrne programovanie podobnym sposobom ako pri jedno-periodovom modeli, tak by
situacia bola dost’ neprehladnd. My to budeme riesit’ tak, ze si viac-periodovy model
rozdelime na prislusny pocet jedno-periodovych modelov. Potom ich zaCneme postupne
rieSit’ ako v predoslom pripade. Ak narazime na arbitraznu prileZitost’, vieme si d’alej
zostavit’ portfolio tak, Zze na konci viac-periodového modelu budeme mat’ vzdy arbitraz.
Presnejsie, ku kazdému uzlu, ktory nie je konecny, prislicha jeden zodpovedajuci jedno-
periodovy model podl'a zvolenej informacnej Struktury daného viac-periodového modelu.

Ak v tomto malom modeli existuje arbitrdzna prilezitost’, ukdZzeme, Ze existuje aj v celom
modeli. Predpokladajme, ze H (¢,) je arbitraZna prileZitost’ v nejakom jedno-periodovom

modeli povedzme v Case ¢,. Zostrojime taku viac-periodovu stratégiu H(¢), ktord bude
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arbitrdzna prileZitost’ aj vo viac-period. modeli. V Case ¢ <t bude H(¢#)=0. Hodnota
portfolia na zaciatku bude teda
(3.21) Vt,)=0
V case ¢, polozime za H :
H(t,o) =H, pre we A

kde A" predstavuje stavy prisluchajiice k danému arbitrdZznemu jedno-periodovému

submodelu. Pre @, ktoré nepatria do jedno-periodového submodelu poloZime:
H(t,0)=0, pre og A"
Pre t >t, a @ zo submodelu staci preniest’ zisk vznikly arbitraZou do l'ubovolne vybratej
zloZky z vektora stratégii H, pre Vo € A’ . Pre ostatné zlozky vektora prisluchajtice
k subomdelu bude v ¢ase ¢ > ¢, platit’.
H(t,w)=0,prei+j, we A
Pre Cas t >, a stavy nepatriace do submodelu zvolime vektor stratégii / ako:
H(t,0)=0, pre o g A"

Potom ztejto definicie vyplyva, Ze H je samofinancujica viac-periodova stratégia

zacinajuca ako nulovy vektor. Stratégia nerobi ni¢, az kym neprideme do €