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Uvod

Délezitou sti¢astou finanénych trhov st derivaty tirokovej miery. Si to derivéaty,
ktoré zavisia od hodnoty irokovej miery v urc¢itom case, resp. od hodnét pocas
urc¢itého casového intervalu. Na ocenovanie takychto derivatov je potrebné mod-
elovat vyvoj uirokovych mier.

Cielom tejto diplomovej prace je ukazaf, ako sa d4 modeloval okamzita
drokova miera pomocou jednofaktorovych a dvojfaktorovych modelov a aké
ceny dlhopisov tieto modely implikuji. Medzi najznamejsie jednofaktorové
modely patri Vasickov model [17] a CIR model [6]. Kvoli v&¢sim moznostiam
pri zachyteni mozného priebehu vynosovej krivky sa do modelu priddava druha
rovnica, ktord predstavuje druhy zdroj ndhodnosti. Dostdvame sa tak k dvo-
jfaktorovym modelom. V ramci nich sa budeme zaoberat modelom so stocha-
stickou volatilitou. Stochastickd volatilita bola potvrdend aj empiricky [3]. Je
viacero spdsobov, ako ju do modelu zahrnit, ako priklad mozno uviest modely
Andersona a Lunda [2] alebo model Fonga a Vasicka [7]. Druhym faktorom je
tu proces riadiaci volatilitu. Nie je mozné priamo ho pozorovat, preto budeme
skidmat moznost spriemernenia cien dlhopisov podla rozdelenia tohto skrytého
parametra.

Diplomova praca pozostava zo styroch kapitol. V prvej kapitole definujeme
zakladné pojmy, tykajice sa dlhopisov a trokovych mier. Druhd kapitola ob-
sahuje prehlad jednofaktorovych a dvojfaktorovych modelov vyvoja okamzitej
urokovej miery a niektoré otazky, ktoré sa v nich riesia. V tretej kapitole
sa zaoberdame jednofaktorovymi modelmi. Odvodime parcidlnu diferencidlnu
rovnicu, ktorej riesenim s ceny dlhopisov. Pre jednu triedu modelov analyzu-
jeme okrajové podmienky a rovnicu numericky riesime. Hlavnd ¢ast prace je
obsiahnutd v Stvrtej kapitole, ktorej obsahom st dvojfaktorové modely. Po
odvodeni parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu sa zaoberame okra-
jovymi podmienkami a numerickym riesenim tejto rovnice pre konkrétny model
so stochastickou volatilitou. Potom skimame rozdelenie skrytého parametra
ovlyviiujiceho volatilitu, aby sme mohli vypoéitat pravdepodobnosti cien dl-
hopisov a vynosovych kriviek. To ndm umoznuje ich spriemeriovanie ako aj
uréenie hranic, medzi ktorymi sa pravdepodobne budi nachadzaf.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Zakladny kontrakt, z ktorého st odvodené urokové miery, je bezkupénovy
dlhopis. Je to zdvizok vyplatit v stanovenom ¢ase T dohodnutid sumu. Pre
pripad jednotkovej sumy oznacime P(t,T) jeho hodnotu v ¢ase t uzavretia kon-
traktu.

Urokové miery st potom urcené cenami dlhopisov. Urokova miera v case
t so splatnostou v ¢ase T', ktord oznac¢ujeme R(t,T'), je dand vztahom

P(t,T) = e REDT=0),

Zavislost tirokovych mier v danom éase t od doby splatnosti T ndm déva casovii
struktiru trokovych mier, ktord sa nazyva aj vynosovou krivkou.
Ak sa cas splatnosti blizi k ¢, v limite dostdvame r(t) - okamzitd Grokovu
mieru v case . Teda
r(t) = lim R(t,t+ At).
At—0

Je to vlastne zaciatok vynosovej krivky.

Inym typom urokovych mier st forwardové trokové miery. Odvodené su z
forwardového obchodu, ktory spoéiva v dohode (uskutotnenej v ¢ase t) o predaji
dlhopisu so splatnostou v Ty v ¢ase Ty za cenu k (t < Ty < Ty). Z podmienky,
ze nemdze nastat arbitrdzna prilezitost, sa d4 odvodit, Ze jedinou moznou cenou

kje pirrd). Vztah

k= e*f(thhTQ)(Tz*Tl)

teda urcuje hodnotu f(¢,71,7>), ktori nazyvame forwardovou turokovou
mierou v ¢ase ¢ na obdobie (71,7%). Pre To — T; dostdvame okamzitd for-
wardovi trokovi mieru f(t,71):

f(t, Tl) = AI%IEOf(t7T17T1 + At)

Na ukazku uvedieme priklady tychto drokovych mier z redlnych dat. Pojde
o urokové sadzby BRIBORu.



BRIBOR (Bratislava Interbank Offered Rates) je fixing drokovych sadzieb na
trhu medzibankovych depozit, ktory sa vypocitava z kotéacii referenénych bank
pre predaj depozit. Vypocitava sa z kotacii referenénych bank predstavujicich
aktualne kétované sadzby k 11. hodine bezného dia. V stucasnosti je sedem
referen¢nych bank. Stanovuje sa za obdobia 1 den, 7 dni, 2 tyzdne, 1, 2, 3, 6, 9
a 12 mesiacov v pripade, ze dani lehotu kétuju aspon tri banky. Pocita sa ako
aritmeticky priemer po vynechani najmensej a najvacsej hodnoty. Nakoniec sa
zaokrihli na dve desatinné miesta. [15]

V nasledujtcich ukazkach pouzijeme priemer medzi bid a ask hodnotou,
ktory z percent prevedieme na desatinné ¢islo.

Nasledujici obrazok znazornuje vyvoj urokovych mier na vybrané doby
pocas roku 2003.

008
0075 0.07
0.07
0065 0.065
006 005
0.055
0.05 0.055
5 100 150 200 250 50 100 150 200 250
0.064 0062
0063
0.062 0.06
0.061 0058
0.06
0059 0.056
0.058 0.054
5 100 150 200 250 50 100 150 200 250
0.058
006
0.058 0.0%6
0.054 0.052
0.052 0.05
5 100 150 200 250 50 100 150 200 250

Obréazok 1.1: Urokové sadzby BRIBORu v roku 2003 na 1 den, 1 tyzden, 1
mesiac, 3 mesiace, 6 mesiacov a 1 rok (po riadkoch)



Dalsi obrazok ukazuje priklady vynosovych kriviek. Body predstavuji zndme
hodnoty trokovych mier, pre lep§iu prestavu o ich priebehu st pospajané.
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Obrazok 1.2: Casové struktira trokovych mier z 29. janudra 2003, 15. méja
2003, 13. augusta 2003 a 19. novembra 2003 (po riadkoch)



Kapitola 2

Modelovanie vyvoja
urokovych mier

Na obrdzkoch redlnych dét v predchddzajicej kapitole bolo videt, ze vyvoj
drokovych mier mé stochasticky charakter. Preto sa na jeho modelovanie pouzi-

vaju stochastické diferencialne rovnice. Nahodnost je v nich pritomné prostrednictvom
Wienerovho procesu w. Model pozostava z jednej alebo viacerych rovnic, ktoré
popisujui vyvoj niektorej z trokovych mier - okamzitej trokovej miery r alebo
forwardovej miery f. Pretoze sa dalej budeme zaoberat pristupom modelujicim

7, aj v tomto prehlade uvedieme modely tohto typu.

2.1 Jednofaktorové modely
Vseobecny tvar jednofaktorového modelu je
dr = p(r, t)dt + o(r, t)dw.

Cast pdt predstavuje deterministicki zlozku a odw nahodné fluktuacie. Casto
sa za u berie funkcia k(6 — 7). Vtedy ma proces vlastnost pritahovania tirokovej
miery r k dlhodobej rovnovéznej hodnote 6, pricom sila tohto pritahovania je
urcend koeficientom x > 0.

Takyto tvar m4 aj Vasickov model [17], jeden z prvych modelov, ktory sa
pokiisil vysvetlit vyvoj irokovej miery. Rovnicu pre r formuluje v tvare

dr = k(0 — r)dt 4+ odw.

Pri takejto rovnici je mozné dosiahnut aj zdporné hodnoty troku, ¢o nezod-
povedd realite. Dolezitym nedostatkom sa ukazala byt aj konstantnost volatili-

ty.
Tieto problémy sa snaz{ vyriesit CIR! model [6], ktorého rovnica je

dr = k(0 — r)dt + o/rdw.

M3 tu vlastnost, ze zo zaciatoénej kladnej hodnoty troku sa nemoze dostat k
zdpornej (pozri [13]). Pridanie ¢lenu /r znamend, ze predpokladdme vacsiu

1Cox, Ingersoll, Ross



volatilitu pri vyssich irokovych mierach, konkrétne, Ze je imerna odmocnine z
droku.

Existuje viacero dalsich podobnych modelov (Tab. 1), ktoré sa lisia na-
jmé, predpokladom o zavislosti volatility od vysky troku. Daji sa zapisat v
tvare

dr = (a+ pr)dt + or”? dw. (2.1)

Deterministické ¢ast Vasickovho a CIR modelu zodpoved4 volbe parametrov
a=kb, f=—k.

Modely, v ktorych su tieto koeficienty nulové, predpokladaju, Ze zmeny vo vyvoji
drokovej miery nemaju ziadny trend, ale st to iba ndhodné fluktuacie. Pozna-
menajme este, ze existuji jednofaktorové modely, ktoré sa nedaji zapisat v
tomto tvare.

model tvar
Vasicek dr = (a+ pr)dt + odw
CIR dr = (o + Br)dt + or= dw
Brennan-Schwartz  dr = (o + Or)dt + ordw
Merton dr = Brdt + odw
GMB 2 dr = Brdt + ordw
CEV 3 dr = frdt 4+ or?dw
Dothan dr = ordw
CIR(2) 4 dr = or?dw

Tabulka 2.1: Jednofaktorové modely

Modelmi uvedenymi v tabulke 1 a v&eobenym modelom (2.1) sa zaoberali
autori élanku [11]. Ich cielom bolo z redlnych dét odhadnif koeficienty rovnice
(2.1) a zistit, ¢i st splnené ohrani¢enia na parametre dané niektorym z mod-
elov. Aby sa to dalo spravit, treba zvolit §tatistickd metédu, ktorou budeme
parametre odhadovat a dita, ktoré pouzijeme. Okamzit4 irokova miera totiz
nie je veli¢ina, ktora na trhu priamo existuje, preto musime zobrat nejakd ini
za jej aproximéciu. Dobrou aproximéciou je stotoznit ju s jednodiovou medz-
ibankovou mierou (ku ktorej mé ¢asovo najblizsie), ale tdto sa ¢asto povazuje
za prili§ ovplyvnend roznymi faktormi a pouzije sa nie¢o iné, napriklad vynos
z dlhopisov, eurodolarova tdrokova miera a podobne. V tejto suvislosti je za-
ujimavy ¢lanok [12], ktory sa zaobera otazkou, ako moze vyber dét ovplyvnit
odhady.

V éldnku [11] boli uvazované vynosy mesacnych Treasury Bills od jina
1964 do decembra 1989. Diskretizovany model bol odhadnuty zovseobecnenou
metédou momentov. Zistilo sa, ze v modeloch je dolezita najmaé ich stochasticka
¢ast, a 7e koeficient v urcujici zavislost volatility od vysky troku je vicsi, ako
ho predpoklada vacsina zndmych modelov. Priblizne sa rovné %

Podobné otazky sa skimali vo viacerych ¢lankoch, pri pouziti rozliénych
metéd, ale ich zdvery nie st vzdy rovnaké, preto sa ned4 jednoznaéne povedat,

2geometricky Brownov pohyb
3constant elasticity of variance
4dalsi model navrhnuty Coxom, Ingersollom a Rossom



ktory z tychto modelov najlepsie zodpoveda realite.

Spomernime este jeden typ jednofaktorovych modelov, tzv. bezarbitrazne
modely. Ako odvodime v nasledujicej kapitole, proces pre drokovi mieru r
pri zadan{ este jednej funkcie (nazyvanej trhova cena rizika) ndm urcuje celi
vynosovi krivku. Preto mézeme chciet formulovat model tak, aby sa po¢iatoéna
vynosova krivka, ktord model generuje, zhodovala s tou, ktorti redlne pozoru-
jeme. To znamenad, ze pociatoéni vynosovu krivku berieme ako vstup do mod-
elu. Prikladom takéhoto modelu je napriklad model, ktory navrhli Ho a Lee
[9]:

dr = 0(t)dt + odw.

Iny priklad je model Hulla a Whita [10]:
dr = (0(t) — a(t)r)dt + o(t)r” dw.

Koeficienty st tu zavislé od éasu, ¢o umoziuje urcit ich tak, aby sme dosiahli
zhodu so sticasnou ¢asovou Struktiirou trokovych mier.

2.2 Dvojfaktorové modely

Dévodom zavedenia dalsich faktorov je ziskanie vii¢sich moznosti pre zachytenie
vyvoja modelovanej trokovej miery, ako aj vynosovych kriviek, ktoré model
implikuje. V8eobecny tvar dvojfaktorového modelu je

dr = a,(r,y, t)dt + o (r, y, t)dw

dy = ay(r,y, t)dt + oy (r, y, t)dws.

St tu dva Wienerove procesy wi a wsg, medzi ktorymi je konstantna korelacia
p.

Pri vybere druhého faktora méme niekolko moznosti. Prvou z nich je volba
premennej, ktord stvisi s modelovanou urokovou mierou a ocakavame, ze sa
navzajom ovplyviuji. Takyto je napriklad model Brennana a Schwartza [4],
ktori ako druhu rovnicu zobrali proces pre dlhodobii tirokovii mieru £.

Inou moznostou je zobrat niektory parameter z jednofaktorového modelu
a namiesto jeho konstantnosti predpokladat, Ze sa tiez riadi nejakym stocha-
stickym procesom. Méze to byt napriklad rovnovazna trokové miera @ alebo
volatilita o.

Modely, ktoré patria do druhej skupiny, sa nazyvaji modely so stochastickou
volatilitou. Patr{ sem napriklad model Fonga a Vasi¢ka [7]:

dr = a1 (7 — r)dt + vdw,

dv = az(v — v)dt + &v/vdws,

ako aj model Andersona a Lunda [2]:
dr = k1 (T — r)dt + orY dun

d(lno) = ko(a — Ino)dt + Edws.



Na overenie hypotézy o stochastickom charaktere volatility a na ziskanie
odhadov parametrov modelu sa pouzivaju rézne metédy. Ako priklad mozno
uviest ¢éldnok [3], ktory vo vSetkych analyzovanych ddtach potvrdzuje stocha-
sticku volatilitu.

Zaujimavé otazky vznikaju pri vypocte cien dlhopisov, ktoré si urcené ta-
kymito modelmi. Volatilitu, resp. premennt dant nejakou jej transforméaciou
nie sme schopni priamo meraf. Napriklad v [5] sa preto skiima moznost aprox-
imécie ceny dlhopisu v takejto situdcii. V tomto ¢lanku autori zaoberaju aj
problémom roznych ¢asovych §kél, v ktorych sa pohybuje proces urcujtci volatil-
itu a samotna trokova miera. Predpoklada sa, ze volatilita sa meni rychlejsie a
Studuje sa asymptotika.



Kapitola 3

Cena dlhopisu
v jednofaktorovom modeli

Pri modelovani nas zaujima nielen okamzita irokova miera, ale aj cela vynosova
krivka. Otdzkou teda je, ¢o potrebujeme k rovnici pre 7(t) pridat, aby tym bola
vynosova krivka urcend, a ako ju potom ziskat. Tento problém vedie k par-
cidlnej diferencidlnej rovnici, ktorej rieSenim su ceny dlhopisov. Tym je potom
urcend aj celd vynosova krivka. K parametrom z rovnice pre r pribudne este
jeden parameter naviac, tzv. trhova cena rizika.

3.1 Rovnica pre cenu dlhopisu
Postupom z [13] odvodime rovnicu pre vSeobecny jednofaktorovy model pre r:
dr = p(r, t)dt + o(r, t)dw.

Cena dlhopisu so splatnostou v éase T' je funkciou éasu a okamzitej tirokovej
miery r, teda P = P(t,r). Aplikovanim Itéovej lemy [16] dostaneme stocha-
sticku diferencidlnu rovnicu pre funkciu P:

dP = pup(r,t)dt + op(r,t)dw,

kde
oP oP 1 ,0%°P oP
PP =gy T T3 g TP T T
Vo viacerych modeloch je volatilita definovana len pre nezdporné hodnoty troku.
Pre tie spomedzi tychto modelov, ktoré zarucujd, ze trokova miera zostane

kladna, mozeme Itéovu lemu pouzit pre r € (0, 00).
Zostavime portfélio pozostavajice z jedného dlhopisu s dobou splatnosti 77

a A dlhopisov s dobou splatnosti T5. A budeme v kazdom okamihu volit tak,
aby bolo portfélio bezrizikové. V rovnici pre zmenu hodnoty portfélia

dll = (/Lp(Tl) + A,U,p(Tg))dt + (Jp(Tl) + AO’p(Tg))du}
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_ op (T1 )
3 op(T2) "
musi mat v kazdej chvili vynos rovny okamzitej irokovej miere, z ¢oho dostaneme

sa stochastickd cast zrusi v pripade, ze A = Deterministické portfélio

ILLP(Tl) + AILLP(TQ) = T’P(Tl) + ATP(TQ).

Dosadime hodnotu A a upravime:

Up(Tl) Up(Tl)
1) — T5) =rP(1Ty) — P(T:
pp(T1) UP(TQ)'“P( 2) = rP(T1) on(To) (T2)
pp(Th) —rP(Th) _ pp(Ts) —rP(T3)
Up(Tl) UP(TQ)
Doby splatnosti T a T boli lubovolné, preto vyraz L& (:(CI)J(;I;(T) nezdvisi od 7.

Existuje teda funkcia A premennych ¢ a r taka, ze

HP(T7 t7 T) _ TP(T7 ta 7‘)

)\(t’r) - UP(Tatar) ’

T>t (3.1)

nazyva sa trhova cena rizika. V modeli treba tiito funkciu zadat. Vo Vasickovom
modeli sa berie konstantnd, v CIR modeli je ndsobkom +/r.
Dosadenim pp a op do rovnosti (3.1) dostaneme parcidlnu diferencidlnu
rovnicu pre cenu dlhopisu P = P(t,r) s ¢asom splatnosti T
oP oP 1 ,0°P
— —A0) =+ z0? = —rP =0. 3.2
gr AN Gt g g (3:2)

V ¢ase splatnosti dlhopisu je jeho hodnota rovné jednej, ¢o dava koncovi
podmienku
P(r,T)=1.

3.2 Okrajové podmienky

V rovnici pre vyvoj ceny dlhopisu berieme r € (0,00). Preto musime pridat
okrajové podmienky pre r — 0 a 7 — 00. Pre r — 0o je prirodzené ¢akat, ze
cena pojde k nule, ¢o predstavuje podmienku

lim P(t,r) = 0.

T—00

Odvodime este podmienku pre r — 0, v pripade, ze volatilita o(¢,r) mé tvar

o(t,r) =017, v>0.

Ak v nejakom case t je trok nulovy, tak volatilita v tomto ¢ase o(t,r) je tiez
nulova, ¢o znamena, ze nasledujuci vyvoj na nekone¢ne malom ¢asovom intervale
dfzky dt je deterministicky:

dr = k6dt,

takze
r(t+ dt) = k0dt.

11



V pripade deterministického vyvoja okamzitej irokovej miery r(t) sa ostatné
urokové miery daji uréit zo vztahu
1 T

R(t,T)= 71/, r(s) ds.

V nagom pripade teda vieme, akd je tirokovd miera R(t,t 4 dt), rovnd sa
1
R(t, t+dt) = §ﬁ9dt.
Toto ndm uZ uréuje cenu dlhopisu so splatnostou v ¢ase ¢ + dt:
P(0,t,t + dt) = e~ RltHHaDdt — o=5r0(dn* (3.3)

Teraz pouzijeme pricip vylicenia arbitraze. Predstavme si, ze mame v case
t jednu korunu a uvazujme nasledujtice dve stratégie jej investovania:

e Kipime m dlhopisov so splatnostou v ¢ase T. Potom vieme, 7ze v
¢ase T budeme mat m kortin.

e Kipime m dlhopisov so splatnostou v ¢ase dt. Pretoze vyvoj

do tohto ¢asu je nendhodny, v cenach dlhopisov v ¢ase t + dt nie je

7iadna ndhodnost. Mbdzeme sa preto rozhodnif, ze v ¢ase t + dt kipime

za m kortin, ktoré vtedy budeme mat, dlhopisy so splatnostou

~ . 1 . . ~
v ¢ase T. Bude ich POITa) P rodiiTaiT) & bilancia v ¢ase T bude
korun.

1
P(0,L,1+dt) P(rOdt e+ dt,T)

Z toho vyplyva, ze musi byt splnend rovnost
1 1

P0,t,T)  P(0,t,t+dt)P(kfdt,t + dt, T)’

P(0,t,T) = P(0,t,t + dt)P(kfdt,t + dt,T). (3.4)
Rozvojom rovnosti (3.3) do prvého rddu dostaneme
P(0,t,t+dt) = 1+ o(dt),
¢o dosadime do (3.4) a upravime:
P(0,t,T) = P(kfdt,t + dt, T)(1+ o(dt))
o(dt) = P(kfdt,t +dt,T) — P(0,t,T)
o(dt) = (P(0,t +dt,T) — P(0,t,T)) + (P(kfdt,t + dt,T) — P(0,t + dt,T)) .
Na vyraz v druhej zatvorke pouzijeme vetu o strednej hodnote, ¢im dostaneme
o(dt) = (P(0,t+dt,T) — P(0,t,T)) + (%—]:(ﬂ t+dt, T)n@dt)

pre nejaké 7 € (0, kfdt). Rovnost vydelime dt:

o(dt)  P(0,t+dt,T)— P(0,t,T) 0P,
T = + o (F,t +dt, T)k6.

12



Pre dt — 0 mame aj 7 — 0, a teda

oP oP
0= E(O,t,T) + K0 E(O7t’T)

Vsimnime si, Ze tato podmienka vyjadruje platnost rovnice (3.2) az do hran-
icer =0.
3.3 Numerické rieSenie
Budeme riesit rovnicu zodpovedajiicu jednofaktorovému modelu
dr = k(0 — r)dt + or?dw, v # 0. (3.5)

Prislusnd rovnica pre cenu dlhopisu je

%—]; + (k(0—1r) — )\m‘")%—]: + %(727'27?;7]; —rP=0
pret € (0,7), r € (0,00), s koncovou podmienkou
P(T,r)=1
a okrajovymi podmienkami
Tlin;o P(t,r) =0

oP oP
E(O,LT) + K0 E(O,LT) =0.

Este treba uréit trhovii cenu rizika ), ¢o spravime o chvilu.

Pre CIR model, zodpovedajici v = %, je zname explicitné rieSenie tejto
rovnice, ak predpokladdme, ze trhové cena rizika je ndsobkom /7, t.j. A(t,r) =
A/r, kde A je konstanta (pozri [13]). V ostatnych pripadoch takéto riesenie
zndme nie je, a to je dovodom nutnosti pouzit numerické metédy riesenia par-
cidlnych diferencidlnych rovnic. Pri tomto numerickom rieeni pre Iubovolnt
hodnotu  budeme o trhovej cene rizika predpokladat, ze je ndsobkom 7, t.j.
A(t,7) = M7 pre nejaku konstantu .

Najskor spravime trasformaciu
T=T—t,
teda 7 oznacuje ¢as do splatnosti dlhopisu. Potom

or _ _op
ar Ot

a koncovéd podmienka P(T,r) = 1 sa zmeni na zaciatocnd P(0,7) = 1.
Takto transformovani rovnicu budeme numericky riesit pre hodnoty troku z

intervalu [0, rmes] & 7 2 intervalu [0, T']. Interval [0, 7pqq] rovnomerne rozdelime

na n — 1 intervalov s dizkou h = smax krajné body tychto intervalov oznacime
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r1,72,...,7n. Podobne ¢asovy interval [0,7] rovnomerne rozdelime na m — 1
intervalov s dlzkou h = %, krajné body oznaéime 71,73, ..., Tm. Oznacime \;
trhovi cenu rizika pre r = r; a P aproximdciu rieSenia P v bode (75, 7;).

Hodnoty na prvej ¢asovej vrstve si dané zaciatocnou podmienkou

Derivécie aproximujeme diferenciami:

oP Py — Pt
_(7-57 Ti) ~

or k

oP . Ph—Pr

o T 2h

32P( ')NPiS+1_2PiS+Pisfl
67"2 TsyTi) =~ h2

Ak do rovnice dosadime za derivécie tieto aproximécie, dostaneme prei = 2,3, ...
1,s=2,3,....m

pr—pit P — P2
—% + k(0 —r;) — /\iarz)%+
1 P — 2P+ P?
+502T?7 Ga et h; i T‘iPiS = 07
¢o modzeme upravit do tvaru
a;Pfy +b; P+ PPy = P, (3.6)

kde

_ k ) Y k 2,.2v
a; = o7 (k(0 — 1) — Nior)) 2h20 r;

k
b =1+ ﬁa%‘f'y + kr;

— k Y k 2, 2v
cz——%(/ﬂ(ﬁ—m)—)\lari) 5720 Ti -

Pri diskretizacii okrajovej podmienky pre r = 0 pouzijeme aproximéciu

oP Py — P§
o AT,
pres = 2,3, ..., m, aproximacia ¢asovej derivacie zostane rovnaka. Tak dostaneme
py— P! p; — P}
- kl —|—/192h L —o. (3.7)

Na zéklade okrajovej podmienky P — 0 pre r — oo bude

P>=0
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pre s=2,3,...m.

To znamend, ze na vypocet hodndét Py, Ps,... P5_; na s-tej casovej vrstve
mdame rovnicu (3.7) a n — 2 rovnic (3.6), pricom v poslednej z tychto rovnic
bude P; = 0. Riesime teda ststavu n — 1 rovnic s n — 1 nezndmymi.

Na nasledujicich obrazkoch st ukazky cien dlhopisov a vynosovych kriviek,
ktoré takto dostaneme po zvoleni nasledovnych hodnot parametrov: « = 1,
0 =0,0506=0,05,\=-0,1,vy=0,8.

095

09 -

085

08

Obrazok 3.1: Ceny dlhopisov pre niekolko hodnét 7: 0,40 (Gerveny graf), 0,45
(zeleny), 0,50 (modry), 0,55 (fialovy), 0,60 (Eierny)

0.06

0055 \

0.05

1 2 3 4 5

Obrézok 3.2: Casova struktira trokovych mier zodpovedajica cendm dlhopisov
z predchadzajiceho obrazku
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Kapitola 4

Cena dlhopisu v modeli
so stochastickou volatilitou

V jednofaktorovom modeli je cena dlhopisu s danou dobou splatnosti funkciou
okamzitej urokovej miery. To znamend, ze jej urcitej hodnote zodpovedd jedina
moznd vynosova krivka. Viacfaktorové modely umoziuju rozne vynosové krivky
pri rovnakej urokovej miere, v zavislosti od hodnot ostatnych faktorov.

Na d4tach BRIBORu sa mézeme presvedéit, ze takdto vlastnost mé zmysel
pri modelovani redlnych dat. Na nasledujicich obrazkoch si body, ktorych z-ova
suradnica zodpovedd jednodiovej urokovej miere (ktorou teraz budeme aprox-
imovat okamziti tirokovii mieru) a y-ova stradnica trokovej miere na uréiti
dobu v tom istom dni. Jednofaktorovy model priradi kazdej hodnote okamzitej
drokovej miery jedinu trokovi mieru na tito dobu. Vidime v§ak, ze pri rovnakej
okamzitej irokovej miere si hodnoty druhého zobrazovaného troku z vécsieho

intervalu.
0.06 e S s 0.058 ?:"v o't
: « ° H P M
Tl d e e - 0056 | os *
0.058 * < . o * - ’ r!'o e o o Ve (X
o, L]
0055 v S et e IR S oosa (7T N e o BE e,
! L] (] [ - ' (] (]
) . "” )
0.054 :', ¢ o (Y 0.052 f.‘ .3
.o [ 2 .
0052 0.0 . o o
. . . [ ]

0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08

Obrézok 4.1: Jednodnové irokovd miera a trokovd miera na 6 mesiacov (vlavo)
a na 1 rok (vpravo)
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4.1 Parciadlna diferencialna rovnica pre cenu
dlhopisu v dvojfaktorovom modeli

Vseobecny tvar dvojfaktorového modelu pre okamziti trokovi mieru r(t) je

d?" = HUr (ta Ty y)dt + Or (tv Ty y)dUJ1
dy = py(t,r,y)dt + oy (t,7,y)dws,
kde v je zatial neSpecifikovand premmennd. Medzi Wienerovymi procesmi w; a

wy je koreldcia p. Uvazujeme koreldciu p € [0, 1].

Cena dlhopisu P s dobou splatnosti T je teraz funkciou ¢asu a dalsich dvoch
premennych r a y. Podla [13] odvodime rovnicu, ktord P spfﬁa. Pouzitim
viacrozmernej Itdovej lemy aplikovanej na funkciu P(t,r,y) dostaneme stocha-
sticku diferencidlnu rovnicu pre P:

dP = p(T)dt + o1(T)dwy + o2(T")dws,

kde
(T)—a_P_|_ a_P+ 8_P+1 282_P+l262_P+ aQ_P
BET= g Thrgr THv gy T 3% g2 T 3% g2 TP 5,
oP oP
o1(T) :O'TE, oo(T) = Uya—y,

pricom argument T oznacuje, ze ide o dlhopis s dobou splatnosti 7. V mode-
loch, v ktorych volatilita nie je definovand pre zdporné hodnoty iroku, budeme
predpokladat, Ze 7 je zostdva v otvorenom intervale (0,00), aby sme na fiom
mohli pouzit Itéovu lemu. Interval, na ktorom budeme uvazovat premenni y,
bude zévisiet od toho, ¢o bude tato premennd oznacovaf.

Zostavime portfélio z dlhopisov so splatnostami v ¢asoch Ti, T» a T3 v
poctoch A1, As, Asz. Jeho hodnota bude

II = A P(Ty) + Ay P(To) + A3 P(T).
7 toho dostaneme, ze
dll = AydP(Th) + AodP(T2) + AszdP(T3),
¢o po dosadeni dP(T;) ddva

dIl = (Arp(Th) + Aop(T2) + Azp(Ts)) dt +
+ (Ao (Th) + Az01(T2) + Asor(T3)) dwy +
+ (Aroo(Th) + Azoa(T2) + Azoa(T3)) dws.

Ak zvolime Al, AQ, Ag tak, ze
Alal(Tl) —|— AQUl(TQ) + AgO’l(Tg) = 0

AlUg(Tl) + AQUQ(TQ) + A302(T3) =0,
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stochastické ¢leny sa eliminuji a zostane
dll = (Ayp(T1) + Aop(T2) + Asp(T3)) dt.
Deterministické portfélio musi mat vynos v kazdom ¢ase rovny okamzitej irokovej
miere, ¢ize
Arp(Ty) + Dop(T2) + Agp(Ts) = rll.
Dosadenim hodnoty portfélia dostaneme

AIM(TI) + AQM(TQ) + A3/1,(T3) = T‘(Alp(Tl) + AQP(TQ) + AgP(Tg))

Na urcéenie hodnot Ay, Ao, Az mame teda ststavu rovnic

01 (Tl) O'l(Tg) (71(T3) Al 0
UQ(Tl) O’Q(Tg) O'Q(Tg) AQ = 0
w(Ty) —rP(Th) p(Tz) —rP(T2)  p(Ts) —rP(Ts) Az 0

Ak sa pre Iubovolné Ty, Ty, Ts dé posledny riadok napisat ako linedrna
kombinacia prvych dvoch, matica sustavy je singuldrna a sdstava rovnic mé
nenulové rieSenie A1, Ag, Ag pre pocet dlhopisov jednotlivych typov v portféliu.
Tato podmienka znamend, ze existuju funkcie A1, A2, nezavislé od T tak, ze

/J,(T) — T‘P(T) = )\1(71(T) + )\QUQ(T).
Ak do tejto rovnice dosadime pu, o1 a 09, dostaneme vyslednt rovnicu

8P+( N )8P+( N )8P+1 ,0?P 1 2(’92P+ 9P
— =0y ) — X0y —+ =0 ———4—0"——+0,0,p——
H ! or Hy =20y Oy 2 "or2 2 Y 0oy? yp@r@y

—rP =0.

(4.1)
Aby sme mohli tiito rovnicu pre konkrétny model riesit, treba zadat funkcie \;
a Ag. Nazyvaju sa trhovymi cenami rizika premennych r a y.

Rovnica (4.1) plati pre t € (0,T), 7 € (0, 00), interval pre y zdvisi od toho,
¢o tento faktor predstavuje. Treba teda pridat okrajové podmienky pre r — 0,
r — oo a v zdvislosti od volby y aj pre tdto premennt.

Pre r — oo spravime rovnaky zaver ako v jednofaktorovom modeli, Ze cena
dlhopisu pojde k nule, pre Iubovolnt hodnotu premennej y.

V pripade r — 0 vSak uz uvahu z jednofaktorového modelu nemozeme
zopakovat. Ak by aj volatilita mala taky tvar, Ze pri nulovej hodnote troku
v ¢ase t by bola nulovd, druhy faktor y sa vo veobecnosti méze vyvijat dalej
nahodne. To znamenad, ze hoci hodnota r v ¢ase t + dt je nendhodnd, hodno-
ta y v tomto Case zostava nahodnd, a teda nevieme, akd bude cena dlhopisu.
Budeme vsak predpokladat, ze aj v tomto pripade je prislugna rovnica splnens
az do hranice r = 0.

Okrajové podmienky treba uréit aj pre premennt y. Tie budd zévisiet od
toho, aky faktor bude tato premennd predstavovat.

4.2 Model so stochastickou volatilitou

Rovnica pre vyvoj trokovej miery bude podobné ako v jednofaktorovych mod-
eloch, ktorymi sme sa doteraz zaoberali, t.j.

dr = k1(01 — r)dt + or”dwy,
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ale s tym rozdielom, ze o nebude kon§tanta, ale stochastickd premenna. Pa-
rameter y z predchddzajicej ¢asti bude predstavovat druhd mocninu volatility
0. Teda o v rovnici pre r bude /y. O rovnici, ktorou sa bude riadit y, budeme
opit predpokladat, ze m4 tvar mean-reversion procesu, t.j.:

dy = ka(0y — y)dt 4+ vy’ dws.
Budeme predpokladat, ze v, 6 > 0.

Rovnica pre cenu dlhopisu teda je

88—P+(I£1(91 —7") )\1\/337”)88—]:+(/12(02—y)—/\2vy5)g—5+
SIS + e P (I g <P =0 (42
pret € (0,7), r € (0,00), y € (0,00).

Okrajové podmienky pre r — 0 a r — oo budd také, ako sme ich uviedli vo
vSeobecnom pripade, teda
lim P(r,y,t) =0

T—00

a platnost rovnice na hranici r = 0, ¢o teraz znamen4

oP oP oP
E(O,y, t) + (k161) - or (0,y,t) + (k2(02 —y) — )\gvy‘s)a—y(O,yJH
[

V tomto pripade nastava situacia, ktori sme spominali, Ze z nulovej hodnoty
droku nevyplyva nulové hodnota volatility oboch premennych. Platnost rovnice
do hranice r = 0 je teda len predpokladom.

Ak y = 0, tak je volatilita oboch procesov nulovd. V tomto pripade rov-
nakym postupom ako predtym v jednorozmernom pripade odvodime podmienku,
ktora predstavuje rovnicu pre y = 0:

oP oP oP
57 (1 0,1) + (k1(01 = 7)) = (1, 0,8) + (262)

a9 (r,0,t) —rP(r,0,t) = 0. (4.4)

To znamend, ze platnost rovnice na hranici y = 0 sa d4 zddvodnit analyzou
vyvoja ceny dlhopisu v situécii, ze y ma nulovd hodnotu.
Pre y — oo budeme predpokladat, ze
lim P(r,y,t) =0.

Yy—oo

Velké hodnoty premennej y znamenaji velkid volatilitu, ¢o znizuje ceny dl-
hopisov. Predpokladdame, ze v limite pre y — oo klesnd az k nule.

O trhovych cenéch rizika troku r a premennej y budeme predpokladat, ze
su A1 nasobkom 77, resp. A2 ndsobkom y‘s, kde A1, A2 st konstanty.
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4.3 Numerické rieSenie
Tak ako v jednofaktorovom modeli, najskor spravime transforméciu
T=T—t.

Rovnicu budeme riesit pre 7 € [0,T], r € [0,7maz), ¥ € [0, Ymaz). Vytvorime
siet, v ktorej uzloch budeme poéitat riesenie:

e Cas: T, =k (s —1), kdek:% pre s =1,2,...m,
e urok: r; = hy(i — 1), kde hy = Tm” prei=1,2,.

o y: y; = ha(j— 1), kde hy = £22% pre j =1,2,.

Aproximéciu rieSenia P(7s,7;,y;) oznacéime P7;. Kvoli jednoduchsiemu zapisu
zavedieme eSte oznacenie

A = M), A =l

]

Z okrajovych podmienok pre r — oo a y — oo dostaneme
P =0,P, ;=0

,n2

pre vietky ¢, japre s=2,3,...m

Vo vnutornych bodoch siete pouzijeme aproximécie

8P sz _ Pisfl
E(Tsariayj) ~ %7
3_P(T o) Py, — Py 3_P(T reyys) ~ Privi = Plja
87" Syliydg 2h1 9 8:[/ Syliydg 2h2 9
92p Ps . —2P5. + P, . 9P Pfi1 — 2P, + P},
—(Tsariayj) g 2,] 17]7 (Ts,n‘ayj) ~ o+ 2 LI 17
or? hi 0y? h3

ap oP
O’P By (Tssmit1,45) — 5y (Tss 11, 95) P P Py P

ordy 2h1 ~ 4h1ha

Dosadenim tychto aproximdcii do (4.2) dostaneme pre i = 2,3,...n1 — 1, j =
2,3,...,n2 — 1 rovnice:

AP, +BP_ ;+CP. ;\+DP, +EP,+FFP .+

+G Py +H P+ TPy 0 = P (4.5)
ktorych koeficienty st

_ _ k ~Y 5
A=1= 4h1h2p( y;ri ) (vy5)
c=g=_" p(v/75r]) (vy?)

YT Ahyhy PV
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k (1) k 9
B = 2h1(“1(91—7"z) Ai i Vi i) — 2—h%(\/y—ﬂ"7)

(2)

D= ko(b2 —y;) — /\”vy])

byl

2hs T 2h2

ﬁ(vy?)2 + kr;

k
E=1+ 5 (/yr])" +
nz VY 13

byl

F= 2h2

k
=gy (202 = 1) = \Zvy) -
k
(VT

k (1)
H:——(m(@l—m)—/\ y;rl) — 2h%

2hy

Pri diskretizacii okrajovej podmienky pre r = 0 (4.3) nemodZeme pouzit na

aproximaciu derivécie %I: centralnu diferenciu. Namiesto nej zoberieme

or Py — P
E(Ts,ﬁ,yg)NT~

Aproximacie

oP Py, =P ., 0%°P P —2P7 . + P} .
_(T57T17yj) ~ Lt L7 17 2 (T57T15yj) ~ Lyt ]2-7‘] Ll
6y 2h2 6y h2

modzeme pouzit pre j = 2,3,...,ny—1. Okrajovii podmienku pre bod (7s,71,%1)
preto zostavime zvlast. Pre j = 2,3,...,ny — 1 dostaneme dosadenim tychto
diferencii do (4.3) rovnice

AP+ BiPs +CL Py + D Py =Pt (4.6)

s koeficientmi % %
Al =1+ —/<a191 + h2 (’ij)

hy
k
B1 = —h—1/€101
Or = — (a6 — y3) — ADug) — o (wy)?
2Ny 2 LT g
k (2) k 2
Dy, = 2y (ka2 —y;) — A} vaj) 2h2 (ij) .

Podobne pri aproximécii podmienky pre y = 0 (4.4) nemdzeme pouzit na

apoximaciu %1; centralnu diferenciu, namiesto nej pouzijeme

3P( ) PPy — Py
—\Ts,Ti, ~ .
8y n hg
Prei=2,3,...,n1 — 1 tak z (4.4) dostaneme rovnice
As 11+B2Pz+11+c2 11+D2‘RLQ_‘IDZS].1 (4.7)
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s koeficientmi %
Ay =14+ —kobs + kr;
ha

By = —%5292
k
Co = =g (kb1 = m3)
D2 = i(m(Gl — T‘i)).
2h1

Zostava vyjadrit pomocou diferencii okrajovii podmienku v bode (ry,y1).
Jej spojitd verzia ma tvar
oP oP oP

—E + (516‘1)5 + (526‘2)8—2/ =0.

Teraz musime v oboch derivaciach 88—}:, %—}; pouzit jednostranné aproximécie

oP P Ploop PR P
a’]" s, 11, Y1 hl ) 8y sy 11, Y1 hg .

Ich dosadenim dostaneme rovnicu
A3 P{+ B3y P{,+Cs Py, = PiT, (4.8)

ktorej koeficienty si
k k
A3 =1+ —r101 + —Ka0s

h1 ho
k
Bs = ——kaf
3 h2f$2 2
k
= —— k6.
C3 hlﬁal 1

Mdéme teda (n; — 2)(n2 — 2) rovnic tvaru (4.5) pre vnitorné body siete,
ny — 2 rovnic tvaru (4.6), ng — 2 rovnic tvaru (4.7) a rovnicu (4.8) pre hraniéné
body. To je spolu (n1 —1)(n2 — 1) rovnic pre (n1 — 1)(n2 — 1) nezndmych P;,
i=1,2,...,m —1,7=1,2,...,no — 1. Po zadani zaciato¢nej podmienky

Pl

i = b

ktord plati pre vSetky ¢, j, rieSenim sustav linedrnych rovnic dostaneme riesenie
na dalsich ¢asovych vrstvach.
Ako priklad uvedieme riesenie pre nasledovné hodnoty parametrov:
k1 =0,5,60,=0,05 v=0,5,
ko =0,5,0,=0,1,v=0,1,§ =0,5,
p=0,5, A1 =—0,2, Ag = —0,2. (4.9)

Vykreslime ceny dlhopisov a vynosové krivky napriklad pre r = 0,04 pre
niekolko hodnét y. Vidime, Ze pre rovnakd hodnotu » moze mat vynosova kriv-
ka rozny priebeh, v zavislosti od hodnoty premennej y.
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Obrézok 4.2: Ceny dlhopisov pre » = 0,04 a rozne hodnoty y: 0,05 (¢erveny
graf), 0,10 (zeleny), 0,15 (modry), 0,20 (fialovy), 0,25 (¢ierny)

0.054¢

0.052¢

0.048¢

0.046¢

0.044¢

0.042¢

Obrézok 4.3: Vynosové krivky pre r = 0,04 a rozne hodnoty y: 0,05 (Gerveny
graf), 0,10 (zeleny), 0,15 (modry), 0,20 (fialovy), 0,25 (Cierny)
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4.4 Spriemernenie ceny dlhopisu vzhladom na
proces riadiaci volatilitu

Pri vypocte ceny dlhopisu v dvojfaktorovom modeli sme doteraz predpokladali,
ze sme schopni dosadzovat do riesenia ako hodnotu troku, tak aj volatility.
Volatilita vsak nie je priamo pozorovatelng premennd, preto mé4 zmysel zaoberat
sa problémom spriemernenia ceny P(t,T,r,y) vzhladom na premenni y, ktora
uréuje volatilitu. To znamend, Ze chceme néjst

(P(t, T.r,y)) = / " f ) P T )y,

kde f je hustota y(t) ako ndhodnej premennej. Najskor vsak potrebujeme uréit
hustotu f.

Pre $pecidlny tvar procesu y je tdto hustota zndma. Na jej vypocet vsak
potrebujeme poznat hodnotu procesu v nejakom éase. Toto nie je n§ pripad.
Ukéazeme vsak, ze existuje limitnéd hustota, ku ktorej hustoty konverguju, ak cas
ide do nekonec¢na. V pripade, ze proces plynie dostatocne dlho, mozeme za jeho
rozdelenie zobraf tiito limitnd hustotu. Potom budeme hladat takito limitnu
hustotu pre vSeobecny tvar procesu y.

4.4.1 Hustota rozdelenia y

Nech proces y riesi stochasticku diferencidlnu rovnicu
dy = k(0 — y)dt + vy’ dw, (4.10)
pricom § > 0.

Je zndme (pozri [13]), ze pre 6 = % sa da explicitne vyjadrit hustota y(t) pre
t > to, ak je dané y(tog) = yo:

fa) = 0 ak r <0,
T cema (g)ll/2 I,(2Vab) ak x>0,

kde

2K

_ tfto) 2:“69
U2 (1 _ e*ﬁ(t*to))

, a = cype " yb=cy, q=—5 -1 (4.11)
v

c

a I, je modifikovand Besselova funkcia prvého druhu radu q.

Takyto tvar ma aj proces pre premennd y v modeli, ktory sme riesili v
predchédzajicej kapitole. Pre tento proces vykreslime hustoty y(¢) pre niekolko
¢asov ¢ a zaciatoénych hodnot y(to).

Vidime, ze pri dlhSom ¢ase si hustoty procesov vychddzajicich z réznych
boodov podobné. Ukazeme teraz, ze existuje limita tychto hustét pre t — oo.
Téato limita bude funkciou hustoty, jej rozdelenie bude limitné rozdelenie proce-
su y.
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Obrézok 4.4: Hustota rozdelenia y(t) pre t = 1 (¢ierna), t = 2 (modrd), t =5
(Cervend), ak y(0) = 0,05 (vlavo) a y(0) = 0,20 (vpravo)

Modifikovana Besselova funkcia prvého druhu rddu g sa d4 vyjadrit nekoneénym
radom (pozri [19])

Iy(x) < ) Zk'l“ k+ik+q)

1,
lim o(?) = ! .
a—0 24 291'(q + 1)

z ¢oho vyplyva, ze

To znamend, Ze pri oznaceni (4.11) mdme re kazdé y > 0

o Ta2Vab) 1
t—oo (2v/ab)t  21T(q+1)’

a teda

qa/2
lim ce™@? <g> I,(2Vab) = lirgo ce 4701 (2(\2/\1:)

q q+1
v? v? 29T (¢ + 1) I(g+1) \ v?

Takze
. ¢ ol 0 ak y <0,
= = 2K
A, f (& yly (o) = o) e ()" eyt aky >0,
Tato limita zavisi iba od parametrov procesu, nezavisi od zaciatocnej hodnoty
Yo-
Funkcia
0 ak <0
f(x) = { 1 A A 1 e~ gk x>0 (412)

je hustota ndhodnej premennej s gama rozdelenim s parametrami (a, A), kde «
a A su kladné konstanty (pozri [18]). Hustoty f(¢, y|y(to) = yo) teda konverguji
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k hustote ndhodnej premennej s rozdelenim 1“(3—';, qg+1), t.j. F(i—’;, 3—29)

Budeme sa teraz zaoberat problémom uréenia takejto limitnej hustoty vo
vieobecnom pripade procesu (4.10). Budeme hladat priamo tiito limitni hus-
totu, bez toho, aby sme najskor nasli hustotu pri danej zaciatoénej hodnote
procesu.

Stochastické a parcidlne diferencidlne rovnice dava do sivislosti Feynman-
nov - Katzov vzorec, z ktorého vyplyva (pozri [8]), ze ak proces X vyhovuje
stochastickej diferencidlnej rovnici

dX (t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dw, (4.13)

tak hustota f(s,y|X (t) = ) ndhodnej premennej X (s) pri podmienke X (t) =
spliia Fokker - Planckovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu

of Olaf) | 9 (V*f\ _
_§_6—y+5—g/2<7)_0’5>t (4.14)

ftyly(t) =2) =o0(z —y),

kde § je Diracova funkcia.

Tym, Ze nés zaujima iba limitné rozdelenie procesu (4.10), sa problém zjednodusi.
Ak existuje limitna hustota

lim f(s,y) =: g(y),

§— 00
tak z (4.14) dostaneme, Ze tato limitnd hustota g splita staciondrnu rovnicu

2 2
Oag) | O <b79) =0, y>0 (4.15)

gy Oy?
a normovaciu podmienku

/Ooo 9(y)dy = 1. (4.16)

Této podmienka je nutnd k tomu, aby riesenie rovnice (4.15) bolo funkciou hus-
toty.

Integrovanim rovnice (4.15) od 0 do y dostaneme

d (b%g . . d (b

Ak o hustote g budeme predpokladat, ze lim, .o g(z) = 0 a derivacia ¢'(y) je
ohranic¢end v okoli bodu y = 0, tak pre y — 0 mame

—a(y)g(y) = (0 —y)g(y) — 0

a tiez
db(y)

= b(y)d—y
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U2y25
= (vy")(ovy" Mg (v) + ——9'(4) = 0.

Rovnica (4.17) preto je
d (b%g
ot g (%) =0

Ak v nej spravime substiticiu

h(y) = b*(y)g(y) (4.18)

pre funkciu hA(y) definovani na intervale (0, 00) dostaneme rovnicu

dh  2a

To je linedrna rovnica, ktorej veobecnym riesenim je

h(y) = crexp </y: 12)3((;)) ds) , Yy >0, (4.20)

kde yo je Iubovolné &islo z intervalu (0,00) a ¢1 je konstanta. Hodnotu yo
nebudeme presne urcovat, vyrazy, ktoré ju obsahujd, sa budi dat zahrnit do
konstanty, ktord sa nakoniec uré¢f tak, aby bola splnend podmienka (4.16).

7 vypoctu integralu vystupujiceho vo vSeobecnom rieseni

2a(s) 2k(0 — s) 2K 25 _ 1-26
b(s) ds = / —5 o ds = 2 /95 — s “ds (4.21)

v2s
vidief, ze musime rozlisit pripady § = 3, § = 1 a ostatné hodnoty 6. Pre § = §
uz vieme, ze vysledkom je gama rozdelenie. Budeme sa vak zaoberat aj tymto
pripadom a ukdzeme, ako sa d4 tento vysledok odvodit priamo, bez znalosti
rozdelenia y(T') pri zndmej hodnote v nejakom case t < T

PRIPAD 1: § = 1

V tomto pripade sa integral (4.21) rovna

2 0
B (0
v s

a teda

Y 2a(s) 2% /y <9 ) 2K
ds = 22 — dsz—(ﬂlny—y—anyO‘Fyo)a
[ e, ;

z ¢oho dosadenim do (4.20) dostaneme

h(y) = c1 38 (=0 Inyotyo) 356 Iny—y) _ yi—’é" e*%y’
kde ¢y je nové konstanta. Spétnou transformaciou z (4.18) ziskame hladant

funkciu g:

2 K 2K KO __ 1.
9(y) = % cs y?ﬂe e Y =¢ y2”29 L8y (4.22)



pre vhodnt konstantu c¢. Porovnanim tejto funkcie s hustotou gama rozdelenia
(4.12) dostaneme, Ze pre konstantu ¢ musi platit

2k6
_ (28 1
B <v2> I (20)

a vysledné rozdelenie je potom gama rozdelenie I' (25, 252) .

’U2
Strednd hodnota a variancia nahodnej premennej X s gama rozdelenim
(o, A) je dand vztahmi [18]

A
EX) = ” Var(X) = o2
¢ize nase limitné rozdelenie mé stredni hodnotu € a varianciu %9.

To znamena, Ze strednd hodnota je prave parameter 6, predstavujici rovnovaznu
hodnotu procesu y. Variancia je rasticou funkciou volatility procesu v a kle-
sajucou funkciou parametra s, ktory predstavuje silu, ktorou je proces k hodnote
6 pritahovany. Dalej je rasticou funkciou parametra 6, ¢o sa dalo éakaf kvoli
tomu, ze volatilita y je vacsia pri vacsich hodnotach y a 6 je limitnou strednou
hodnotou.

Na obrazku 4.5 mézeme vidiet, ako tdto hustota moéze vyzerat pre niektoré
hodnoty parametrov.

25

20

"0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Obrézok 4.5: Limitna hustota rozdelenia procesu y pre rozne volby parametrov
v pripade § = % (gama rozdelenie)

PRriPAD 2: 6 =1

Integral (4.21) rovna

2K 0 1
(5
02 52 s

z ¢oho postupne vypocitame

Y2 2 Y 1 2 Y
[ s =2 [ (G5 )as =25 -0 -
v 02(8) v J,o \ s s v s

Yo
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1 _zwe1 (1Y)
g(y) =5 ce v <—) . (4.23)

Potrebujeme este uréit konstantu c tak, aby sme dostali funkciu hustoty. Odvodime,
ako vyzera hustota ndhodnej premennej Y = %, kde X m4 rozdelenie I'(a, ).
Uvidime, 7e md tvar ako funkcia h vo vztahu (4.23), ¢o ndm umozni uréit
konstantu ¢ a pomoéze aj pri vypocte strednej hodnoty a variancie tohto lim-
itného rozdelenia.

Ozna¢me f; hustotu a Fj distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej X ~
I'(a, A), f2 hustotu a Fy distribuénd funkciu ndhodnej premennej ¥ = %
Pre z <0 je fo(x) =0, pre > 0 plati

FQ(J?):P(Y<.I‘):P<%<$>:P<X>%):1_Fl <%),

ho =@ =-2 () (%) -=4()

Hustota f; je dand vzorcom (4.12), takze pre kladné hodnoty z je

fa(z) = x—lgcz—;) G) v e os. (4.24)

Ak teraz v (4.24) zoberieme

2k0 2K

QZF,)\ZE-'—].

a porovndme s (4.23), vidime, ze h bude hustotou pre

c_(%)%“ !
— 2 T(%+1)

a bude to hustota prevratenej hodnoty ndhodnej premennej s gama rozdelenim
(22,2 +1).

w2 ) P2

Ukézeme, ze tdto ndhodnd premennd mé opét stredni hodnotu 6. Potrebu-
jeme vypoéitat integrél

S

oo 2541 25
/ 1 2k0 \ »2 1 201 1Y\ 2 d
J— JE— —_— € v Y —_ .

o Ty 2 I'(2+1) y Y

Ten sa d4 upravit na tvar

Mo 1L (moyE
v2 T (25 +1) /g 32 \ 02 '

I~
B
I
|
—

cw|
™
=
< =
7~ N
< | =
N——
e
[V
QU
<
Il



260 T (%) /001 (%9)% 1 s <1>—1
= /25 1 1) -5 —F € v2 Y — dy.
CT(ZE+1) ) 2 ) T(%) ”

Z (4.24) vidime, ze posledny integral je integrdlom z hustoty ndhodnej pre-
mennej +, kde X ~T' (252, 22)  takze sa rovnd 1. Strednd hodnota teda je

20 T(4) o0 T(%)
AT +D) o B (%)

Nech i—’; > 1. To znamen4, ze pri velkej volatilite procesu (velkd hodnota v?)
nemoéze byt sila, ktorou je proces pritahovany k rovnovaznej hodnote 6, prilis
mald (mald hodnota k). Ukézeme, Ze za tohto predpokladu existuje variancia
limitného rozdelenia a rovna sa

Aj v tomto pripade, podobne ako pre § = %,

zodpoveda naS$im ocakavaniam - je rasticou funkciou 6 a v
funkciou k.

zévislost variancie od parametrov
2, a klesajticou

Aby sme dokézali toto tvrdenie o variancii, najskor vypocitame

2

0o 28 49 2K
/ 5 1 <2/19>v2 1 oL (1)v2 ay
y J— _— 71% v Yy —_ =
o oy \0? r(%+1) y
(%9)2 1 /°° 1 <2/€9)%1 a1 <1>5_22d
— - — —_— _— e v Yy —_ fry
v2 F(z—fj—kl) o y? \ v? Yy y

(%e)gr(?—'g—l) > <2ne)i—51 1 Csee (1>u—z’2
= [ — ”7/ - - [ a—- R - dy
v2 ) T(3%+1)Jo v \ v? I(%-1) y

v

Znovu z (4.24) vidiet, Ze tento integral je integrdlom z hustoty ndhodnej
premennej %, kde X ~ T (M e ) (tu vyuzivame predpoklad i—’; > 1, lebo

02 ) P2 °
parametre gama rozdelenia musia byt kladné), a preto sa rovnd 1. To znamena,

7€ mame

(%9)%(3—; -1) _ <2_,{9)2 : I (% -1) _ 2k6?

)Ty ) @ &E-)r(Z-1) 2—0?

v

v v

Kedze uz vieme, ze stredna hodnota je 6, variancia sa rovna

202 g v 1

25 — 02 2Kk — v2

2Kk .
2
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Obréazok 4.6: Limitng hustota rozdelenia procesu y pre rézne volby parametrov
v pripade § = 1 (prevratend hodnota gama rozdelenia)

Na obrazku 4.6 vidime, aky tvar moze mat limitna hustota procesu pre § = 1.
PRIPAD 3: 6 # 1, 6 #1

Integral (4.21) sa v tomto pripade rovna

2K

2 (98_25 - 81_26) ds,

7 ¢oho dostaneme

/y 2a(s) ds = 2k /y (98—26 _ 81—26) ds — 2_“ [ 4 g1=20 _ 1 §2-26 Y
Y

, b2(s) v2

Yo Yo
260 1 ,1-25 _ 26 _1_ 2-26
h(y) = cg €2 T-25Y e w2 2=2Y
1 200 1 ylm20 _2c 1 ,2-25
gly) =c — e =3 e W . (4.25)

Konstanta ¢ musi byt uréend tak, aby bola splnend podmienka (4.16).

Tu sa ndm ¢ nepodarilo explicitne vyjadrit. Pre konkrétne hodnoty parametrov
ju viak mozeme najst numericky vypoctom integrélu

o0

1 2w0 1126 _28_ 1 2-25
e v2 1-23 e v22-285 ds,

0 S

ktory sa rovna jej prevratenej hodnote.

Pre § = 0,75 st priklady hust6t na obrazku 4.7.
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Obréazok 4.7: Limitng hustota rozdelenia procesu y pre rézne volby parametrov
v pripade § = 0,75

4.4.2 Spriemernenie cien dlhopisov a vynosovych kriviek

Uvazujme model so stochastickou volatilitou
dr = k1(61 — r)dt + /yr? dw:

dy = ka(b2 — y)dt + vy‘sdwg,

kde v > 0, § > 0, pricom korelacia medzi Wienerovymi procesmi w; a ws je
p. Po zadani trhovych cien rizika irokovej miery a volatility vieme numericky
riesit parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktorej riesenim si ceny dlhopisov s danymi
dobami splatnosti pri danych hodnotach trokovej miery a premennej y.

Na zaciatku tejto podkapitoly sme uviedli ciel spriemernit takto vypocitané
ceny dlhopisov P(t,T,r,y) vzhladom na premennt y, t.j. vypoéitat

et = [ T f(ty) P T y)dy,

kde f je hustota y(t). Ako sme uviedli pri motivécii vypoc¢tov v prechddzajicej
¢asti, rozdelenie premennej y(t) budeme aproximovat limitnym rozdelenfm. To
znamena, ze budeme poéitat

(P(t, T.r,y)) = / g P(t, T, y)dy,

kde g je limitna hustota.

Vysledkom numerického riesenia parcidlnej diferencidlnej rovnice pre ce-
ny dlhopisov su ceny pre konec¢ny pocet hodndt y, preto potrebujeme tymto
hodnotdm priradit pravdepodobnosti na zaklade hustoty g spojitého limitného
rozdelenia. Cenu dlhopisu potom aproximujeme diskrétnou ndhodnou premen-
nou, ktord nadobtida hodnoty P(t,T,r,v;) s pravdepodobnostami p;. Hladané
spriemernenie potom vypocitame ako stredni hodnotu tejto diskrétnej ndhodnej
premennej. Vypocéet mdzeme spravit pre tie hodnoty r a T, ktoré patria medzi
uzly siete, v ktorych sme numericky pocitali ceny dlhopisov.
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Pri oznaceni z kapitoly 4.3 médme body y1,y2, ..., Yn,, ktoré si volené tak,
ze
Y1 :07 yj+1 :yj+h2 (] = 1u27"'an2 _1)7

kde hsy je zvoleny krok v premennej y. Tento krok a pocet bodov zvolime tak,
aby sme pravdepodobnost, ze y nadobudne hodnotu véésiu alebo rovnt n, mohli
zanedbat. Potom pre j = 1,...ny—1 priradime hodnotdm y; pravdepodobnosti
p; takto:

ha

pr = / " g(a)da

yit+4
pj:/ g(@)dz (i=2,3,...,ny—1), (4.26)
Y

h

JI 2

kde g je limitnd hustota rozdelenia procesu y.

Ako priklad uvedieme model, pre ktory sme numericky pocitali ceny dl-
hopisov a vynosové krivky v kapitole 4.3.

Z predchéddzajicej kapitoly vieme, ze v tomto pripade (6 = %) je limitné
rozdelenie procesu y gama rozdelenie I' (252, 25292 "7 goho po dosaden{ nasich
hodnét parametrov (4.9) dostaneme T'(100,10). Pri numerickom rieSeni par-
cidlnej diferencidlnej rovnice sme pre premennt y pouzili krok kg = 0,01. Podla
(4.26) priradime hodnotdm y; pravdepodobnosti. Na obrazku 4.8 je znazorneny

graf hustoty y a pravdepodobnosti hodnot y;.

14 0.14

12 0.12

0.08
0.06

0.04

N n o ®

0.02

Obrazok 4.8: Hustota rozdelenia y a pravdepodobnosti hodnot y;

Kazdej z hodndt y; zodpovedd pri danej trokovej miere r a dobe splatnos-
ti dlhopisu jeho cena P;. Cenu dlhopisu aproximujeme nahodnou premennou,
ktorej mozné hodnoty P; nastdvajui s pravdepodobnostami p;. Na obrazku 4.9
st znézornené ceny dlhopisov s réznymi dobami splatnosti a ich pravdepodob-
nosti, ak trokovda miera je 0,04. Interval na z-ovej osi ma vzdy rovnakud dlzku,
aby sa dal pozorovat rozny rozsah cien.

To isté mozeme spravit s drokovymi mierami, ktoré vyplyvaji z cien dl-
hopisov. Zvolime hodnotu okazitej irokovej miery a ¢as splatnosti. Pre jed-
notlivé hodnoty y; mame drokové miery R;, ktoré maji pravdepodobnosti p;.
Pre okamzit trokovd mieru r = 0, 04 a pre niekolko ¢asov splatnosti st hodnoty
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drokovych mier a pravdepodobnosti, s ktorymi sa nadobiidajud, na obrazku 4.10.

Ceny dlhopisov aj irokové miery sme teda aproximovali diskrétnymi ndhodnymi
premennymi. Ich stredné hodnoty pre dani hodnotu okamzitej trokovej miery
a dobu splatnosti su

ngfl ’I’szl

(P) = Z piPi, (R) = Z piR;.

Vypoctom tychto strednych hodnét pre rozne doby splatnosti dostaneme spriemer-
nené ceny dlhopisov a spriemernenti vynosovi krivku, ktoré zodpovedaji zadanej
okamzitej urokovej miere.

Okrem tychto spriemerneni nds méze zaujimat pasmo, v ktorom sa s uréitou
dostatoéne velkou pravdepodobnostou budi ceny dlhopisov, resp. vynosové
krivka nachddzat. Pre parametre, s ktorymi tu poéitame, plati, ze s pravde-
podobnostou 96,29% nastane pre y niektord z moznosti ys,vs,. .., y17. Prit-
om grafy cien dlhopisov a vynosovych kriviek pre ys,...y16 lezia medzi zod-
povedajucimi grafmi pre ys a yi17. Preto ceny a vynosy pre ys a yi17 mozeme
povazovat za uréité hranice vymedzujtice ich pravdepodobny tvar (obrazky 4.11
a 4.12).

7 tychto obrazkov sa zda, ze variancia cien dlhopisov a vynosovych kriviek,
ktoré zodpovedaju rovnakej okamzitej irokovej miere pri roznych hodnotéch y,
sa zvécsuje len po urciti dobu splatnosti a potom klesa. Toto je hypotéza, ktoru
by bolo zaujimavé skimat analyticky.
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0.815 0.82  0.825 0.83 0.835 0.78 0.785 0.79 0.795

Obrazok 4.9: Histogramy cien dlhopisov so splatnostami 0,5 roka, 1 rok, 2 roky,
3 roky, 4 roky, 5 rokov (po riadkoch)
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Obrazok 4.10: Histogramy trokovych mier so splatnostami 0,5 roka, 1 rok, 2
roky, 3 roky, 4 roky, 5 rokov (po riadkoch)
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Obréazok 4.11: Ceny dlhopisov pri réznych hodnotach y (sivé), priemernd cena
dlhopisu (modrd), hranice 96% pdsma pre ceny dlhopisov (Cervené)

0.054¢

0.052¢

0.048¢
0.046¢
0.044¢

0.042¢

Obrézok 4.12: Vynosové krivky pri roznych hodnotdch y (sivé), priemernd
vynosova krivka (modrd), hranice 96% pdsma pre vynosovu krivku (¢ervené)
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Zaver

V préci sme sa zaoberali modelovanim okamzitej drokovej miery, vypoctom
cien dlhopisov implikovanych tymito modelmi a v pripade modelu so skrytym
druhym faktorom aj spriemerneniu cien vzhladom na tento faktor.

Vypocitali sme limitné pravdepodobnostné rozdelenie skrytého parametra.
Toto rozdelenie sme aproximovali diskrétnym rozdelenim nadobidajicim hod-
noty, v ktorych mame numericky vypocitani cenu dlhopisu. Pouzili sme ho na
vypocet spriemernenych cien a vynosovych kriviek. Tieto predstavuju stredné
hodnoty, okolo ktorych budd skutoéné hodnoty viac alebo menej kolisat. Mieru
tohto kolisania mozeme vidiet z hranic, ktoré vymedzuji stanoveny podiel moznych
vysledkov.

Dalsie otézky stvisiace s touto pracou, ktoré moéze byt v budicnosti za-
ujimavé riesit, sa tykajui analytického skimania vlastnosti spriemernenia cien
dlhopisov vzhladom na limitné rozdelenie skrytého procesu. V predchédzajicej
kapitole sme napriklad vyslovili hypotézu o vyvoji variancie spriemernenych
cien dlhopisov a vynosovych kriviek. Zalozena bola na grafickom znazorneni
numerickych vysledkov, preto by bolo uzitotné zaoberat sa nou aj analyticky.
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Priloha

Program na vypocet ceny dlhopisu v dvojfaktorovom modeli so stochastickou
volatilitou podla numerickej schémy z kapitoly 4.3.

kapal=0.5; thetal=0.05; gama=0.5;
kapa2=0.5; theta2=0.1; v=0.1; delta=0.5;
ro=0.5;

sigmalr_,y_]:=Sqrt[y]l*(r"gama) ;

11=-0.2; 12=-0.2;
lambdal[r_,y_]:=11x(r"gama) ;
lambda2[r_,y_]:=12%(y"delta);

m=101; n1=51; n2=51;
T=5; rMax=0.5; yMax=0.5;
k=T/(m-1);
hi=rMax/(nl-1);
h2=yMax/(n2-1);

rl[i_J]:=(i-1)*hi;
y[j_1:=(j-1)*h2;

alli_,j_1:=-(k/(4*h1*h2))*sigmalr[i],y[j1]*v*(y[j] delta)*ro;
a2[i_,j_1:=(k/(2*h1))*(kapal*thetal-kapal*r[i]-lambdal [r[i],y[j1]*
sigmalr[i],y[j11)-(k/(2%h1"2))*sigmalr[i],y[j]1]"2;
a3[i_,j_1:=(k/(4xh1*h2))*sigmalr[i],y[jl1]*v*(y[j] "delta)*ro;
a4li_,j_1:=(k/(2¥h2))*(kapa2*theta2-kapa2*y[j]-lambda2[r[i],y[j]1]*
vx(y[j]~delta))-(k/(2*¥h2°2))*(v"2)*(y[j]~(2xdelta));
abli_,j_1:=1+(k/(h1°2))*sigmalr[il,y[j11"2+(k/(h272)) *(v"2)*
(y[j]~(2xdelta))+k*r[i];
a6li_,j_]1:=-(k/(2%h2))*(kapa2*theta2-kapa2+y[j]l-lambda2[r[i],y[j]]*
vk (y[j]~delta))-(k/(2¥h2°2))*(v"2)*(y[j] "~ (2xdelta));
a7li_,j_1:=(k/(4xh1*h2))*sigmalr[i],y[jI1]1*v*x(y[j] delta)*ro;
a8[i_,j_1:=-(k/(2%h1))*(kapal*thetal-kapal*r[i]-lambdal[r[i],y[j]1]*
sigmalr[il,y[j11)-(k/(2%¥h1°2))*sigmalr[i],y[j1]1"2;
a9li_,j_1:=-(k/(4*h1xh2))*sigmalr[i],y[jl1]*v*(y[j] delta)*ro;

b1[j_]1:=1+(k/h1)*kapal*thetal+(k/h2°2)* (v*(y[j] "delta))"2;

b2[j_]:=-(k/hl)*kapal*thetal;

b3[j_1:=-(k/(2*%h2))*(kapa2*theta2-kapa2*y[j]-lambda2[r[1],y[j1]1*
v*(y[jl~delta))-(k/(2%¥h2°2))*(v*(y[j] delta))"2;
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b4[j_1:=(k/(2xh2))*(kapa2*theta2-kapa2*y[j]l-lambda2[r[1],y[j]1]*
v*(y[j]-delta))-(k/(2%h2°2))*(vk(y[j] delta))"2;

c1=1+(k/h1) *kapal*thetal+(k/h2)*kapa2*theta2;
c2=-(k/h2) *kapa2*theta2;
c3=-(k/h1)*kapal*thetal;

d1[i_]:=1+(k/h2)*kapa2*theta2+ k*r[i];

d2[i_] :=-(k/h2)*kapa2*theta?2;
d3[i_]:=-(k/(2%h1))*(kapal*thetal-kapal*r[i]);
d4[i_]:=(k/(2xh1))*(kapal*thetal-kapal*r[i]);

M=Table[0,{i,1, (n1-D*(m2-1)},{j,1, (n1-1D*x(n2-1)}];

For[i=1,i<=n1-1,i++,
For[j=1,j<=n2-1, j++,

If[(i!'=1)&&(i!=n1-1)&&(j'=1)&&(j!=n2-1),
ML[(n2-1)*(i-1)+j, (n2-1)*(i-2)+j-11]=alli,j];
MI[(n2-1)*x(i-1)+j, (m2-1)*(i-2)+j]11=a2[1,]];
MI[(n2-1)*(i-1)+j, (m2-1)*(i-2)+j+1]1]1=a3[i,j];
MI[(n2-1)*(i-1)+j, (n2-1)*(i-1)+j-11]1=a4[i,j];
M[[(n2-1)*(i-1)+j, (n2-1)*(i-1)+j]1]1=a5[1i,j];
MI[(@2-1)*(i-1)+j, (n2-1)*(i-1)+j+1]1]1=a6[i,j];
MI[(n2-1)*x(i-1)+j, (m2-1)*(i)+j-111=a7[1,3];
M[[(n2-1)*(i-1)+j, (n2-1)*(i)+j]]1=a8[i,j];
MI[(n2-1)*(i-1)+j, (m2-1)*(i)+j+111=a9[1,3];
1;

If[(i==n1-1)&&(j!=1)&&(j!=n2-1),
M[[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-3)+j-1]11=al[i,j];
M[[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-3)+j]]=a2[i, j];
ML[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-3)+j+1]1] = a3[i,j];
ML[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-2)+j-111=a4[i,j];
M[[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-2)+jl]1=a5[i, j];
M[[(n2-1)*(n1-2)+j, (n2-1)*(n1-2)+j+1]11=a6[1,3];
1;

If[(i==n1-1)&&(j==n2-1),
MI[(n2-1)*(n1-1), (n2-1)*(n1-2)-111=alli,jl;
M[[(n2-1)*(n1-1), (n2-1)*(n1-2)1]1=a2[i,j];
M[[(n2-1)*(n1-1), (n2-1)*(n1-1)-111=24[1,]];
M[[(n2-1)*(n1-1), (n2-1)*(n1-1)]1]1=a5[i, j];
1;

If[(i'=1)&&(i!'=n1-1)&&(j==n2-1),
MI[(n2-1)*i, (n2-1)*(i-1)-1]1=alli, j];
MI[(n2-1)*i, (n2-1)*(i-1)11=a2[i,j];
MI[(n2-1)*i, (n2-1)*(i)-111=a4[i,j];
ML[[(n2-1)*i, (n2-1)*(i)]1]1=a5[i,j];
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ML[(n2-1)*1i, (n2-1)*(i+1)-1]11=a7[i,j];
ML[(n2-1)*1i, (n2-1)*(i+1)]1]1=a8[1,j];
1;

If[(i==1)&&(j!=1)&&(j!=n2-1),
MLLj,j-111=b4[j]1;
ML0j,j11=b1(j];
ML[j,j+111=b3[j];

M[[j, (@n2-1)+3j11=b2[j];

1;

If[(i==1)&&(j==n2-1),
M[[n2-1,n2-2]11=b4[j];
M[[n2-1,n2-1]11=b1[j];
M[[n2-1,2*(n2-1)1]1=b2[j];
1;

If[(i==1)&&(j==1),
M[[1,1]1]=c1;
M[[1,2]]1=c2;
M[[1,n2]]=c3;

1;

If[(i'=1)&&(i'=n1-1)&&(j==1),
ML[(n2-1)*(i-1)+1, (n2-1)*(i-2)+1]1]=d4[i];
ML[(n2-1)*(i-1)+1, (n2-1)*(i-1)+1]1]=d1[i];
ML[(n2-1)*(i-1)+1, (n2-1)*(i-1)+2]]1=d2[1i];
MI[(m2-1)*(i-1)+1, (n2-1)*(i)+1]]1=d3[i];
1;

If[(i==n1-1)&&(j==1),
ML[(n2-1)*(n1-2)+1, (n2-1)*(n1-3)+1]11=d4[1i];
MI[(n2-1)*(n1-2)+1, (n2-1)*(n1-2)+111=d1[i];
MI[(n2-1)*(n1-2)+1, (n2-1)*(n1-2)+2]11=d2[i];
1;

11;

ries=Table[1,{tau,1,m},{x,1, (n1-1)*(n2-1)3}];
For[tau=2,tau<=m,taut++,
ps=Table[ries[[tau-1,x]]1,{x,1, (n1-1)*(n2-1)2}]1;
rs=LinearSolve[M,ps];
For[x=1,x<=(n1-1)*(n2-1) ,x++,ries[[tau,x]]=rs[[x]]1];
1;
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